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出 版 说 明 

《简明 数学 全 书 > 是 一 本 通俗 简要 地 介绍 数学 学 科 的 实用 读物 ， 内 容 
包括 数学 各 分 支 的 概念 ,原理 ,实际 应 用 ， 以 及 对 数学 史 的 回顾 和 对 现代 
数学 的 综述 等 ; 既 可 用 作 自 学 ,又 可 用 作 复 习 。 本 书 的 文字 叙述 , 强调 了 
数学 概念 的 互相 联系 ,并 且 与 公式 、 定理 及 例题 密切 而 有 机 地 相 结 合 , 因 
此 条 理 清晰 , 容易 理解 ; 文中 配 有 大 量 的 插图 , 使 数学 题材 更 为 生动 而 形 
象 化 ; 编排 形式 也 有 别 于 一 般 教科 书 , 读 起 来 有 清新 感 。 原 书 出 版 后 , 深 
受 广大 读者 的 欢迎 。 

为 了 满足 我 国 读者 的 需要 , 我 们 决定 组 织 翻译 本 书 。 但 因原 书 篇 幅 
较 大 , 故 分 两 部 分 出 版 , 第 一 部 分 为 基础 数学 , 第 二 部 分 为 高 等 数学 及 现 
代数 学 ,各自 独 立成 册 。 书 中 用 工 . 或 开 . 来 表示 本 书 的 第 一 部 分 或 第 二 
部 分 。 

原 书 名 《数学 小 百科 全 书 >, 英 译作 4 数学 概观 >, 根据 本 书 的 内 容 , 我 
们 改 用 现 名 。 在 版 式 方面 > 我 们 采用 不 同 字体 和 符号 来 体现 原 书 的 特点 ， 
以 求 醒目 。 如 重要 的 定义 和 公式 组 加 粗 线 框 , 例题 用 黑 括号 , 定理 在 文字 
下 加 点 线 ; 原文 中 的 黑体 .斜体 和 正体 , 现 采用 黑体 活体 和 宋体 。 

本 书 对 具有 中 等 文化 程度 的 学 生 、 教 师 以 及 对 数学 有 兴趣 的 读者 来 
说 ,是 一 本 有 价值 的 参考 书 。 

在 出 版 工作 方面 如 有 不 足 之 处 , 热切 希望 广大 读者 批评 指正 。 
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在 我 们 的 时 代 , 科学 和 技术 不 借助 数学 工具 , 无 疑 是 不 可 能 掌握 的 ; 
科学 和 技术 的 运用 范围 又 日 益 扩 大 , 直至 日 常生 活 的 许多 领域 。 这 就 普 
遍 要 求 对 数学 的 成 果 能 有 全 面 的 了 解 ,并 要 求 采用 非常 规 的 方法 , 以 便 有 
可 能 填补 我 们 知识 的 空白 。 欲 达 此 目的 , 光 靠 罗列 定理 或 搜集 公式 看 来 
是 不 行 的 , 因为 这 样 做 的 话 , 势必 会 过 于 强调 由 数学 符号 和 字母 构成 的 符 
号 语言 的 作用 , 而 忽视 数学 概念 的 作用 , 但 恰恰 是 数学 概念 , 才 是 真正 起 
决定 作用 的 东西 。 我 们 的 任务 是 尽 可 能 简明 扼要 而 又 精确 地 叙述 数学 的 
内 在 关系 。 鉴 于 数学 材料 的 浩 潜 , 不 消 说 , 我 们 所 做 的 并 非 是 把 数量 繁多 
的 各 数学 分 支 的 教科 书 的 细 目 编制 起 来 而 已 。 我 们 的 目的 是 为 尽 可 能 多 
的 读者 阅读 专业 的 文献 铺 平 道路 。 本 书 的 德 文 版 已 销售 七 十 多 万 册 , 故 
可 企 望 我 们 达到 了 这 一 艰难 的 目标 。 

本 书 广泛 利用 色彩 来 帮助 读者 阅读 *, 还 有 充足 的 例题 以 帮助 读者 理 
解 一 般 的 论述 。 通 常 将 数值 计算 分 开 书写 ,这 样 可 将 问题 当 作 注释 阅读 ， 
不 需 参 阅 计算 ; 而 计算 又 可 看 作 有 解 题 细 节 的 例子 。 有 些 例子 中 的 物理 
单位 使 用 国际 单位 制 人 SI 制 ), 因为 国际 单位 制 正 越 来 越 成 为 法 定 的 实用 
单位 。 日 常生 活 中 的 例子 使 用 日 常 单位 , 既 有 公制 ,也 有 其 他 单位 制 。 

本 书 将 题材 按 系 统 分 目 , 并 给 出 许多 简明 的 段落 标题 和 数 表 , 以 使 读 
者 能 迅速 而 可 靠 地 掌握 题 意 。 

谨 向 名 章 作者 , 特别 是 应 邀 参 预 校正 与 常用 术语 不 符 的 措 词 , 以 使 全 
书 通俗 易 懂 而 做 出 贡献 的 人 致 以 谢意 。 在 此 简短 的 说 明 中 特别 需要 指 
出 ,有 很 多 条 目 , 尽管 作者 是 有 关 方 面 的 专家 , 但 也 感到 仅 靠 浅 涉 条 目 ,很 
难 做 到 令 人 满意 。 

我 们 应 特别 感谢 我 们 的 顾问 一 一 伦敦 大 学 玛丽 女王 学 院 的 及 . A. 郝 
奇 (区. A. Hirsch) 教授 和 柏林 洪 博 尔 特大 学 数学 系 五 . 理 查 德 (H. Rei- 
chardt) 教授 ， 他 们 和 孜孜不倦 地 为 本 书 作 了 修改 , 帮助 我 们 撰写 了 这 样 一 
部 著作 , 使 读者 们 能 从 中 取 用 可 靠 的 资料 。 这 也 将 使 我 们 大 家 相信 , 数学 
从 其 本 质 来 说 是 一 门 简明 易学 的 学 科 。 


编者 和 出 版 者 
* 现 中 译本 改 用 不 同 字 体 和 符号 以 示 区 别 。 一 一 译 者 注 
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技术 上 绚丽 多 彩 的 伟大 成 就 深刻 地 影响 着 每 个 人 的 生活 ， 使 人 们 普 
遍 认 识 到 数学 的 重要 性 。 人 人 都 知道 ,或 至 少 相信 ， 没 有 数学 ， 就 不 能 产 
生 这 一 系列 的 成 就 。 因 此 , 人们 对 数学 的 兴趣 便 不 断 增 长 , 从 而 造成 对 这 
门 科学 的 资料 的 需求 日 益 增长 。 

现在 ,数学 在 很 多 方面 , 特别 是 在 提出 问题 和 解答 问题 方面 , 已 经 成 
了 一 门 特殊 的 科学 。 尽 管 在 医学 动物 学 、 植 物 学 、 地 理学 和 地 质 学 方面 ， 
或 是 在 语言 学 ,历史 学 、 天 文学 方面 ， 一 位 博 闭 广 见 、 精 熟 当代 学 识 的 学 
者 , 可 以 成 功 地 向 一 个 门外汉 讲解 他 的 研究 的 绝 大 部 分 问题 及 其 成 果 , 甚 
至 还 可 以 介绍 他 特别 感 兴趣 的 方法 和 基本 原理 ， 使 人 对 这 一 领域 的 内 容 
有 一 定 的 了 解 , 但 是 在 当代 化 学 和 物理 方面 , 他 想 达 到 这 一 目的 , 就 会 感 
到 困难 得 多 , 而 在 数学 方面 则 几乎 是 不 可 能 的 。 这 不 仅 是 因为 数学 成 果 
在 数量 上 有 了 极为 可 观 的 增长 ,而 且 也 因为 数学 问题 太 难 解 、 太 深奥 , 即 
使 是 数学 家 ,对 数学 的 全 局 也 只 能 有 一 个 肤浅 的 认识 而 已 。 

为 了 不 使 数学 分 成 许多 特别 的 分 支 ， 人 们 便 尽 可 能 地 从 各 个 不 同 的 
领域 中 概括 出 共同 的 特性 ， 尽 管 这些 特 性 有 时 从 表面 上 看 来 是 互 不 相关 
的 , 以 此 创立 新 的 更 加 抽象 的 理论 。 正 是 通过 这 种 努力 , 人 们 在 那些 初 看 
起 来 相去 其 远 的 领域 之 间 建 立 了 新 的 纽带 。 这 可 以 看 成 是 一 个 反复 抽象 
的 过 程 ， 既 然 象 代数 和 几何 这 些 基本 原理 是 来 源 于 对 日 常生 活 经 验 的 抽 
象 ， 人 们 就 可 以 对 代数 和 几何 作 进一步 的 抽象 , 以 得 出 一 个 统一 的 理论 ， 
而 且 在 某 些 情况 下 ， 这 种 抽象 的 过 程 可 以 一 环 套 一 环 地 反复 进行 。 这 里 
“抽象 "这 个 词 要 严格 地 理解 为 去除” 的 意思 ， 也 就 是 去 掉 那 些 对 有 关 问 
题 的 来 龙 去 脉 或 对 某 特 定 目的 来 说 是 非 本 质 的 东西 。 例如 , 在 研究 几何 
图 形 时 不 去 考虑 其 色彩 , 尽管 色彩 在 装 满 方面 很 有 用 处 。 

这 一 切 说 明 ， 即 使 要 使 门外汉 对 当代 数学 的 全 貌 有 一 孔 之 见 也 是 不 
可 能 的 。 在 这 里 ,门外汉 不 只 是 指 知识 仅 限于 教学 大 纲 所 规定 的 内 容 的 
人 ， 取 得 毕业 文凭 或 获得 理学 士 学 位 的 数学 家 和 数学 教师 也 都 可 以 看 作 
是 许多 专门 的 数学 分 支 的 门外汉 。 要 想 通过 三 、 四 年 的 学 习 , 掌握 数学 各 
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个 分 支 的 专业 知识 , 简直 是 不 可 能 的 。 因 此 , 本 书 的 局 限 性 势 在 难免 , 我 
们 并 不 奢望 它 能 广 涉 数学 各 领域 的 专门 知识 。 

在 历史 上 数学 最 初 是 以 非常 朴素 的 方式 发 展 起 来 的 。 它 从 教 1， 多 
3, … 和 直观 易 见 的 几何 图 形 如 点 ,线段 ,直线 .空间 中 的 平面 、 角 、 三 角形 、 
圆 等 出 发 ,逐步 发 展 成 具有 数 域 和 图 形 域 的 较为 复杂 的 结构 ,这 些 数 域 和 
图 形 域 的 研究 并 不 各 自 成 一 体系 ， 而 是 通过 测量 这 个 概念 来 相互 联系 着 
的 。 正 是 在 这 种 从 直观 简单 明了 的 问题 到 较为 复杂 的 问题 的 发 展 中 ， 才 
产生 了 数学 ， 这 在 巴比伦 和 埃及 就 可 见 一 班 。 包 比 伦 入 和 埃及 入 在 天 文 
方面 取得 了 惊人 的 成 就 , 比如 , 他 们 能 预言 月 食 。 但 是 , 将 数学 发 展 到 一 
个 办 新 的 阶段 的 却 是 希腊 人 , 因为 他 们 总 觉得 不 能 光 是 向 前 探索 , 更 应 回 
顾 思 索 : 在 数学 的 研究 方面 , 人 们 究竟 二 了 些 什么 ?其 结果 是 , 通过 他 们 的 
努力 ， 数 学 才 发 展 成 为 具有 现代 观念 的 一 门 科学 。 一 方面 ， 他 们 已 认识 
到 ,( 数 学) 证 明 就 是 将 数学 命题 通过 最 简单 的 合 平 逻辑 的 推论 , 归纳 为 其 
他 一 些 已 知事 实 , 即 归纳 为 那些 常 为 现实 或 经 验证 实 ,足以 令 人 信服 的 东 
西 。 另 一 方面 , 他们 也 已 意识 到 ,这 种 妆 纳 过 程 不 可 能 无 限 进行 下 去 ,而 
只 能 局 限于 数 或 图 形 的 某 些 最 简单 的 性 质 ， 这 些 性 质 的 可 靠 性 又 可 由 直 
观 或 经 验 来 确定 。 

就 这 样 , 他 们 第 一 次 有 意识 地 收集 了 一 系列 的 基本 事实 ,如 过 两 点 只 
能 引 - 一 条 直线 等 ,并 将 其 编纂 成 集 , 他 们 还 商定 了 逻辑 学 的 基础 。 这 两 方 
面 的 专著 使 几何 学 由 简单 到 复杂 地 建立 起 来 了 。 

长 期 以 来 ,一 本 欧 几 里 得 (Bnelidean) 几何 学 除了 作 过 几 个 小 的 谱 补 
之 外 ,一直 是 这 门 学 科 的 典范 。 但 是 约 两 千年 以 来 , 却 没有 人 试图 用 同样 
方法 来 处 理 代数 和 稍 晚 的 解析 问题 。 和 希腊 人 对 自然 数 的 基本 性 质 相 当 清 
楚 , 对 可 除 竹 问题 和 有 关 质 数 的 问题 也 感 兴趣 。 他 们 知道 如 何 处 置 普通 
分 数 ,但 却 未 曾 试图 引入 负数 的 概念 。 但 是 , 在 研究 直角 等 腰 三 角形 时 ， 
他 们 却 磁 上 了 这 么 一 个 问题 , 即 分 数 不 足 以 表述 所 有 景 的 比 。 他 们 发 现 ， 
在 这 样 的 三 角形 中 , 直角 边 对 斜 边 的 比 不 能 用 分 数 来 表示 。 可 异 他 们 并 
未 由 此 得 出 绪论 , 即 分 数 域 必须 扩大 , 以 使 该 比值 和 其 他 所 有 可 能 出 现 的 
几何 比 部 可 以 在 数值 上 用 更 大 的 数 域 中 的 新 数 来 表述 。 恰恰 相反 , 他们 
使 代数 几何 化 。 诚 然 ,由 此 曾 得 出 一 个 与 我 们 的 实数 理论 等 价 的 理论 , 但 
是 这 种 几何 化 的 做 法 造成 了 极 大 的 麻烦 , 使 希 典 数学 走 进 了 死胡同 。 

几 个 世纪 以 后 ,天 文学 家 和 航海 家 的 实际 工作 追 切 需要 三 角 计 算 ,而 
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这 种 计算 只 有 借助 某 种 三 角 函 数 表 才能 进行 。 由 于 观察 值 只 能 测量 到 有 
限 的 精度 , 故 对 需 计 算 的 量 只 要 给 出 近似 值 即 可 ,这 就 逐步 导致 有 尽 小 数 
的 发 明 。 事 实证 明 , 有 尽 小 数 比 普通 分 数 更 利于 实际 计算 。 很 可 能 就 产 
和 此 了 这 种 想法 ， 即 小 数位 数 越 取 得 多 , 结果 便 越 精确 ,甚至 认为 任何 预定 
精度 均 可 通过 充分 多 的 小 数位 数 来 求 得 。 归根 结 底 , 这 个 方法 毕 竞 抓 住 
了 实数 的 本 质 ,于 是 数学 家 们 对 无 限 多 位 的 十 进 小 数 不 再 避 而 不 谈 。 要 
是 这 个 理论 一 直 发 展 下 去 的 话 , 本 来 是 可 以 得 出 精确 的 实数 理论 的 。 
一 个 有 趣 的 、 具 有 十 分 重要 意义 的 例子 说 明 , 早 在 阿 基 米 德 
《Archimedes) 设 法 计算 平面 上 菜 些 以 曲线 为 边界 的 区 域 的 面积 时 ， 上 述 
想法 就 以 大 同 小 异 的 形式 在 他 的 研究 工作 中 表现 出 来 了 。 首先 ,， 阿 基线 
德 用 其 著名 的 适 近 法 成 功 地 计算 了 以 抛物 线 的 荣 一 段 及 其 弦 为 边界 的 图 
形 的 面积 。 结 果 发 现 这 类 图 形 的 面积 有 一 个 确定 的 比值 , 1/3, 这 个 比 厢 
意义 重大 。 但 是 ， 阿 基 米 德 却 未 能 成 功 地 为 圆 面积 求 出 一 个 相应 的 简单 
结果 ,因为 要 解决 这 个 问题 ,他 就 得 算出 w 的 值 ,现在 我 们 知道 , 仅 有 分 数 
知识 ,他 是 不 可 能 算出 的 ， 他 所 能 证 明 的 只 是 , w 的 值 介 于 两 个 分 数 ， 即 
3 闻 和 3 之 间 。 为 了 计算 加 的 面积 ， 他 反复 利用 了 毕 达 哥 拉 斯 (Pytha- 


goras) 定理 ,计算 了 圆 的 内 切 和 外 切 正 凸 96 边 形 的 面积 ,得 出 了 圆 面积 的 
近似 值 。 显 然 , 他 当时 已 经 意识 到 , 只 要 将 边 数 和 顶点 数 取得 充分 大 , 就 可 
以 将 “限制 在 越 来 越 小 的 范围 内 , 并 能 将 它 计 算 到 任何 指定 的 精确 度 。 用 
分 数 可 以 将 一 个 数 的 近似 值 计算 到 项 定 精确 度 , 这 正 是 实数 的 一 个 特性 。 
随 着 时 间 的 流逝 , 实数 的 这 一 性 质 已 在 很 多 不 同 场合 为 人 们 所 熟识 。 
例如 早 在 微 积分 计算 创立 之 前 ,在 对 数 表 的 编制 中 ， 在 笛 卡尔 (Descarte) 
的 解析 几何 中 , 用 坐标 表示 平面 或 空间 的 点 , 人 们 就 已 经 牢固 地 确定 了 对 
这 一 性 质 的 认识 。 后 来 在 微 积分 计算 的 发 展 中 ,这 种 认识 又 有 了 进一步 的 
加 深 。 微 积分 计算 始 于 菜 布 尼 兹 (Leibniz) 和 牛顿 (Newton), 后 来 ,似乎 是 
为 发 现 的 欢乐 所 陶醉 , 伯 努 利 (Bernoulli) 、 欧 拉 (Bnler)、 费 马 (Fermat)、 
柯 西 (Cauchy)、 高 斯 (Gauss) 和 其 他 一 些 人 又 相继 发 展 了 它 。 现 在 再 没 
有 人 认为 对 实数 理论 的 建立 还 需 作 进一步 深入 细致 的 研究 了 。. 
”但 是 ,建立 实数 理论 的 问题 也 曾 在 数学 的 另外 两 个 分 支 ; 即 几 何 和 代 
数 中 起 过 作用 。 如 已 经 指出 的 , 欧 几 里 得 几何 是 以 一 组 非常 简单 的 几何 
命题 为 出 发 点 的 ， 从 这 些 简单 的 几何 命题 中 可 以 推导 出 其 他 的 定理 。 这 
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些 称 为 公里 的 简单 命题 集中 表现 着 当时 的 几何 知识 ， 从 直观 上 看 来 极为 
显然 ,以 致 无 人 认为 需 加 证 明 。 唯 有 平行 线 公 理 (或 公设 ) 是 一 个 例外 。 这 
个 公理 说 : 过 一 已 知 直线 外 的 一 已 知 点 ,有 且 仅 有 一 条 直线 不 与 已 知 直线 
相交 。 是 否 能 将 它 排除 在 公理 之 外 , 而 用 其 他 公理 来 加 以 推导 呢 9? 两 干 年 
来 ,数学 家 们 为 此 绞 尽 脑汁 , 却 一 无 所 获 , 直到 德国 的 高 斯 .俄国 的 罗 巴 契 
夫 斯 基 CLobachevskii) 和 匈牙利 的 波 约 《Bblyei) 才 成 功 地 证 明了 平行 线 
公理 是 独立 于 其 他 公理 的 。 这 一 结果 的 重要 意义 只 有 在 与 其 他 方面 的 发 
展 联系 起 来 时 才能 看 清 。 

在 代数 中 ,从 二 次 方程 根 的 公式 可 以 得 到 表达 式 V 一 I。 这 个 式 子 和 
看 起 来 毫 无 意义 ,但 是 ,只 要 将 它 按 一 般 的 根 式 ,如 V 3、V 3 或 者 V 一 
桩 进行 计算 ,所 得 结果 却 都 有 意义 。 这 就 无 可 置办 地 令 人 相信 V 一 I 这 个 
式 子 的 合法 身份 ,并 采用 符号 i 来 表示 它 。 差 不 多 过 了 三 百年 ,高 斯 和 其 
他 一 些 人 才 证 明 ， 人 们 一 直 沿 用 着 的 做 法 可 以 用 一 个 完全 有 意义 的 方式 
来 解释 , 即将 实数 域 扩大 ， 这 样 一 来 ， 就 产生 了 一 个 新 数 ， 其 平方 等 于 
—1。 

尽管 高 斯 对 实数 非常 熟悉 ,能 够 毫 无 顾忌 不 加 证 明 地 使 用 它们 , 但 只 
是 到 了 柯 西 和 当时 的 其 他 数学 家 在 阐明 极限 概念 的 过 程 中 遇 到 了 一 些 困 
难 时 , 实数 才 成 了 认真 考虑 的 对 象 。 当 时 大 家 都 认识 到 , 实数 理论 实际 上 
可 以 用 不 同方 式 通过 对 分 数 的 归纳 来 建立 , 反之 ,分数 又 可 以 归纳 为 自然 
数 。 从 而 再 次 表明 , 在 自然 数 领域 中 , 自然 数 的 所 有 性 质 都 可 以 归纳 为 少 
数 几 条 十 分 显然 的 基本 事实 , 即 皮 亚 诺 (Peano) 公 理 。 

对 自然 数 的 这 种 归纳 , 为 实数 和 复数 理论 提供 了 依据 ,也 为 整个 实数 
和 复数 的 解析 理论 , 乃至 几何 学 提供 了 依据 ; 因为 解析 几何 所 请 明 的 是 如 
何 用 坐标 表示 基本 的 几何 对 象 , 特别 是 点 , 而 坐标 都 是 实数 。 

本 书 还 提 及 数学 的 另 一 个 发 展 。 这 一 发 展 系 于 一 百 五 十 年 前 才 初 步 
开始 。 众 所 周知 , 数 的 乘法 和 加 法 的 某 些 法 则 在 形式 上 非常 相似 。 同 样 ， 
在 其 他 数学 运算 中 ,例如 在 连续 进行 几 种 运算 时 ,也 可 以 看 到 一 些 形式 上 
非常 简单 的 规律 。 但 是 , 数学 家 们 却 非常 缓慢 地 才 跨 出 合乎 逻辑 的 第 二 
步 , 即 概 括 出 这 些 共同 的 基本 性 质 , 并 从 这 些 性 质 出 发 , 通过 纯粹 的 逻辑 
推导 ,使 得 这 一 领域 逐步 发 展 成 了 今天 的 群 论 ,在 这 儿 正 象 在 欧 几 里 得 几 
何 中 一 样 ,人 们 再 次 看 到 了 随 着 后 来 的 各 种 发 展 而 出 现 的 一 个 公理 体系 。 

现代 数学 的 一 些 大 的 分 支 , 特别 是 代数 ,以 及 在 越 来 越 大 的 程度 上 分 
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析 和 几何 ,都 是 建立 在 公理 体系 上 的 。 其 建立 过 程 大 致 如 下 ; 已 知 为 一 组 
数学 对 象 (通常 称 为 集 )、 该 集 的 各 个 元 素 和 用 于 撕 述 这 些 数 学 对 象 的 基 
本 性 质 的 一 组 公理 ， 接 着 就 提出 下 列 工 作 : 首先 由 这 些 公理 推出 尽 可 能 
多 的 推论 , 即 尽量 将 这 一 数学 结构 的 理论 扩展 到 最 大 范围 ;然后 将 有 关公 
理 体系 的 所 有 处 理 方 法 进行 全 面 考 察 。 可 能 发 生 的 情况 基本 上 是 : 仅 有 
一 种 可 能 的 处 理 方法 ; 或 有 数 种 乃至 无 限 多 种 处 理 方法 ; 也 可 能 不 存在 任 
何 处 理 方法 。 例 如 ， 当 给 定 公理 互相 矛盾 时 就 是 这 样 。 如 存在 数 种 处 理 模 
式 , 即 对 这 些 公理 有 若干 种 处 理 方法 , 则 应 寻求 一 些 特征 , 以 便利 用 这 些 
畦 征 ,经 过 有 限 步 的 推导 ,有 效 地 将 各 种 可 能 性 彼此 分 辩 开 来 。 对 于 某 些 
数学 结构 ,这些 工 作 早已 完成 , 但 对 另 一 些 数 学 结构 , 则 高 解决 之 日 尚 相 
去 甚 远 。 这 种 情况 也 表明 了 公理 学 和 数理 逻辑 彼此 交织 得 有 多 么 紧密 ! 

本 世纪 初 ,在 一 个 新 的 结构 理论 一 一 集 论 中 产生 了 矛盾 ,这 就 更 加 人 妃 
切 需 要 有 一 个 有 效 的 数理 逻辑 。 集 论 是 最 简单 的 结构 理论 , 因为 它 涉及 
的 是 完全 任意 的 集合 , 如 点 、 数 .运动 .函数 .图形 , 同样 还 可 以 是 人 ,星球 、 
椅子 以 及 其 他 种 种 东西 , 这 些 集合 的 元 素 不 受 任何 公理 的 约束 。 因为 没 
有 做 出 任何 结构 上 的 假设 ,所 以 如 果 两 个 这 样 的 集 具有 相间 数量 的 元 素 ， 
就 可 以 看 成 是 等 价 的 ,或 等 势 的 。 在 有 限 集 的 情况 下 ,这 方面 的 含义 是 亚 
而 易 见 的 。 但 是 , 甚至 对 无 限 集 也 确定 了 诸如 所 谓 寡 , 即 基 性 的 元 素 的 数 
目 , 那 确 是 个 了 不 起 的 成 就 。 当 然 ， 当 问题 涉及 有 限 集 的 元 素数 目 时 , 我 
们 所 熟悉 的 某 些 性 质 对 无 限 集 便 不 复 适 用 了 ,例如 在 等 价 性 方面 ,自然 数 
的 个 数 和 分 数 相等 ,但 是 分 数 的 个 数 则 少 于 实数 的 数量 , 线 上 的 点 的 集合 
与 面 上 的 点 的 集合 基 性 相同 。 所 有 这 些 , 从 数学 的 严密 性 来 说 是 完全 无 
可 非议 的 , 尽管 它们 显然 缺乏 直观 性 。 但 是 矛盾 出 现在 集 的 非 限 定形 式 ， 
例如 ,“ 所 有 集 的 集 ” 这 一 概念 就 是 自 相 了 矛盾 的 。 然 而 ， 这 并 非 是 数学 危 
机 ,尽管 有 时 是 这 人 么 是 的 。 相 反 , 数学 家 们 借 此 机 会 更 彻底 地 思考 了 在 定 
义 数学 概念 时 涉及 到 的 问题 。 于 是 ,一 门 系统 的 数理 逻辑 便 发 展 起 来 了 。 
今天 , 人 们 已 完全 懂得 如 何 去 回 避 这 些 矛盾 。 

人 们 可 能 会 认为 ， 在 形成 这 些 极为 一 般 化 的 结构 理论 和 数理 逐 辑 的 
公理 系统 的 过 程 中 ， 这 种 高 度 的 抽象 可 能 会 越 来 越 偏离 实事 求 是 的 应 用 
数学 。 但 这 是 绝对 不 会 的 。 菜 布 尼 兹 在 解决 一 些 基本 的 逻辑 问题 而 直接 
进行 了 创造 性 的 数学 工作 的 同时 ,制造 了 一 架 中 用 (切实 可 行 ) 的 计算 机 ， 
这 绝 不 是 偶然 的 。 
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工厂 生产 的 人 工 或 电动 的 计算 机 的 诞生 ， 并 没有 引起 重大 的 原则 纷 
争 。 但 是 这 一 情况 随 着 电子 计算 宙 的 产生 发 生 了 根本 的 变化 , 因为 有 了 
电子 计算 栅 , 计算 速度 大 大 提高 了 。 诚 然 , 这 些 计算 机 是 按 简单 的 黑白 原 
理工 作 的 , 即 在 机 器 的 每 一 个 部 件 中 , 不 是 通电 就 是 断 电 。 然 而 , 它们 却 
能 对 付 非 其 不 能 对 付 的 计算 问题 。 它 们 以 难以 想象 的 速度 进行 大 量 最 简 
单 的 运算 , 因而 能 在 不 太 长 的 时 间 内 处 理 完 一 个 程序 复杂 而 宛 长 的 问题 。 
当然 , 这 种 计算 的 所 费时 间 还 有 赖 于 程序 编制 技术 。 电子 计算 机 发 明 以 
前 ， 人 们 已 做 过 一 些 初步 工作 , 并 很 快 发 现 程序 编制 要 遵循 一 定 的 规则 ， 
这 些 规则 在 数理 逻辑 , 例如 算法 理论 中 也 起 着 作用 。 这 再 次 表明 某 些 仅 
仅 为 了 理论 上 的 需要 而 发 展 起 来 的 纯 数学 研究 的 实用 价值 。 计 算 技术 方 
面 的 这 一 情况 为 纯 数学 和 应 用 数学 在 本 质 上 密切 相关 提供 了 一 个 确实 的 
典型 例子 。 

本 书 还 适当 地 强调 了 数学 问题 的 理论 可 解 性 和 实际 可 解 性 之 间 的 区 
别 。. 在 数学 中 , 讨论 的 常常 不 是 个 别 的 、 有 给 定数 值 的 问题 ， 而 是 取决 于 
某 些 数据 的 一 般 性 问题 ,这 些 数据 的 数值 有 很 多 种 , 实际 上 有 无 限 多 种 取 
法 。 举 一 个 简单 的 例子 吧 : 三 角形 的 面积 取决 于 它 的 三 条 边 , 虽然 有 一 个 
适用 于 所 有 三 角形 的 面积 计算 公式 ， 但 每 条 边 的 长 度 却 有 无 限 多 个 可 能 
值 。 

如 果 能 给 出 一 个 公式 , 即 一 种 算法 , 用 它 来 算出 各 个 特例 的 解 , 那么 
这 种 问题 就 算 解 决 了 。 这 里 我 们 假定 可 用 这 个 公式 或 程序 经 过 有 限 步 的 
运算 求 得 数值 结果 。 如 果 能 做 到 这 一 点 , 在 单纯 的 数学 家 看 来 , 这 个 问题 
就 算 解 决 了 。 然 而 , 实际 上 问题 仍 可 能 得 不 到 解决 , 因为 尽管 须 进行 的 运 
算 步 又 是 有 限 的 ， 但 从 时 间 和 经 济 上 来 考虑 却 可 能 因为 所 费 太 大 而 不 可 
解 。 这 就 会 导致 新 的 更 有 意义 的 纯 数学 问题 , 即 找 出 更 有 效 的 计算 程序 ， 
除非 人 们 满足 于 近似 解 , 或 制造 出 更 高 速 的 计算 机 。 

电子 计算 机 的 发 明 是 这 一 方面 的 巨大 进步 ， 其 结果 是 首先 在 应 用 数 
学 中 产生 了 一 些 新 的 分 支 ， 一 些 前 所 未 有 的 分 支 因 为 一 开始 问题 就 很 明 
显 , 即 它们 所 涉及 的 主要 问题 不 可 能 在 实际 允许 的 时 间 内 攻克 或 解决 。 
“ 九 人 英利 斯 舞 ” 和 弃 棋 问题 是 原则 上 可 解 问题 的 两 个 例子 。 说 它们 在 原 
则 上 可 解 ,是 因为 根据 法 则 ,它们 只 可 能 有 有 限 多 种 玩法 。 而 现在 九 信 莫 
利 斯 舞 在 实际 上 也 已 是 可 解 的 了 , 因为 在 玩 的 时 候 可 以 先 给 第 一 个 游戏 
者 以 严格 的 训练 ,使 他 懂得 如 何 应 付 对 手 的 各 种 可 能 的 动作 , 以 便 能 赢得 
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每 一 局 。 在 下 棋 时 , 同样 有 个 走 白 子 者 能 否 一 家 占 先 的 问题 。 尽管 这 是 
个 有 限 性 的 问题 ,但 至 今 未 获 解 决 。 而 且 , 即使 动用 当今 世界 上 所 有 的 电 
子 计算 机 一 起 来 解 这 么 一 个 弈 棋 问题 , 恐怕 也 得 不 出 问题 的 解 , 这 可 能 需 
要 比 现在 的 计算 机 运转 得 不 知 快 多 少 倍 的 计算 机 才 行 。 

以 上 粗略 地 谈 了 数学 的 发 展 , 它 从 数 、 运 算 、 图 形 和 测量 的 最 简单 的 
基本 概念 发 展 到 今天 包括 大 量 高 度 抽象 结构 的 完全 公理 化 的 形式 ， 发 展 
到 现代 计算 机 , 但 其 发 展 远 未 到 项 。 将 数学 的 这 一 发 展 和 本 书 的 目录 表 
作 一 比较 就 可 以 看 出 很 多 直接 和 间接 的 关系 。 

第 一 部 分 “基础 数学 ”的 题材 ， 在 很 大 程度 上 同 从 古代 经 中 世纪 直到 
建立 微 积分 计算 之 前 数学 的 发 展 要 吻合 。 所 不 同 者 仅 是 算术 、 数 论 和 几 
何 并 非 同时 列 出 ， 而 是 按 顺序 先后 排列 的 。 我 们 从 自然 数 和 初等 运算 法 
则 开始 ,就 是 因为 它们 对 一 般 人 来 说 是 显而易见 的 , 随后 便 建 立 一 整套 的 
公理 学 系统 , 从 自然 数 起 直到 引入 复数 为 止 。 

即使 对 这 些 简单 的 概念 ， 现 行 数学 符号 却 是 为 从 前 的 希腊 人 所 未 知 
的 , 正 因为 如 此 , 就 产生 了 极其 烦琐 、 笨 拙 的 用 字母 代替 数 字 的 方法 。 今 
天 ,学 校 里 已 理所当然 地 采用 了 这 种 符号 。 这 儿 ,数学 符号 与 数学 基本 概 
念 极为 吻合 , 但 是 由 于 它 过 于 简单 易学 , 有 时 觉 会 产生 轻率 而 机 械 地 搬 和 天 
字母 的 危险 。 对 于 这 种 潜在 的 影响 必须 坚决 反对 , 特别 是 在 学 校 里 ; 必须 
坚持 数学 概念 第 一 , 运算 技巧 第 二 , 而 绝 不 能 反 其 道 而 行 之 。 关 于 这 个 问 
题 ,高 斯 在 1850 年 9 月 工 日 给 斯 库 马 柯 (Schumacher) 的 信 中 写 道 :“ 现 
代数 学 的 一 个 特征 …… 就 是 在 我 们 的 符号 和 名 词 的 语言 由, 有 一 个 杠杆 ， 
通过 这 个 杠杆 可 以 将 非常 复杂 的 论证 简化 成 某 一 个 机 理 …… 尽 管 在 大 多 
数 情况 下 ,这 样 做 的 实质 就 是 默认 某 些 假设， 然而 机 械 地 使 用 这 个 杠杆 ， 
却 是 多 人 么 的 屡见不鲜 。 我 认为 , 每 当 进 行 计算 ,每 当 运 用 恬 念 时 ， 我 们 都 
必须 始终 不 忘 初始 条 件 , 决 不 应 把 通过 这 种 机 理 得 出 的 结果 , 看 成 是 超出 
明确 规定 范围 的 数学 性 质 。” 

有 很 多 问题 要 求 从 已 知 量 求 得 未 知 量 。 一 般 说 来 , 采用 字母 能 使 我 
们 简单 明了 地 表达 这 类 问题 。 常 有 这 样 的 情况 ， 有 些 问题 初 看 起 来 完全 
不 同 , 却 能 得 出 形式 完全 相同 的 最 终 方程 或 方程 组 。 这 再 次 表明 数学 解 
题 方法 和 抽象 之 闻 的 相似 ,所 谓 抽 象 者 , 即 不 计 已 知 量 和 和 需 解 量 的 含义 ， 
仅 保 留 其 数学 内 核 而 已 。 

坟 数 概念 乃 是 现代 数学 的 一 个 重要 特征 。 这 就 是 说 , 现代 数学 是 研 
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究 函 数 关系 的 数学 , 即 研究 一 些 量 对 另 一 些 量 的 依赖 关系 。 例 如 , 三 角形 
的 面积 或 角 对 它 的 边 长 的 依赖 关系 。 在 分 析 函 数 概 念 时 , 我 们 将 会 熟悉 
这 类 问题 的 另 一 些 例子 。 

初等 几何 是 研究 平面 或 空间 中 的 点 线段、 角 、 直线 、 三 角形 .四 边 形 、 
贺 、 四 面体 等 问题 的 。 由 于 需要 对 物体 进行 测量 ,所 以 在 这 里 起 主要 作用 
的 是 前 面 讨论 过 的 数 的 概念 。 当 然 , 不 应 由 此 而 忽视 纯 几 何 概念 , 特别 是 
在 解 题 时 。 入 们 试图 用 纯 几 何方 法 , 即 作 图 法 来 解 几何 问题 。 如 何 用 平 
面 作 图 法 处 理 空间 问题 ,这 是 可 法 几何 的 内 容 。 几何 和 数值 计算 在 解析 
几何 中 融合 得 最 为 紧密 : 凭借 坐标 概念 , 可 以 将 几何 问题 化 为 数值 问题 。 
这 样 一 来 ,几何 就 成 了 应 用 广泛 的 解析 法 的 入 门 。 

解析 基本 原理 放 在 第 二 部 分 “高 等 数学 ”中 加 以 讨论 。 虽 然 极 限 概念 
已 在 初等 数学 中 以 直观 的 方式 作 过 使 用 ， 但 高 等 数学 却 恰 怡 是 从 严格 的 
极限 理论 开始 的 。 这 样 极 限 一 方面 是 无 穷 数 列 和 函数 理论 的 基础 ， 另 一 
方面 又 是 函数 的 连续 性 概念 和 微 积 分 计算 的 基础 。 连 续 函 数 和 微 积分 的 
重要 性 不 仅 在 于 是 整个 数学 结构 的 基础 ,而 且 在 物理 ,技术 等 方面 都 有 很 
重要 的 应 用 。 很 多 几何 物理 问题 本 身 都 是 以 微分 方程 的 形式 出 现 的 , 也 
就 是 以 一 个 函数 和 它 的 微 商 的 关系 式 出 现 的 。 这 个 理论 发 展 至 今 已 有 很 
大 篇 幅 , 这 里 只 能 粗略 地 谈 及 其 中 最 简单 的 一 些 部 分 。 微分 几何 也 是 一 
个 引人入胜 的 数学 分 支 ， 它 是 微 积 分 计算 在 平面 和 空间 曲线 及 空间 曲面 
理论 中 的 应 用 。 

前 而 我 们 已 经 注意 到 ， 一 个 问题 的 理论 解法 常常 与 其 直接 应 用 的 一 
些 特例 迅 然 不 同 ， 因 为 必要 的 数值 计算 往往 过 于 累 著 。 图 示 法 和 数值 法 
的 任务 就 是 将 理论 解 变 成 直接 可 以 应 用 的 解 。 此 外 , 概率 论 和 统计 学 在 
实际 应 用 中 也 起 着 很 重要 的 作用 。 

最 后 一 部 分 是 “现代 数学 简介 ”。 这 一 部 分 的 目的 是 使 读者 对 现代 数 
学 的 若 于 研究 领域 有 所 了 解 。 正如 文 首 所 述 理由 , 不 可 能 对 各 问题 分 别 
作 较 详尽 的 讨论 , 也 不 可 能 将 现在 仍 处 于 萌芽 阶段 或 仍 处 于 深刻 变革 过 
程 中 的 那些 领域 收编 进 本 书 之 中 。 读 者 如 欲 更 透彻 地 了 解 各 数学 分 支 ， 
可 以 参阅 专著 ,这 对 前 两 大 部 分 同样 适用 。 
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1.1 自然 数 立 
数 和 数字 


什么 是 自然 数 ? 有 两 种 活动 使 得 我 们 的 祖先 感到 掌握 数 的 必要 性 ; 
这 也 就 引起 了 基数 和 序数 的 产生 。 

基数 。 以 前 人 们 必须 发 各 种 不 同事 物 , 例如 燃 石 、 狗 、 狩猎 伙伴 等 的 
集合 进行 比较 ,才能 弄 清楚 哪 一 集合 包含 的 元 素 ( 成 分 成 员 ) 较 多 。 今 天 ， 
一 般 说 来 , 人 们 是 通过 对 所 得 量 的 计数 和 对 照 来 比较 事物 的 多 少 的 。 这 
就 意味 着 要 有 计数 能 力 , 也 就 是 要 有 数 的 知识 。 但 是 有 一 个 较为 篇 单 的 
方法 : 例如 ,如果 人 们 想 知道 在 场 的 人 和 马 是 否 数量 相等 , 就 可 简单 地 让 
每 匹 马 上 骑 上 一 个 人 。 换 旬 话 说 ,在 人 和 马 之 间 建立 起 搭配 对 应 关系 。 这 
种 搭配 可 以 符合 得 很 好 一 一 即 人 和 马 正好 数量 相等 ， 人 们 就 说 ， 这 两 组 
事物 是 等 量 的 ; 也 可 能 其 中 一 组 有 列 余 ， 即 一 组 数量 较 多 《〈 见 图 I.1 了 
1.1-2)。 在 安排 餐桌 时 ,人 们 在 茶杯 、 碟子 、 调 姜 等 物品 之 间 建 立 起 对 应 
关系 。 这 样 建立 了 成 对 搭配 关系 的 各 组 事物 就 有 一 个 相应 的 数 作为 共同 
性 质 ( 见 图 1.1-3) 。 甚 至 直到 今天 这 还 是 我 们 的 儿童 获得 基数 概念 的 方 
法 。 
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序数 是 记 顺 | 第 一 ， 
序 的 数 三 


一 ~ 


图 1.1-3 公共 数 8 


抽象 在 文化 发 展 的 整个 阶段 并 非 都 达到 一 定 程 度 。 有 些 原 始 部 族 在 
谈论 不 同事 物 时 , 使 用 不 同 的 数 词 。 例 如 ， 两 个 妇女 不 同 于 两 支 荫 , 在 这 
里 数 尚 未 从 各 组 事物 的 其 他 性 质 中 插 象 出 来 。 

序数 。 人 们 的 第 二 种 需要 是 在 完全 相同 的 一 组 事物 中 建立 次 序 。 例 
如 , 必须 按照 某 种 观点 一 一 譬如 说 , 骑士 的 身长 、 年 龄 或 勇敢 的 程度 


0, 1, 2 3 


图 1.1-4 四 个 猎人 的 集合 : (a) 无 次 序 ; 《5) 按 身长 为 序 的 排列 
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来 确定 在 打 猪 时 , 谁 应 该 一 马 当先 , 谁 是 第 二 个 ,第 三 个 …… 骑 上 马 ( 见 图 
1.1-4)。 人 们 在 点 数 茶 一 集合 中 的 元 素 时 , 遇 到 十 分 类 似 的 情况 ,只 不 过 
这 样 得 到 的 次 序 一 般 说 来 并 无 特别 意义 。 序 数 就 是 这 样 产生 的 。 

基数 和 序数 的 发 展 是 密切 相关 的 , 它们 构成 了 自然 数 的 两 个 方面 , 通 
常 习惯 上 , 零 ( 或 无 ) 既 可 算 作 基数 ,也 可 算 作 序数 。 

数 词 和 数 的 符号 ”为 着 口头 和 书面 交流 以 及 便于 记忆 ， 需 要 有 表示 
基数 和 序数 的 数 词 及 数 的 符号 ,特别 是 数 的 符号 对 于 缩写 和 方便 计算 是 
必 不 可 少 的 ( 见 图 1.1-5~1.1-7)。 相应 的 基数 和 序数 在 各 种 语言 和 书面 
形式 上 都 家 其 相似 , 这 是 它们 密切 相关 的 象征 。 在 英语 中 , 大 多 数 序数 词 
的 词尾 者 有 -th(four 一 the fourth; a hundred 一 the hundredth), 在 书写 
时 要 加 一 句号 (例如 , 牛顿 生 于 .25.12.1642)。 在 美国 ， 月 份 放 在 日 期 的 
前 面 : 12/25, 1642。 

由 于 基数 和 序数 十 分 相似 ， 所 以 在 以 后 的 讨论 中 我 们 只 限于 注意 基 
数 就 够 了 ,相应 的 论证 也 适用 于 序数 。 


数 ” 词 : 九 
数 符 : 由 果 或 辽 或 9 
图 1.1-5 数 词 “ 九 ”的 三 种 符号 


图 1.1-6 符 木 
基本 符号 : I XX a M 
1 10 1i00 i000 
辅助 符号 : V: 工 DD 
5 50 500 
例 : MDOCLXVIIT 1768 
图 1.1-7 罗马 数字 符号 
数 的 表示 法 。 数 的 最 简单 的 表示 法 是 用 符 木 ( 见 图 1.1-6), 即 在 木 
条 上 刻 上 刻 疗 来 记录 帐 目 。 通 常 将 符 木 分 成 两 半 , 双方 各 持 一 半 。 当 年 鲁 
宾 吉 计算 日 期 所 用 的 刻度 法 仍 有 使 用 ,特别 是 用 于 一 些 单调 的 计数 。 但 是 
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过 不 了 多 和 久 ， 当 数字 变 大 时 , 这 种 表示 法 就 失去 它 的 清晰 性 : 这 可 通过 适 
当 的 安排 来 弥补 。 当 要 构成 新 的 数 词 ,或 发 明 新 的 符号 的 时 候 ,也 会 出 现 
十 分 类 似 的 情况 : 对 于 每 一 个 数 都 要 引进 一 个 全 新 的 词 和 一 个 新 的 符号 ， 
这 将 是 极 不 经 济 的 。 代 表 较 大 数字 的 词 和 符号 由 表示 较 小 数字 的 词 和 符 
号 组 合 而 成 , 而 这 种 积木 本 身 也 是 由 更 小 的 单元 和 组 合 组 成 的 。 根据 这 
种 组 合 方法 和 符号 排列 , 可 以 区 分 为 加 法 制 与 位 置 制 。 

加 法 制 。 人 们 最 熟悉 的 加 法 制 的 例子 是 罗 乌 书写 数字 法 。 在 基本 符 
号 中 ， 每 个 符号 的 十 售 组 成 更 高 一 级 的 符号 ， 每 两 级 之 间 有 一 辅助 符号 
( 见 图 1.1-7)。 顺便 说 一 旬 , 这 些 符号 的 来 源 并 不 十 分 清楚 。 有 些 符号 ， 
例如 关 Cmille) 表 示 1000， 直 到 中 世纪 才 被 这 样 采用 。 罗马 入 曾 用 C13 
表示 4000。 加 法 制 的 实质 是 用 尽 可 能 少 的 几 个 符号 (在 我 们 举 的 例子 中 
有 七 个 符号 , 见 图 1.1-7?， 通 过 适当 组 合 组 成 所 有 数 的 符号 。 有 一 规则 
为 : 大 数 的 符号 总 是 放 在 较 小 数 的 符号 的 左边 。 为 了 尽量 少 用 符号 ,此 规 
则 有 一 例外 , 数字 九 可 以 表示 成 VIIII(5+ 少 或 IX(0 一 1)。 后 者 是 人 
们 爱 用 的 写法 。 因 此 , 假如 代表 较 小 数字 的 符号 放 在 左边 ,那么 相应 数字 
必须 减 去 ,而 不 是 加 上 。 但 是 ,不 万 许 将 几 个 基本 符号 或 一 个 辅助 符号 放 
在 前 面 :用 MCMLIX 表示 1959; CML( 不 用 LM) 表示 950。 加 法 制 有 其 
不 方便 的 地 方 : 一 般 说 来 , 数 的 符号 太 长 ， 因 此 不 够 明晰 ; 当 数 字 增 大 时 
《在 本 例 中 ， 超 过 10000), 就 要 发 明 新 的 符号 以 避免 表达 式 过 长 ; 按 加 法 
制 进行 书面 计算 特别 麻烦 。 

位 置 制 。 我 们 现在 用 的 位 置 制 要 追溯 到 印度 人 ， 是 他 们 从 近东 传 给 
我 们 的 (阿拉 伯 数 字 )。 就 其 完美 性 而 言 , 这 是 在 数字 表示 法 的 历史 发 展 
中 柜 当 晓 的 成 就 。 在 位 置 制 中 , 十 个 个 位 数 ( 单 位 0) 组 成 一 组 新 的 数 , 叫 
十 位 数 , 用 了 表示 , 而 还 是 这 十 个 数字 又 组 成 百 位 数 , 用 于 表示 , 等 等 。 
为 了 表示 更 大 些 的 数 , 不 要 ( 象 在 罗马 制 中 那样 ) 引进 任何 新 的 符号 ,它们 
的 区 别 由 它们 在 整个 数值 符号 中 的 位 置 来 确定 。 在 罗马 符号 中 , 用 三 个 
字母 六 了 六 表示 三 十 ， 每 一 个 字母 和 具有 相同 的 数值 10， 因 为 这 是 加 
法 制 , 所 以 整个 数 是 由 这 三 个 数值 相 加 而 得 。 用 符号 444 表示 四 百 四 十 
四 时 , 这 三 个 数字 也 具有 相同 的 数值 四 ; 但 是 在 整个 符号 中 , 它们 处 于 不 
同 的 位 置 , 因此 具有 不 同 的 位 置 值 ; 最 右边 的 位 置 表示 个 位 数 。 

321 意思 是 : 3H+2T+1U, 
CCCXXI 意思 是 100++100+100+10+10+1。 
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由 于 每 一 位 数 都 有 十 个 数 , 所 以 人 们 称 之 为 十 进 制 (decimal system， 
拉丁 文 decem 表示 40), 或 叫 十 进位 置 制 (decadie positional system， 和 着 
腊 文 deka 表示 10)。 相应 地 称 罗 马 数 字 制 为 十 进 加 法 制 。 数字 十 称 为 
数 制 的 基数 。 位 置 值 是 十 的 寡 ， 有 些 十 的 宕 具有 自己 的 特有 名 称 。 如 
406 二 1000000, 叫 一 百 万 Gmillion), 10? 叫 十 亿 (Cmilliardy，1022 电 一 万 亿 
(billion) ,4018 四 一 百 万 兆 (trillion)。 下 面 还 有 1024 (quadrillion)、1030 
(quintillion) 等 ,每 次 增加 六 个 零 。 有 些 形 式 如 105 叫 一 干线 (billiard)， 
很 少 使 用 。 在 美国 ,苏联 和 法 国 , 10? 叫做 billion, 10? 叫 trillion 及 105 
叫 quatrillion。 选 10 作为 基数 很 可 能 与 我 们 的 手指 数 是 十 个 有 关 , 但 不 

肯定 。 在 老 的 计量 单位 (一 打 , 一 罗 ) 中 ,我 们 能 找到 以 十 二 为 基数 的 
十 二 进 制 的 点 滴 痕 迹 。 法 语 称 八 十 为 四 个 二 十 ,这 是 一 个 以 二 十 为 基数 的 
( 非 位 置 制 的 ) 数 制 。score 这 个 词 表示 230 个 物体 的 组 合 , 至 今 仍然 使 用 。 时 
闻 的 量度 民 小 时 =60 分 ,1 分 =60 秒 )， 以 及 整个 圆周 角 分 为 360°, 使 
人 回忆 起 巴比伦 人 的 六 十 进 制 〈 以 60 为 基数 )。 这 个 数 制 已 经 清楚 地 呈 
现 出 位 置 制 的 其 些 特 点 。 由 于 一 直 设 有 引进 表示 空位 的 符号 0, 阻碍 了 
这 一 数 制 的 充分 发 展 。 零 的 引入 是 印度 人 最 伟大 的 成 就 之 一 〈 约 在 公元 
800 年 )。 

不 仅 10, 12, 20 或 60 适 于 做 位 置 制 的 基数 ， 每 个 自然 数 5>>1 都 能 
用 作 基 数 ， 因 为 任 一 个 数 a 都 可 以 严格 地 有 一 个 5 进位 表示 法 : 4=4n2” 
二 dn_10"”! 十 … 十 010 十 40， 式 中 的 自然 数 co ;一 0，…， +% 都 满足 0<4,< 
b,as 称 为 a 的 数字 。 每 个 位 置 制 都 正好 需要 有 5 个 不 同 的 数字 。 

二 进 制 。 在 技术 上 具有 特别 重要 意义 的 是 二 进 制 。 在 这 个 数 制 中 ， 
位 置 值 是 基数 2 的 害 ， 也 就 是 寺 2, 4 8, 16，32，64, 128，… 这 些 位 置 
值 较 十 进 制 的 位 置 值 彼此 大 大 接近 ; 因此 表示 数 的 符号 也 变 得 较 长 。 另 
一 方面 ,我 们 只 需 用 二 个 数字 ，0 和 1。 常用 记号 工 表 示 二 进 制 的 单位 . 

7=1.4+1.2+1:1=1.22+1.2+1.2°~=LLL, 
9=1.8 二 0.4 填 0.2+1.1=1.23++0.22+0.21+1.20 二 L00LD, 
22 一 1.16-0.8 十 1.4 十 4:2-t0:1 
一 1.24 二 0.23 二 1.22 二 41.321 十 0.20 王 LOLLO。 
二 进 制 常用 在 数字 计算 机 中 。 


@ 一 打 (dozen) 为 12 个 ,一 罗 (gross) 为 12 打 。 


译 者 注 
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自然 数 卫 的 序 每 一 个 自然 数 都 有 一 个 紧 跟 着 的 后 继 数 ; 例如 96 
是 95 的 后 继 数 。 这 就 意味 着 自然 数列 没有 最 后 数 , 也 永远 没有 尽头 。 数 
字 0 不 是 一 个 后 继 数 ; 每 一 个 非 零 的 自然 数 必 有 一 个 紧 挨 着 的 前 趋 数 ; 这 
就 是 说 自然 数列 有 起 点 , 其 第 一 个 数 是 零 。 

对 于 任意 两 个 自然 数 和 和 ”oa, 一 定 满足 如 下 关系 式 中 的 一 个 :和 天 
”2 就 是 说 mz 比 m2 小 ,例如 3<7; 或 四 一 2 就 是 说 和 和 ?sa 相等 ， 例 如 
5 一 与 或 垃 >%‰2， 就 是 说 m1 大 于 ?2, 例如 8>6。 

如 果 要 表示 一 个 数 最 大 等 于 知 ， 则 写 为 m1 <<%o， 表 示 mw: 小 于 或 
等 于 ms。 相 应 地 Myp, 则 表示 mi 大 于 或 等 于 tp， 其 意思 是 1 至 少 等 
于 %s; 因此 , 4< 和 19 和 <11 都 是 正确 的 表达 式 。 

这 些 关系 式 有 一 个 性 质 叫 做 传递 性 ; 对 于 小 于 关系 , 有: 由 于 m4<n。 
和 ?7p<<7e, 则 01<%s。 “大 于 ?和 “小 于 ” 关系 都 可 分 别 对 自然 数 排出 “ 线 
性 ”顺序 。 这 种 线性 顺序 的 一 个 实例 是 数 轴 ( 见 图 1.18)。 在 数 轴 上 , 自 
然 数 用 一 些 孤 立 ( 分 立 ) 点 来 表示 。 和 小 于 和 , 这 就 意味 着 在 数 轴 上 表示 
mz 的 点 在 表示 ?2 的 点 的 左边 。 


of 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 


图 1.1-8 数 轴 图 1.1-9 两 组 事物 的 合并 ,“5 十 3 一 8?” 
自然 数 机 的 计算 
加 法 和 减法 ”加 法 是 自然 数 的 最 简单 的 运算 ,减法 是 它 的 逆 运 算 。 它 
们 是 第 一 级 算术 运算 。 | 
加 法 。 加 法 反映 两 组 事物 的 联合 ,合并 《 见 图 1. 二 -9)。 运 算 符号 是 十 
《 读 作 加 )。 加 法 也 可 以 看 作 是 连续 计数 的 缩写 : 5 上 3 可 以 看 作 5+1-> 
6 二 T>7 二 4>8。 被 加 的 两 个 数 叫 作 加 数 , 其 结果 叫 作 它 们 的 和 。 


> E | i 
| 法 | 埋 加 加 数 等 于 ¥| 
加 法 的 交换 律 | 
-i .atb=bt+a 


1:1 自然 数 了 月 基 


和 这 个 名 词 有 两 种 含意 : 8 是 5 与 3 的 和 ; 表示 式 5 十 3 是 一 个 和 。 两 个 
自然 数 相 加 总 是 可 以 进行 的 , 这 就 是 说 , 两 个 自然 数 总 能 定 出 第 三 个 自然 
数 , 即 它们 的 和 。 自 然 数 的 加 法 有 几 个 规律 。 

交换 律 。 加 数 的 先后 次 序 对 结果 无 影响 ; 例如 5+3=3+5=8。 因 
为 加 数 的 可 交换 性 对 所 有 自然 数 都 成 立 , 所 以 可 以 简单 地 写 为 : 

十 D 一 D 十 0o 

这 里 以 及 在 下 文中 , a 和 5 是 代表 任意 自然 数 的 符号 。 

结合 律 。 在 开始 时 , 我 们 仅 以 两 个 加 数 来 定义 加 法 。 如 果 有 三 个 数 
要 相 加 , 则 应 将 其 中 的 两 个 先 加 起 来, 所 得 之 和 与 第 三 个 数 相 加 则 将 袍 成 
一 个 新 的 含 两 个 加 数 的 加 法 。 在 这 里 , 数 根 加 的 次 序 对 结果 无 影响 。 

结合 律 也 适用 于 一 切 自 然 数 。 这 就 是 说 括号 可 以 省 去 : 5 十 3 十 4 一 
12。 同 样 , 三 个 以 上 加 数 的 加 法 也 可 以 不 用 括号 写 出 来 。 

加 法 的 结合 律 
(a+b)+c=a+ (b+0) 
[ 例 】 1. 54+3+4= (5 十 3) 十 4 一 8 十 4 一 12。 
2. 5+3+4=5+(3+4)=5+7=12, 

单调 律 。 在 两 个 数 上 各 加 上 一 个 相同 的 数 时 ， 这 两 个 自然 数 的 “小 
于 ”关系 保持 不 变 ; 例如 , 由 于 3<4, 就 有 3+7<4+7。 这 个 定律 也 适用 
于 所 有 自然 数 。 


加 法 的 单调 律 由 于 4<b, 就 有 a-+c<b+e 


减法 。 这 个 运算 过 程 与 加 法 的 运算 过 程 相反 ， 即 从 一 个 数 取 走 或 减 
去 另 一 个 数 , 就 是 这 个 算术 运算 。 其 运算 符号 是 一 ( 污 作 减 )。 减 法 也 
可 以 看 成 是 倒 计 数 的 一 个 缩写 ,例如 , 7 一 3 可 以 看 成 是 7 一 1>6 一 1]> 
5 一 1>4 ( 见 图 1.1-10)。 假 如 已 知 两 数 之 和 求 其 中 的 一 个 加 数 , 便 由 加 
法 得 到 减法 ; 例如 , 4+z 二 7; z=7 一 4。 相 应 地 说 减法 是 加 法 的 送 运 算 。 
从 一 个 数 中 减 去 男 一 个 数 ,前 者 叫 被 减 数 ;后 者 叫 碱 数 ,其 结果 叫 差 。 


被 减 数 减 减 数 等 于 差 
7 一 3 = 4 


| 
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六 第 降息 


0 12 834 556 7 8 9 
cat 0 


Ft ， 
O01 2323456 7 8 9 [ 
5+3=8 


| 


0 1234 56 78 9 
5~83=2 


图 1.1-10 7-3=4 图 了,1-11 在 数 轴 上 的 运算 
与 “和 "这 个 词 一 样 ,“ 差 ”也 有 两 方面 的 含意 ; 7 与 3 的 差 是 名 表达 式 7 一 
3 是 一 个 差 。 

与 加 法 不 同 , 两 个 自然 数 的 减法 不 总 是 可 以 进行 的 ; 例如 , 间 题 29 
没有 一 个 自然 数 的 解 。 有 解 的 条 件 ; 被 减 数 一 定 不 能 小 于 减 数 ， 

在 数 轴 上 进行 第 一 级 运算 。 自 然 数 的 加 法 和 减法 可 以 表示 成 数 铀 上 
的 线段 的 加 和 减 ( 见 图 1.1-11)。 

加 法 痕 式 。 将 加 数 一 个 写 在 另 一 个 的 下 面 ， 使 位 置 值 相同 的 数字 放 
在 同一 列 。 从 个 位 数 开始 加 起 ,根据 交换 律 可 接任 何 次 序 根 加 , 然后 从 右 
向 堪 相继 地 向 更 高 的 位 置 值 加 去 。 如 果 某 一 列 的 和 超过 下 -一 个 位 置 的 单 
位 值 ,相应 的 数 也 要 加 上 去 ， 


[ 例 ] ThHHTU ThHTU 
7 362 7 362 7362 
+1 684 或 + 1 68 4 人 作 +1684 

@46 Go、 __ 8046 
® 1 9 HDL 6 
5 


两 个 以 上 加 数 的 加 法 按 相同 的 方式 进行 。 

减法 算式 。 减 法 可 按 两 个 路 有 不 同 的 方式 进行 ， (四 取 走 法 . ?去 掉 
3 得 到 名 (s) 补 充 法 ， 从 3 补 到 7 是 4 

与 这 两 个 方法 相应 的 减法 算式 都 是 常用 的 。 在 此 两 种 方法 中 , 减 数 
都 是 写 在 被 减 数 的 下 面 (个 位 数 在 个 位 数 的 下 面 ， 等 等 )， 并 从 个 位 数 减 
起 。 下 例 说 明 在 求 十 位 数 时 的 差别 。 


1.1 自然 数 有 N 17 


74627 
— 3193 
~ 71434 
【 例 】. 
6311 
— 768 
一 229 70003 
一 1046 一 11628 
4268 58375 


方法 (t): 从 2 减 去 9 是 不 能 进行 的 ;将 一 个 一 百 分 解 成 十 个 十 ,那么 
现在 是 从 13 减 去 9 得 到 3。 接 下 去 ， 原 来 的 6 个 一 百 仅 剩 下 5 个 一 百 
了 ,由 5 个 一 百 再 减 去 1 个 一 百 得 4 个 一 百 。 

方法 人 ): 从 9 补充 到 2 是 不 能 进行 的 。 从 9 补 到 12 的 数 是 3。 被 
分 离 的 一 百 不 从 被 碱 数 中 取出 ， 而 是 加 到 减 数 上 。 从 200 补 到 600 是 
400, 这 就 得 到 相同 的 结果 。 

4s) 法 较 容易 懂 ; 例如 , 假如 问题 中 被 减 数 连续 包含 几 个 零 ， 需 要 多 
次 做 位 置 值 分 离 。 这 个 方法 可 以 一 步 做 几 个 减 数 的 减法 。 在 上 例 中 , 个 
位 数 的 心算 过 程 是 ，6+9+823; 从 23 到 红 是 8。 三 个 分 离 出 来 的 十 
加 到 减 数 上 ; 则 对 于 十 位 数 的 计算 是 3+4+2 二 6=15, 从 415 到 2 是 6， 
等 等 。 

乘法 和 除法 ”和 对 法 和 除法 是 第 二 级 算术 运算 。 

乘法 。 乘 法 可 以 用 几 种 不 同 的 方法 来 实现 ,例如 , 看 成 几 个 相等 加 数 
的 加 法 ，12+12+J12=3X123= 36( 见 图 1.1-12)。 其 运算 符号 是 ( 读 作 
乘 ) 或 写 个 x 号 。 


被 乘 数 乘 乘 数 等 于 积 


3 ， 12 = 36 
因子 乘 因子 等 于 积 


图 1.1-12 12 十 12 十 12 一 3.12 一 36 


由 于 乘 数 和 被 乘 数 可 以 互 换 ,所 以 它们 都 叫 医 子 。 同 禅 ,乘积 这 个 词 也 有 
两 方面 的 含意 : 36 是 3 与 12 的 乘积 ; 表达 式 3.12 是 一 个 乘积 。 两 个 数 
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家 莱 总 是 可 以 进行 的 ， 也 就 是 说 ， 两 个 自然 数 总 是 可 以 确定 第 三 个 自然 
数 , 即 它们 的 乘积 。 对 于 任何 自然 数 a 都 有 : 
a:0=0.4=0 和 qa:1=1.g=a。 
交 挽 律 。3.4 二 4 十 4 十 4 二 12 和 4.3=3+3 二 3 二 3 一 12， 因 此 ， 
4.3 二 3.4。 乘 积 的 因子 可 以 互 换 , 其 结果 不 变 。 这 对 于 一 切 自然 数 的 因 
子 都 是 正确 的 : - 


红 法 的 结合 律 
(ga.b) :c=a.(b. 0) 


结合 律 。 假 如 三 个 数 相 乘 , 先 将 其 中 的 两 个 乘 起 来 , 然后 再 将 其 积 与 
第 三 个 数 相 乘 。 这 里 结合 因子 的 次 序 对 结果 无 影响 。 例 如 ， 
3.4.7=(3.4).7=12.7=84, 
3.4.7=3.(4.7) =3.28=84。 
这 个 定律 也 适用 于 一 切 自然 数 。 因此 括号 可 以 省 去 ，3.47=84。 对 于 
三 个 以 上 的 因子 ,处 理 过 程 相似 。 
单调 律 。 由 3<4 得 出 3.8<4.8, 但 是 3.0~4.0。 这 对 于 一 切 自然 
数 % b,c 都 是 正确 的 : 


除法 。 在 日 常生 活 中 有 两 类 问题 会 导致 另 一 个 第 二 级 基本 算术 运 


算 一 一 除法 : . 
Gi) 分 配 ， 十 二 个 梨子 等 分 给 四 个 人 ,每 人 得 三 个 梨子 ( 见 图 
1.1-13), 


(i) 求 售 量 ; 在 12cm 中 含有 4em 的 几 售 ?一 -3 倍 ( 见 图 1.1-14) 。 


er 


图 1.1-14 包含 量 


1.1 自然 数 至 19 


在 数学 上 ,除法 是 作为 乘法 的 道 运算 得 到 的 ， 已 知 积 和 一 个 因子 , 求 
另 一 个 因子 ; 由 3.z=15 和 .3 一 15, 都 得 到 z=15:3。 


> 被 除 水 以 除 
除 法 | 诈 输 数 除 以 除数 等 于 训 


由 于 因子 可 以 互 换 ， 所 以 与 分 配 和 求 含量 相应 的 两 类 问题 都 能 导致 同样 
的 除法 问题 。 运 算 符 号 是 :( 谈 作 除 以)。 同样 ， 商 一 词 也 有 两 方面 的 含 
意 ! 芒 除 以 3 的 商 是 5; 表示 式 15:3 是 一 个 商 。 

除法 的 适应 性 。 两 个 自然 数 相 除 在 自然 数 的 范围 内 并 非 总 是 能 进行 
的 ; 例如 ,没有 一 个 自然 数 % 能 满足 34==17, 因 为 3.5 一 15 而 3.6=18, 因 
此 17 不 能 被 3 除 尽 。 等 号 用 在 书写 形式 17:3=5 余 2 中 是 不 严格 的 ;而 
表达 式 1=3.5 十 2 (被 除数 等 于 除数 乘 以 商机 余数 ) 是 无 可 非议 的 。 一 
个 数 被 零 除 是 不 可 能 的 ; 例如 5;0 二 n 这 就 意味 着 必 有 1?%.0=5, 但 是 不 管 
n 是 什么 数 ,与 零 的 乘积 总 是 零 , 永远 不 会 是 5。 即使 被 除数 是 零 被 零 除 
也 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 样 的 问题 没有 一 个 确定 的 解 。 人 们 可 以 说 0:0= 
17, 因为 0.17=0; 但 也 可 以 说 0:0=193, 因为 0.193=0。 

被 堆 除 是 不 能 进行 的 。 

算术 运算 的 次 序 。 假如 在 一 个 问题 中 出 现 不 同 级 的 运算 时 , 运算 次 
序 可 能 会 影响 结果 : 例如 7.5 十 3, 假 如 先 做 加 法 ,得 到 7.8=56; 但 是 如 果 
先 做 乘法 , 则 有 35 十 3 二 38。 对 于 减法 或 除法 有 类 似 情况 。 因 此 , 运算 次 
序 必 须 满足 如 下 规定 : 

较 高 级 的 运算 先 做 。 
假如 在 给 定 的 问题 中 , 运算 需 按 不 同 于 上 述 规 定 次 序 进行 , 那么 必须 引进 
括号 。 在 括号 中 的 运算 先 做 : 

(12496):3—8.(5—2) =108:3—8.8=36—24=12, 
分 配 律 。 分 配 律 反映 了 不 同 级 算术 运算 之 间 的 联系 ; 例如 ， 
5. (4+3)—5.7—35, 

但 是 还 可 以 写成 5.4+5.3~20+15=35; 
因此 有 5.(4 二 3) 一 5.4 上 5.3。 
几 个 数 的 和 与 一 个 因子 相 乘 , 可 先 将 这 个 因子 与 各 个 加 数 相 乘 , 这 个 办 法 
适用 于 一 切 自然 数 4, b,c; 
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分 配 律 


4 (十 c) 一 DTQeC 


从 分 配 律 可 导出 如 下 关系 式 : 
《(a 一 DC 一 0 一 DC; 
(at+b):c=a:c+0b:c, cD 
(一 5D》:c 一 ac 一 bc，c 二 0。 
对 于 自然 数 4a, 2， 来 说 ,只 有 当 减 法 他 一 分 和 除法 w:c 和 5:c 能 进行 时 ， 
这 些 等 式 才 有 意义 。 
来 法 算式 。 生 法 算式 采用 了 分 配 律 ， 所 以 只 要 有 9"9 乘法 表 的 知识 
就 够 了 。 在 原则 上 运算 过 程 如 下 ; 
2356.,473=2356. (400+70 寺 3) 
=2356.4(00) 2356.7(0) +2356.3 
一 9424(00) +16492(0) +7068=1114388。 


2356.473 2356.473 
” 9424 7068 
16492 或 16492 
7068 G424 
1114388 ”五 14388 


在 第 二 式 中 ， 将 一 个 因子 分 成 个 位 数 、 十 位 数 等 分 别 与 第 一 个 因子 2356 
相 乘 。 然 后 将 各 部 分 乘积 相 加 ， 如 竖 式 所 示 。 属于 被 乘 数 高 位 值 各 部 分 
乘积 的 零 不 写 出 来 ,只 是 将 数 的 位 置 作 适 当 移 动 。 | 

除法 算式 。 在 书写 除法 算式 的 过 程 中 ,将 被 除数 分 成 个 位 数 、 十 位 
数 , 百 位 数 ; 例如 

86;2= (80+6):2=80:2+6:;2=40+3=43。 

由 于 除法 是 乘法 的 道 运算 ,所 以 商 和 除数 的 乘积 一 定 是 被 除数 , 这 对 于 各 
部 分 的 商 也 同样 成 立 。 由 此 导出 如 下 的 除法 算式 : 


487 487 
23 用 1208 23 厅 208 
/ 92 或 者 更 简单 地 将 各 个 减 300 
200 法 运算 用 心算 : 168 
184 上 a 7 

i168 商 是 487, 祭 数 是 7% 
J61 
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可 除 性 ”12:4=3, 这 就 是 说 , 数 12 可 以 被 4 整除 ;但 是 15 不 能 被 4 
整除 。 因 此 , 4 叫 作 12 的 一 个 约 数 ， 或 说 4 整除 12( 以 符号 表示 4| 12); 
4 不 是 15 的 约 数 (4115)。 一 般 说 来 , 假如 有 一 个 自然 数 % 满 足 4=n.5， 
我 们 就 说 自然 数 & 可 以 被 另 一 个 自然 数 5 整除 ; 5 及 ?都 叫 作 a 的 约 数 。 
另 一 方面 , a 称 为 是 5 和 % 的 倍数 。 数 0 可 以 被 任何 数 gc(z 关 0) 整除 , 它 . 
是 任何 数 的 倍数 。 每 一 个 不 等 于 零 的 数 都 能 被 1 及 其 本 身 整 除 , 这 两 个 
除数 称 为 假 约 数 。 

和 质数。 质数 是 只 有 假 约 数 的 那些 数 ; 例如 , 5 只 能 被 1 和 5 整除 , 13 


只 能 被 1 和 13 整除 ; 因此 5 和 13 都 是 质数 。 数 1 本身 不 算 在 质数 范围 
内 ,所 以 质数 数列 是 从 2 开始 的 。 


[a 数 | 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, .. 


120= 4 .3 


0 
[4=2:2 | 30=2-15 | 
| =3.5| 
120 =-[22] .12?].|55| - 


因子 分 解 。 每 个 自然 数 不 是 本 身 为 一 个 质数 ， 就 是 可 以 写成 几 个 质 
数 的 乘积 ， 可 以 分 解 成 几 个 质数 因子 。 上 例 也 可 以 从 另 一 途径 ， 比 如 由 
120=10.12 开始 , 得 出 同样 的 分 解 。 利用 欧 几 里 得 工法 可 以 证 明 将 一 个 
数 分 解 成 质数 因子 , 除 因 子 的 次 序 外 , 结果 是 唯一 的 ; 换 句 话说 ,除了 因子 
的 次 序 以 外 ,将 一 个 自然 数 分 解 成 质数 因子 的 方法 是 唯一 的 (参看 本 章 末 
尾 的 推导 )。 假 如 将 1 算 作 质数 , 这 个 定理 的 表述 就 不 正确 了 。 利 用 指数 
条 可 使 自然 数 的 质数 分 解 , 书写 更 为 方便 ,例如 : 

1008=2.2.2.2.3.3.7 一 24.32.7。 - 

埃 拉 多 塞 尼 (Hiratosthenes) 间 法 。 埃 拉 多 蹇 尼 《〈 约 公元 前 376~194 
年 ) 曾 经 指出 用 如 下 方法 可 以 获得 某 一 自然 数 自 中 的 所 有 质数 : 删 去 2 后 
面 的 所 有 隔 位 数 ( 即 所 有 能 被 2 除 尽 的 数 )， 接 着 删 去 3 后 面 的 所 有 隔 二 
位 的 煞 ( 即 所 有 能 被 3 除 尽 的 数 ), 再 删 去 5 后 面 的 所 有 陋 四 位 的 数 〈 即 所 
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有 能 被 5 除 尽 的 数 ) 等 。 该 数 段 中 镜 下 的 数 就 是 质数 。 在 下 表 中 我 们 可 
以 看 到 ,从 1 到 100 只 需 艇 四 次 出 除 , 最 后 一 次 是 除去 所 有 能 被 ” 除 尽 的 
数 。 赏 原因 是 7.7==49 小 于 100, 但 已 有 并 ,' 世 =121>100; 而 芽 是 7 
之 后 第 一 个 没有 被 册 除 的 数 ,因此 它 是 紧 接 7 之 后 的 一 个 质数 。 


| |: | = 车 司 ， 局 三 ， 二 三 静 寿 桔 
+ 
| 
上 Ey "ee 
Ee Ne 
2 EE Nell 罗 和 二 县 项 三 下 
+ 
| " EEEX0AEE 拓 和 上 E : 

Ma 
HE EN ” ES 


肝 %-x E 殉 #= 关 四 有 第 = 次 上 四 第 @ 次 ”出 除 次 序 


假如 你 想 知 道 一 已 知 数 如 1303 是 否 是 质数 , 不 需要 将 筛 法 一 直 做 到 
1303， 只 要 检查 1303 是 否 能 被 所 有 满足 P?<1303 的 质数 卫 除 尽 。 其 
理由 是 ,很 如 1303 果然 能 做 因子 分 解 1303=m.n, 那么 ,其 中 一 个 因子 的 
平方 最 多 是 1303， 另 一 个 因子 的 平 方 至 少 要 等 于 1303。 对 于 1303 来 
说 只 要 用 质数 已 =2, 3, 5, …, 31 试 着 去 除 就 够 了 ， 因 为 37? 是 1369> 
1303。 事 实 上 , 可 以 证 明 1303 是 个 质数 。 

质数 数列 的 无 穷尽 性 。 欧 几 里 得 ( 约 公元 前 300 年 ) 已 经 提出 过 这 样 
的 问题 ; 质数 数列 会 终止 于 某 一 数 ,还 是 存在 着 无 穷 多 个 质数 ? 他 间接 地 
证 明 过 不 可 能 有 最 大 的 质数 。 假 设 有 一 个 最 大 质数 人 们 就 可 以 构成 
一 个 自然 数 =2.3.5.7.11…P 二 1 所 有 质数 包括 卫 在 内 的 乘积 加 1。 
这 个 数 Y 不 能 被 直到 已 的 任何 质数 除 尽 ， 因 为 每 一 个 质数 和 X 相 除 都 
有 一 个 余数 1。 因此 ,NN 本 身 可 能 就 是 个 质数 ， 否 则 它 一 定 有 一 个 不 包 
含 在 2，3, …, 也 的 质数 列 之 内 的 质 约 数 。 这 两 者 都 与 已 是 最 大 质数 的 

“假设 相 矛 盾 一 一 因此 ， 质 数列 是 无 穷尽 的 。 现 在 知道 的 最 大 素数 (质数 ) 
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是 228?% 一 症 它 有 6003 位 数字 @@ - 尚 有 一 个 没有 解决 的 问题 是 ， 是 否 存 
在 着 无 穷 多 个 素数 对 , 也 就 是 说 , 相 邻 两 个 奇数 都 是 质数 ,如 [5; 7]，[59; 
61], [641; 643] 或 [1451; 1453], 象 这 祥 的 质数 对 的 数列 是 否 有 尽头 。 
公约 数 和 公信 数 ” 最 大 公约 数 。 如 果 t 是 a 的 一 个 约 数 ,那么 在 1 的 
因子 分 解 中 ,只 能 含有 4 的 因子 分 解 中 的 质数 , 质数 的 指数 最 多 与 4 的 分 
解 因子 中 同一 个 质数 的 指数 相同 ， 例 如 12160; 12=22.3; 60=22.3.5。 
如 果 t 是 a 和 4 的 公约 数 ,那么 1 只 能 含有 a 和 2 中 的 质数 因子 ,而 且 最 
多 是 取 a 和 5 中 指数 容 较 小 的 一 个 ; 例如 , 12 是 妈 和 360 的 公约 数 ; 由 
质数 因子 分 解 ，12=22.3，48 二 .3 及 360==23,32.5， 可 见 48 和 360 
有 好 几 个 公约 数 : 1，2, 3, 4, 6, 8, 12, 24。 其 中 24=23.3 是 最 大 的 一 
个。 我 们 说 24 是 48 和 360 的 最 大 公约 数 (gcd); gcd(a, 5) 表 示 能 够 同 
时 整除 a 和 的 所 有 数 中 最 大 的 一 个 。a 和 5 的 每 个 公约 数 都 可 以 整除 
4 和 的 最 大 公约 数 ， 因 为 最 大 公约 数 是 a 积 中 所 有 公共 质数 因子 的 
乘积 , 而 且 是 取 有 关 窜 较 小 的 一 个 。 这 是 求 最 大 公约 数 的 基本 方法 ,也 同 
样 适用 于 几 个 数 的 情况 ， 如 例 所 示 。 如 果 两 个 数 4 和 5 没有 ( 除 1 以 外 ) 
公约 数 , 即 ged《g, 50) = 二 1, 则 & 和 就 则 互 质数 ,或 叫 相 对 质数 。 
【 例 】 1260=22.32.5.7 
3024 二 24.33.7 
5544 二 23.82.7.11 
ged1 22.382,7=252 
欧 几 里 得 算法 。 将 较 大 的 数 分 解 成 质数 因子 ， 这 常常 是 件 很 麻烦 的 
事 ,因为 要 做 很 多 次 试验 , 而 且 还 会 发 生 差 错 ; 例如 ,23. 613,864,709 是 
112,843 和 209,263 二 个 质数 的 乘积 。 假 如 要 想 求 这 些 数 的 最 大 公约 
数 , 最 好 不 要 用 质数 因子 分 解法 ， 而 用 另外 一 个 办 法 一 一 欧 几 里 得 算法 。 
这 里 不 作证 明 , 而 以 数 53, 667 和 25,527 为 例 示 范 如 下 ， 
53,667 一 25,527.3 十 2,613， 
25,527=2,613.9+2,010, 
2,613=2,010.1+603, 
2,010=603.3 填 201, 
. 603=201.3 十 0。 
Q@ 据 1979 年 资料 公布 , 月 前 已 知 最 大 素数 为 so 一 1, 它 有 18395 位 数字 。 
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因此 ged (53, 667, 25,527) =201,° 
: 对 于 互 质数 的 情况 , 有 : 
87=4 和 .2+5, 
41=5.8+1, 
5=1.5+0。 
因此 gcd(87, 和 所)=1, 数 87 和 4 全 是 互 质数 。 
如 果 要 用 欧 几 里 得 算法 求 两 个 以 上 的 数 ， 比 如 说 a, 5 和 < 的 最 大 公 
约 数 ， 则 可 一 步 一 步 地 做 : 先 求 gedla, 5) ==4, 再 求 
ged(a, b, ¢) 一 gcd(d，c)。 
. 最 小 公 倍数 。60 是 6 和 15 的 公 管 数 , 因为 60 是 6 的 倍数 , 也 是 15 
的 倍数 。6 和 15 还 有 其 他 公 倍 数 , 实际 上 有 无 穷 多 个 。 因为 假如 一 个 数 
m 是 a 和 2 的 倍数 , 则 m 的 所 有 倍数 也 都 是 a 和 5 的 公 倍数 。6 和 15 的 
公 售 数 有 30, 60, 90, 120 …， 在 这 些 数 中 以 30 为 最 小 ; 我 们 说 : 30 是 
6 和 15 的 最 小 公 倍数 (lem); 它 能 整除 所 有 其 他 公 人 倍数。 假如 人 = 
lem(a, b， 则 及 一 定 包 含有 4a 或 2 分 解 出 的 所 有 质数 因子 ， 而 且 每 个 因 
子 取 最 高 指数 寡 。 由 此 可 按 如 下 方法 来 求 三 个 数 的 最 小 公信 数 ; 
【 例 ] 


40=23.5 
36 一 22.3? 
126 一 2.32.7 
lem 23.32.,5.7=2520 
对 于 较 大 的 数 因为 要 作 质数 因子 分 解 所 以 这 个 方法 也 不 宜 使 用 。 有 一 
个 简捷 的 办 法 , 是 先 用 欧 几 里 得 算法 求 出 ged， 然 后 利用 关系 式 
lem(a, 8) .ged (a, 8) =a'b, 
但 是 ,对 于 两 个 以 上 的 数 , 不 存在 这 种 简单 关系 。 . 
可 除 性 法 则 ” 数 84 可 以 被 4 和 3 整除 ， 因 此 也 可 以 被 4.3=12 整 
除 。 这 个 结论 只 有 当 两 个 除数 为 互 质数 时 才 成 立 。 一 般 有 : 
假如 & 可 以 被 人 和 全 整除 ， 而 且 gcdGob 内 二 上 则 Q@ 也 可 以 被 名: 
求 出 约 数 , 如 果 可 能 直接 看 出 对 某 些 数 的 可 除 性 , 不 仅 有 利于 素数 因 
子 的 分 解 , 特别 是 还 有 利于 分 数 中 的 约 分 。 有 关 法 则 是 利用 了 十 进 制 书 
写 方式 的 简单 规律 ; 例如 , 对 于 10 的 倍数 被 2 或 5 的 整除 性 问题 是 无 需 
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多 加 考虑 的 ， 因 为 10 能 被 2 和 5 整除 。100 的 倍数 被 和 和 235 的 整除 性 
问题 , 1000 的 倍数 被 8 和 125 的 整除 性 问题 ， 也 是 如 此 。 10 的 所 有 次 
赛 , 即 10, 100, 1000 等 当 被 3 或 9 除 时 都 余 1。 按 照 这 个 法 则 进行 余数 
计算 ， 就 有 如 下 规律 ， 例如, 600=6x100, 则 必 有 余数 6'1=6; 对 于 
230=2.100 十 3.10， 则 余数 为 2.1I 十 3.1=5。 当 除数 为 3 或 9 时 , 任 一 个 
数 的 数字 和 与 此 数 的 余数 相同 。 数 字 和 的 定义 是 所 有 数字 之 和 ; 7309 的 
数字 和 是 7 十 3+0+9=19, 它 不 能 被 3 或 9 整除 。 

10 的 所 有 惕 次 宪 ， 即 100, 10000, 1000000 等 在 被 11 除 时 都 有 余数 
1, 而 所 有 奇 次 图 (10, 1000, 100000 等 ) 都 有 余数 10 或 10 一 二 = 一 1。 这 
里 交错 数字 和 与 数 本 身 的 余数 相同 。 如 何 求 交错 数字 和 , 现 以 下 例 来 说 
明 。 


[ 例 】 s [|slrls 


8+9+6=23 


加 :器 站 


交错 数字 和 23-| 引 -3 
因此 85976 能 被 11 整除 。 


准确 度 的 检验 ”余数 计算 。 如 果 a 和 5 在 被 2& 除 时 有 相同 的 余数 
7, 这 就 写作 4 三 b( 模 内 ( 读 作 4 和 2b 对 模 4 是 革 余 的 ), 例 如 , 17 二 和 2 ( 模 
5)。 对 于 余数 7, 则 有 a=y ( 模 外 和 2=7r( 模 4)。 因此 ，147=2 ( 模 5)， 
和 和 三 2( 模 5)。 如 果 a 能 被 4 整除, 这 也 可 以 写成 4 三 0《 模 路。 有 如 
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下 法 则 ; 
假如 有 aisDl( 模 四 
和 42 硅 b2( 模 中 ， 
则 有 :; di 十 as 二 Di 十 ps( 模 人 
qi 一 do 三 D1 一 ba( 模 4) 
， ql'02 三 b1'ba 〈 模 全 。 
【 例 ] 
22=4 ( 模 6) 
15=3 ( 模 6) 
37 三 7 《 模 6) = 起 模 6) 
7 三 1 (六 6) 
330=12 ( 模 6) 二 0( 模 6)。 


这 两 个 例子 还 告诉 我 们 ， 如 何 通 过 适当 地 加 上 或 碱 去 a 的 方法 将 数 化 简 
为 简单 的 余数 东 0, 1，2,…, 一 (本 例 中 为 0, 1，…, 5)。 余 数 计算 法 则 
用 于 验算 , 只 要 用 数 对 六 4 的 余数 去 代表 这 些 数 ,而 不 需要 用 这 些 数 本 身 
进行 重复 计算 ; 为 使 余数 容易 算得 ,所 以 通常 选 4=9, 还 常 选 4=11。 如 
果 出 现 不 相符 合 的 情况 ,可 以 肯定 有 计算 错误 。 但 是 当 验 算 给 出 相符 的 
结果 时 , 并 不 能 保证 计算 正确 : 误差 可 能 是 4 的 一 个 倍数 ;因此 用 4=2 进 
行 验算 是 意义 不 大 的 。 

弃 九 法 。 一 个 数 被 9 除 的 余数 就 等 于 这 个 数 的 数字 和。 这 是 9 整 
除 性 法 则 的 推广 。 因 此 , 用 弃 九 法 对 基本 算术 运算 进行 验算 比较 容易 ; 
类 , 积 )。 

加 法 : 化 简 为 简单 余数 系 。 这 种 计算 只 可 能 相差 一 个 9 的 倍数 , 例 
如 , 由 于 将 两 位 数字 互 换 。 

减法 ， 假 如 余数 相 减 ,得 出 一 个 负数 , 则 化 为 简单 余数 系 就 很 重要 。 

乘法 ;这 里 积 的 余数 不 等 于 各 个 余数 的 积 ， 因 此 这 个 积 不 可 能 是 正 
确 的 , 正确 的 应 为 235,694。 

弃 十 一 法 。 就 象 一 个 数 的 数字 和 等 于 该 数 被 9 除 的 余数 一 样 ， 一 个 
数 的 交错 数字 和 等 于 该 数 被 11 除 的 余数 ; 要 注意 那些 数字 起 交错 数字 和 
的 被 碱 数 的 作用 ,那些 数字 起 减 数 作用 。 
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【 例 1] 问题 一 数字 和 一 余数 
412 7 7 
十 3 964 CC 一 > 22 [一 > 十 44 
十 4 722 15 十 6 

9 098 ——— 26=8 ——— 17=8 

[ 例 2]】 问题 一 和 一 余数 


7 428 3 
一 3 986 一 > : 26 > 一 8 
3 442 —— 13=4 一 一 一 5 一 4 
【 例 3] 问题 一 一 数字 和 一 一 余数 
617 sy 14 
.382 13 > 
234 694 —— 28=] 一 一 20=2 


【[ 例 名 。 问题 一 一 六 区 字 和 ， 一 一 余数 ( 模 11) 
2 468 12— 8= 4 
十 4 293 5 一 1 _8 3 


此 例 中 两 数 的 和 只 可 能 出 现 11 的 倍数 的 差 数 。 如果 对 同一 问题 同时 进 
行 弃 9 和 弃 11 方 法 ,就 可 以 对 计算 准确 度 了 解 到 99 的 倍数 范围 内 。 
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基础 知识 


为 什么 有 整数 ?在 日 常生 活 中 有 些 情况 仅 靠 自 然 数 来 表示 基 是 不 够 
的 ,因为 有 些 量 可 能 会 有 两 种 相反 的 趋势 , 两 个 相反 的 方向 。 例如 , 说 温 
度 是 23°C 是 不 完全 的 ， 还 需 说 明 是 在 冰点 以 上 还 是 在 冰点 以 下 《如 图 
1.2-1)。 人 金额 100 元 是 一 笔 钱 数 ， 但 是 假如 把 这 笔 钱 和 某 人 的 财产 联系 
起 来 ， 就 需要 知道 这 是 储 蘑 单 上 的 存款 还 是 从 银行 借 来 的 贷款 。 谈论 某 
地 的 高 度 时 ， 十 分 重要 的 是 要 说 明 它 是 在 海拔 895 米 的 山上 还 是 在 海平 
面 以 下 895 米 的 洼地 里 。 为 了 表征 这 些 相反 的 趋势 ， 要 将 有 关 量 加 上 符 

例如 , +23°*C 和 一 23*C 及 十 895 米 和 一 895 米 ; 在 计 年 表 中 ， 也 用 
一 300 和 二 300 来 表征 纪元 前 和 纪元 后 发 生 的 事 。 在 测量 时 ， 一 定 要 有 


28 第 1 章 有 理 数 的 基本 运算 


个 邓 考 点 。 一 般 说 来 ， 参 考点 由 实际 观察 点 来 定 ， 但 在 原则 上 它 是 任意 
的 。 例 如 , 有 零点 不 同 的 温标 (华氏 )。 如 果 一 个 量 只 在 一 个 方向 发 生变 
化 ,适当 选择 参考 点 可 将 符号 略 去 \ 开 尔 文 绝对 温标 )。 在 理论 上 , 地 球 上 
的 高 度 可 以 从 地 心 量 起 。 这 样 在 考虑 方向 时 得 出 的 正 数 二 1 十 3， 十 3， 
… 和 负数 一 1， 一 2， 一 3,，…, 包 括 0 在 内 (严格 地 说 土 0) 统 称 为 整数 。 

减法 的 可 实现 性 。 在 数学 上 , 为 了 使 加 法 的 逆 运 算 一 一 减法 总 能 够 
进行 , 引进 整数 是 必要 的 。 例 如 , 减法 7 一 1 在 自然 数 中 无 解 。 我 们 说 : 
方程 $+ 卫 =7 在 自然 数 域内 是 不 可 解 的 。 


0 
et 
-6 -6 -2 43 +& +6 +8 

~ 0 +% 


图 1.2-1 温度 23°0 图 1.2-2 数 轴 与 数 (十 外 和 (一人 
互 为 相反 数 的 示意 图 


相反 数 。 就 象 数 铀 表示 自然 数 一 样 ， 数 轴 也 用 于 表示 整数 〈 见 图 
I.2-2)。 非 负 整 数 相当 于 自然 数 。 在 数 轴 上 , 对 于 每 个 不 为 零 的 整数 , 都 
有 一 个 到 零点 的 距离 相同 但 位 于 另 一 边 的 数 。 这 样 两 个 仅仅 符号 不 辣 的 
数 叫 作 相 反 数 ,例如 ,一 4 和 十 4。 相反 数 是 用 一 个 久 号 作为 前 级 来 表示 
的 。 因 此 有 ~《( 一 抄 = 十 4 和 一 (+ 外 = 一气 对 于 零 也 有 一 0=0。 

绝对 值 。 两 个 相反 数 在 数 轴 上 到 零点 具有 相同 的 距离 , 我 们 说 , 它们 
具有 相同 的 结对 值 。 两 个 数 中 非 负数 的 一 个 就 定义 为 它们 的 绝对 值 : 

lal=a, a>0 和 lal=-a,4<0。 

数 序 。 两 个 不 同 的 整数 ， 较 小 的 一 个 是 在 数 轴 上 更 左边 的 一 个 。 对 
于 任意 两 个 整数 位 和 7， 以 下 三 个 关系 必 有 一 个 成 立 : 筷 <mo, 或 各 一 
2; 或 >>n2。 例如 一 3< 十 2，+5< 二 7， 十 8= 十 8， 一 1I> -7， 十 3> 
一 5。 每 个 整数 都 有 一 个 紧 跟 着 的 前 趋 数 和 一 个 后 继 数 , 也 就 是 说 , 整数 
数列 既 没 有 最 小 的 数 , 也 没有 最 大 的 数 , 既 没 有 第 一 个 数 也 没有 最 后 一 个 
数 。 


1.3 整数 名 2 
整数 名 的 计算 


第 一 级 算术 运算 ”运算 符号 “十 ”和 “一 "与 正 负数 的 符号 看 上 去 是 一 
样 的 ,为 了 区 别 起 见 ， 我 们 用 括号 将 整个 数 (包括 正 负 号 ) 括 起 来 ( 见 图 
1.2-4)。 负 号 “~” 还 有 表示 相反 数 的 作用 。 


整数 的 加 法 是 按照 自然 数 的 加 法 来 定义 的 ， 即 〈 士 3) 十 (十 和 一 十 7， 
因为 3+4=7。 


7 -6 -5~4~3 -2 -10 -1 -2—3~4 -5 -6—7 


《十 3) 二 (十 多 三 十 7 +3 士 4 
| { 
3+ 4=7 +7 
一 2 一 3 (~—3)+(~2)= —5 
| 4 + 
5 3 + 2 m5 
(于 6) 寺 (一 2) 呈 嘻 4 +6 
! 一 { m= 4 十 生 一 2 
~ 
—7 (~7)+(+3)=—4 
— | | 
二 3 一 笃 7 一 3 = 4 
oO 一 2 十 4 
6 一 4 -= 2 一 6 


加 图 1.2-3 数 轴 上 的 相 如 
把 林 两 个 加 教 符号 相同 ， 官 们 的 和 就 是 与 它们 续 对 信 相 应 的 自 包 数 


”在 (- 3) 十 (一 -3 二- 中 , 和 是 3+3=5, 保留 负 号 。 
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运算 符号 ， 
(+7)+(-2) — (5) 


正 负 符号 
1.2-4 正 负数 符号 和 运算 符号 
如 果 两 个 加 数 异 号 ,其 和 为 它们 绝对 值 相 应 的 自然 数 的 差 , 和 的 符号 


在 (十 6) 十 (一 2) 一 十 4 中 , 正 加 数 ( 十 6) 比 负 加 数 (一 2) 的 绝对 值 十 2 
大 ; 在 (7) 二 (+3) 二 一 4 中 ， 负 加 数 的 绝对 值 +7 比 正 加 数 大 ; 在 
(一) 十 (二 + 省 = 一 2 中 , 负 加 数 的 绝对 值 十 6 比 正 加 数 大 ( 见 图 1.2-3)。 
(十 和 十 (一 及 一 一 2 和 《一 6) 十 (十 和 = 一 2 这 两 个 例子 说 明 加 法 的 
交换 律 仍 有 效 。 加 法 的 其 他 定律 也 都 成 立 , 并 可 用 任何 整数 来 证 明 。 
a+b=b+a 
(Cat+b)+c=at+ (V0) 


单调 律 | 由 a<=b, 有 a+c<b+e 


整数 的 尸 法 必须 定义 为 加 法 的 送 运 算 ; (~7) 一 (+3) =z 一 定 与 
z+(+3) = 一 7 具有 相同 的 意义 。 但 是 ,根据 加 法 的 定义 (一 10) + (+3) 
一 一 7, 因此 必 有 z= 一 10, 即 (一 7) 一 (+3) = 一 10。 

另 一 方面 (一 ?) 二 (一 3) =( 一 10)。 因 此 对 于 任何 减法 都 有 : 

减 去 一 个 整数 可 以 用 加 上 它 的 相 扩 数 来 代 普 。 

因此 减法 在 整数 数 域 中 可 以 不 受 限 止 地 进行 ,因为 对 加 法 没有 限制 ， 
而 且 每 个 整数 都 有 它 的 相反 数 ; 例如 : 

(+28) 一 (一 16) = (+28) 十 (十 16) = 十 对 。 

代数 和 。 既然 在 整数 中 每 个 减法 都 可 以 用 相应 的 加 法 代 营 ,因此 我 
们 定义 式 中 各 项 仅 由 第 一 级 运算 组 成 的 式 子 叫 代数 和 表达 式 。 假 如 式 中 
含有 两 个 以 上 的 加 数 ,计算 可 方便 地 按 如 下 方式 进行 : 

(+15) 一 (+27) 十 (一 二 ) 一 (9)+(+31) 变换 符号 
一 (+15)+(-27) 十 (一 1 二 (+9) 二 (十 3D) 重新 组 合 
一 (+15) 十 (T+9) 二 (十 34) 二 (一 27) 士 (一 匡 》 同 号 合并 
=—C+55) + (一 39) ”最 后 相 加 
一 十 17 ， 
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第 二 级 算术 运算 ”整数 的 乘法 也 是 按照 自然 数 乘法 来 定义 的 ， 然 后 
一 步 一 步 地 进行 运算 。 
假如 两 个 因子 部 是 正 的 ， 它 们 的 屁 积 是 与 相应 的 两 个 自然 数 来 积 一 


《+ 分 一 人 的 积 可 用 类 似 于 4.7=7+7+7+7 即 等 加 数 连 加 来 说 

明 , 并 由 《十 多 (一作 一 (一 人 十 (一 人 二 (一 人) 十 (一 人 一 一 28 办 法 求 出 。 
假如 乘 数 是 负 的 , 我 们 约定 乘法 的 交换 律 仍 适用 : 
《一 人 《二 生 一 (十 和 一 7)。 

两 个 异 号 因子 的 乘积 是 负 的 ， 积 的 绝对 值 就 是 这 两 个 因子 绝对 值 的 


(于 3).(-7) 一 21 (一 5).(+8) 一 一 4 和 
1 1 + | | 
3. 7= 32 5.: 8= 40 


我 们 对 至 今 已 作出 的 一 些 规定 作 一 比较 就 能 看 出 ， 当 一 个 因子 的 符 
号 改变 时 , 乘积 的 符号 也 跟着 改变 。 因 此 , 人 们 约定 : 
(-D (~7) = +28, 
两 个 负 因子 的 积 是 正 的 , 医 绝 对 合 就 昔 于 这 两 个 因子 绝对 值 的 积 。 
乘法 小 结 ; 
如果 两 个 整数 同 号 , 它们 的 积 是 正 数 , 否则 是 负数 ， 积 的 绝对 值 就 等 
于 各 个 数 绝对 值 的 积 。 


交换 律 a'b=b'a 


结合 律 | (4a:b) ,c=a. (b'c) 


【 例 】 

1. C—-13).(+5)=—65, 

2. (~8).(-12)= -+96, 

3. (4+3).(—4).(—9)=(+3).(+36) = 上 108。 

4. (~3)t=(—3). (8).(~3).(-3)=+81, 

来 法 定律 。 从 乘法 的 引入 和 三 因子 相 乘 的 例子 , 显然 可 见 , 对 于 整数 
a, b, 6 相 乘 ,乘法 的 交换 律 和 结合 律 也 成 立 。 单调 律 对 于 自然 数 (ec>0) 
成 立 ;由 a<b, 就 有 Qc<b.c。 这 个 定律 对 整数 不 成 立 ; 当 c 为 负数 时 y 
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由 a<5 而 得 ac>becs 这 可 由 下 例 说 明 :，- 
(+5) <(+7), 
但 (+ ~)>(+7D) (~3), 
除法 。 除 法 是 乘法 的 道 运算 。 因 此 〈+12): (一 和 =2 与 (一 和 一 
+I3 是 等 价 的 。 但 是 此 式 只 有 当 z= 一 3 时 才 成 立 。 同样 ， 我 们 可 以 导 
出 任何 符号 组 合 的 除法 法 则 。 一 般 说 来 : 
假如 被 除数 与 除数 同 号 , 商 为 正 , 否则 为 负 ， 商 的 绝对 信 就 等 于 各 数 


【 例 】 CH72) :CT6) 一 十 12， (+119):(—17)=—7, 
(—75):(+25) = 一 3， 《一 9): (一 7) = 十 13。 

由 于 非 克 整数 ， 即 正 整数 和 和 零 的 算术 运算 已 被 确定 为 与 自然 数 一 样 
的 算术 运算 ， 所 以 正 整 数 符号 “十 ”可 以 省 去 。 正 整数 用 相应 的 自然 数 代 
替 , 可 使 表达 式 更 为 简单 ; 例如 

(二 9) +C—17)— (+6)+ (+21)—(—2)=9—17-6+21+2=9 
或 7.( 一 9) = 一 63 或 (~56): (7) 二 8。 至 于 它们 究竟 是 属于 计数 性 质 
的 自然 数 还 是 正 整 数 , 从 有 关上 下 文中 是 能 看 清楚 的 。 

关于 整数 的 历史 在 希 踢 数学 中 没有 负数 ， 负 数 的 最 早 踪 迹 可 能 是 
在 丢 虽 图 《Diophantos, 约 公元 250 年 ) 的 著作 中 发 现 的 。 在 印度 〈 约 公 

元 700 年 ), 印度 人 已 将 负数 的 计算 充分 地 发 展 起 来 了 。 有 趣 的 是 他 们 关 
于 正和 负 的 名 记 是 由 他 们 的 信 货 和 借贷 的 术语 由 来 的 。 在 印度 人 的 方 各 
理论 中 负 整 数 起 着 很 重要 的 作用 。 

负数 在 欧洲 立足 较 晚 ， 其 原因 可 能 是 因为 在 印度 和 欧洲 之 间 搭 起 数 
学 桥梁 的 阿拉 伯 人 拒绝 接受 负数 。 米 吹 尔 .斯 蒂 弗 尔 (Michael Stifel) 在 
他 的 < 整数 算术 > 一 书 中 取得 突破 (1544 年 )。 直 到 1867 年 通过 赫 曼 ' 享 
凯 尔 (Hermann Hankel) 的 努力 ,整数 才 在 数学 中 最 后 建立 起 来 。 


1.3 有 理 数 Q 


基础 知识 

什么 是 分 数 ? 如 果 将 6 只 苹果 均 分 给 3 个 小 孩 , 可 以 算出 6:3=2， 
这 样 就 知道 每 个 小 孩 得 3 只 苹果 。 但 是 , 如果 只 有 两 只 苹果 可 供 分 配 ,就 
要 解 3;3 的 除法 问题 。 在 自然 数 中 这 个 问题 不 能 解 。 然 而 人 们 还 是 用 刀 
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做 了 这 个 除法 ( 见 图 1.3-1) 。 在 此 例 中 ,每 个 小 孩 的 份额 可 用 分 数 2/3 来 
表示 。 所 有 与 此 类 似 的 分 配 问题 都 能 导出 分 数 。 
说 明 ， 每 个 分 数 都 具有 形式 全 。 分 子 p 表示 被 分 物件 的 数量 ,分 母 
g 表示 分 的 份 数 。 分 数 线 是 水 平 画 的 ， 如 果 不 会 引起 混 消 ， 用 斜 分 数 线 
( 斜 分 隔 线 ) 也 是 允许 的 ,如 3/4, 特别 是 在 草 写 的 文稿 中 常 有 应 用 。 分 子 
为 工 的 分 数 称 为 单位 分 数 ， 例 如 1/3; 1/8; 1/12。 分 子 小 于 分 母 的 分 数 
叫 真 分 数 ,例如 2/3, 1/7, 5/9, 10711。 分 子 大 于 或 等 于 分 母 的 分 数 叫 候 
分 数 ,例如 3/2, 16/3, 9/8, 5/5。 | 


一 下 


图 1.3-1 两 个 蓉 果 图 1.3-2 三 分 之 一 与 . 


分 给 三 个 小 孩 六 分 之 二 是 一 样 的 
当 要 划分 一 个 或 几 个 实体 时 ,就 会 产生 分 数 。 
分 母 永远 不 能 为 者 。 


假如 一 个 分 数 的 分 子 等 于 另 一 个 分 数 的 分 母 ， 而 另 一 个 分 数 的 分 子 
也 等 于 这 个 分 数 的 分 母 , 这 两 个 分 数 称 为 互 倒数 ; 例如 3/5 与 5/3, 17/6 
与 6/17。 

一 个 分 数 的 分 子 或 分 母 可 以 是 负数 , 如 ， 一 3/5， 一 2/ 一 9, 7/ 一 4。 根 
据 整 数 计算 的 符号 法 则 ,有 一 8/5=3/ 一 5=~ 一 3/5 一 3/ 一 5 一 3/5。 通 党 
将 负数 符号 写 在 分 数 线 或 斜 分 隔 线 的 前 面 , 而 不 写 在 分 子 或 分 母 上 。 按 
照 这 种 习惯 ， 上述 真 分 数 和 假 分 数 的 定义 对 负 分 数 也 成 立 。 在 下 文 的 例 
子 中 主要 是 采用 正 分 数 , 其 目的 仅 是 为 了 简化 表达 方式 ; 所 有 一 切 经 过 适 
当 变 动 , 都 同样 适用 于 负 分 数 。 

等 价 分 数 “将 一 个 苹果 分 成 三 份 ,每 人 取 一 份 (图 1.3-2), 与 将 一 个 
苹果 分 成 六 份 每 人 取 两 份 , 其 数量 是 一 样 , 即 1/3 二 2/6。 向 样 有 : 2/5= 
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4/10, 5/3=20/12, 2/3=4/6=6/9=.….=24/36=.…。 
扩 分 。 假 如 有 两 个 分 数 ， 一 个 分 数 的 分 子 和 分 母 是 另 一 个 分 数 的 分 
子 和 分 母 的 同一 个 倍数 ， 例 如 8/9 一 4/ 伍 ,那么 我 们 就 说 第 二 个 分 数 是 
由 第 一 个 分 数 扩张 而 来 : 
扩 分 意思 就 是 用 同一 个 数 (c 关 0) 


分 | 4 
扩 分 | = 


约 分 。 扩 分 的 道 过 程 叫 分 数 的 约 分 。 
对 一 个 分 数 约 分 就 是 用 同一 个 数 


人 ez 亿 去 除 分 子 和 分 母 。 


任 一 分 数 , 当 分 子 和 分 母 有 公 因 子 时 ,就 可 以 约 分 。 在 2/7= (2.3)/ 
(7.3) =6/21 中 , 从 左边 变 到 右边 叫 扩 分 , 从 右边 变 到 左边 叫 约 分 。 由 于 
约 分 使 分 子 和 分 母 减 小 , 所 以 通常 要 对 分 数 尽 可 能 约 分 。 这 样 的 分 数 叫 
角 分 数 。 

有 理 数 ”表示 同一 个 量 的 所 有 分 数 , 也 就 是 说 , 通过 扩 分 或 约 分 或 两 
者 兼用 能 彼此 互 换 的 所 有 分 数 ， 例 如 3/4, 6/8, …，27/35, … 可 以 归并 
成 一 个 数 , 就 是 所 谓 有 理 数 。 分 数 3/4, 6/8, 27/36 仅 是 同一 个 有 理 数 的 
不 同 表示 式 。 习 惯 上 将 有 理 数 写成 简化 形式 ， 在 此 例 中 是 3/4。 因此 ， 
3/4 和 所 有 的 简 分 数 一 样 , 具有 两 重 意义 : 首先 它 是 一 个 分 数 , 其 次 它 表 
示 一 个 有 理 教 , 代 表 通 过 扩 分 能 得 到 的 所 有 分 数 , 即 同一 个 数 的 各 种 不 同 
表达 形式 的 总 体 。 在 计算 时 ， 有 理 数 的 任 一 表达 形式 根据 需要 都 可 以 用 
同一 数 的 任 一 其 他 表达 形式 来 代替 。 分 母 为 的 分 数 和 由 它们 扩 分 来 的 
那些 分 数 ,如 3/1==6/2=… 一 18/6==… 归 在 有 理 数 的 范围 内 ， 并 与 整数 
等 价 ， 如 15/3=5/1==5，8/8=1/1=1。 在 这 里 一 种 表达 形式 也 可 以 根 
据 需 要 用 另 一 种 表达 形式 来 代 蔡 。 整 数 0 可 以 表示 成 分 子 为 0 的 分 数 。- 

有 理 数 的 序 。 象 自然 数 和 整数 一 样 , 对 于 任意 两 个 有 理 数 针 和 ?72， 
只 能 满足 如 下 三 个 关系 中 的 一 个 :71 <72, 或 多 =?2, 或 71>72。 对 于 正 数 
a 5b, Cc, 并 有 4<b 时 ,一 定 有 Qa/c<b/c 和 c/4>c/b。 同 分 母 的 分 数 ,分 
子 大 的 代表 的 数 大 ,如 2/7<6/7。 同 分 子 的 分 数 ,分 母 小 的 代表 的 数 大 ， 
如 5/9<5/6。 假如 要 比较 两 个 正 有 理 数 的 大 小 , 先 求 出 它们 的 同 分 母 表 
达 式 ,再 比较 分 子 ; 由 7/12=35/60 和 11/20=33/60 得 11/20<7/12。 对 


.25. .0 51 112 5 防卫 
| 9 7 5 3 上 | 3 4 2 
一 3 -2 -1 0 1 8 


于 .ob 和 和 c/d 总 可 以 找到 这 样 两 个 同 分 母 的 表达 式 ; 在 任何 情况 下 两 个 
分 母 的 乘积 8.4 就 是 一 个 公分 母 。 有 关 分 子 即 为 0G 和 bc。 


局 样 ， 在 有 理 数 的 数 域 中 婚 没 有 最 小 数 也 没有 最 大 数 。 后 继 关 系 也 
不 复 成 立 了 : 没有 一 个 有 理 数 有 一 个 最 接近 的 前 趋 数 , 也 没有 一 个 有 理 数 
有 一 个 最 接近 的 后 继 数 。 


在 考虑 数 的 顺序 时 ， 有 理 数 可 以 用 数 轴 《〈 见 图 1.3-3) 上 的 点 或 箭头 
来 表示 。 线 上 的 每 一 个 点 都 由 有 理 数 的 一 个 表达 式 给 定 。 在 表示 分 数 
时 ,一 个 有 理 数 的 所 有 玫 达 形式 都 占据 同一 位 置 。 在 数 轴 上 , 绞 小 的 有 理 
数 总 是 在 较 大 数 的 左边 。 


普通 分 数 的 计算 

有 理 数 的 计算 最 初 是 通过 将 它们 的 表达 式 写成 普通 分 数 来 进行 的 。 
例如 ,讨论 和 异 分 母 的 分 数 加 法 时 ,尽管 比较 麻烦 ,较为 精确 的 办 法 是 先 将 
有 理 数 表示 成 同 分 母 的 分 数 然后 再 讨论 它们 的 加 法 。 下 面 的 章节 将 用 小 
数 作为 有 理 数 的 另 一 种 表达 形式 , 其 计算 方法 略 有 不 同 。 普通 分 数 这 个 
名 词 起 先是 强调 对 六 十 进 分 数 的 区 别 ， 现 在 是 强调 对 小 数 ( 十 进 分 数 ) 的 ; 
区 别 。 

加 法 和 减法 ”有 关 分 数 可 以 是 同 分 母 也 可 以 是 异 分 母 的 。 
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【 例 ] 1. 3/7+5/7=8/7。 
2. 4/11-7/IL= 一 3/1l。 
3. 5/17+9/17—18/17+13/17—2/17=7/17。 
因此 , 每 个 假 分 数 都 可 以 分 成 两 个 加 数 ， 第 一 个 是 整数 ， 第 二 个 是 真 
分 数 ，8/7 一 ?7/7 十 1/7, 22/5 一 20/5 十 2/5。 因此 ， 假 分 数 通常 是 写成 带 
分 数 , 如 8/7=11/7，22/5 一 4 2/s; 应 该 想象 在 整数 和 真 分 数 之 问 有 一 个 
加 号 。 


! 
+ 


Cc_ad, be ad+pe " 
da ba ba ba 


异 分 母 的 分 数 相 加 或 相 减 时 , 先 将 它们 写成 同 分 母 的 形式 ,然后 再 将 
分 子 相 加 或 相 减 。 

最 简单 的 一 种 情况 是 一 个 分 母 为 所 有 其 他 分 母 的 公 倍数 ; 例如 ,对 于 
2/3 一 7/12+5/4, 12 是 最 小 公 售 数 。 因 此 可 以 用 4 和 3 去 扩张 2/3 和 
5/4, 使 它们 都 具有 分 母 12; 2/3 一 7/12 十 5/4 = 8/12 一 7/13 十 15/12= 
人 -11/s。 一 般 说 来 ， 第 二 个 和 式 可 以 直接 写成 一 个 分 数 的 形式 , 该 分 

分 子 为 各 个 分 子 之 和 . 2/3—7/12+5/4= (8 一 7+15)/12= 4/3= 
全 和 时 让 同人 

对 于 JV/6+3/10~31/15, 先 要求 出 各 个 分 母 的 公 倍数 。 这 可 以 估计 
出 来 , 比如 说 60, 或 者 通过 算出 分 母 的 积 来 求 。 然后 将 这 些 分 数 分 别 用 
10 6 和 4 来 扩 分 。 为 了 使 分 子 尽 可 能 小 , 我 们 选 各 个 分 母 的 最 小 公 倍 数 
Glen) 作为 最 小 公分 母 (led) 。 最 小 公 倍 数 按 常用 的 方法 求 出 ， 比 如 说 ,用 
分 解 质 因 子 的 方法 。 将 最 小 公分 母 的 乘积 表达 式 略 去 有 关 分 母 的 质 因 
子 , 就 得 出 相应 分 数 的 扩张 因子 (e.f.); 例如 ,如 果 最 小 公分 母 是 3.3.5， 
最 后 一 个 数 的 分 母 是 15=3.5, 则 它 的 扩张 因子 是 2。 


【 例 】 扩张 因子 
6—2.:3|1 5 加 _ _ 
10-2.5| 3 1/6+3/10 11/15; (5+9—22)/30 
i 15=3.5 | 2 三 二 8/30 
最 小 公分 母 2.3.5=30 4/15, 
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【 例 】 3Y/a4 一 3/8 一 11/12+2=80/21 一 3/8 一 11/12+2 
扩张 因子 
21=3.7 | 23~8 
8=23 |3.7=21 
12=22.3 | 2.7=14 
最 小 公分 母 交 ,3.7 二 168 
应 用 对 各 个 分 母 进行 质 因子 分 解法 求 最 小 公分 母 时 ， 整 数 可 以 不 考 
虚 ， 因为 整数 的 分 母 是 1。 例如 ,在 求 得 最 小 公分 母 168 之 后 , 就 有 
80_3_11 ,2 640-63—154+336 
2 8 12 ~ 168 
_759 _ 253 _ ,29 
168 56 56° 
对 于 3/5+1/4 一 2/9, 各 个 分 母 没有 公 因 子 ,它们 两 两 互 为 质数 。 因 
此 最 小 公分 母 就 是 各 个 分 母 的 姜 积 ; 其 结果 是 113/118。 
乘法 和 除法 ”对 普通 分 数 进行 第 二 级 算术 运算 要 比 第 一 级 运算 容 
易 , 因为 不 需要 求 最 小 公分 母 。 不 需要 对 同 分 母 或 异 分 母 分 数 的 运算 加 
以 区 别 。 


”分 数 的 乘积 是 一 个 分 数 。 其 分 子 是 


b a b a ~ TT 开 生生 信人 全 二 全 光 

整数 也 可 以 看 成 是 分 母 为 1 的 分 数 。 为 了 避免 数 太 大 容易 引起 错误 ， 在 
相 线 之 前 要 尽量 约 简 。 

[ 例 】 

1. 2.3-23_13,_3 

“58 58 5.4 20° 
4 9 _4 105 4.105 _1.15_15_17 
2. 7 3 7 7 Ts lg° * 
3 7.9.2 -7.9.3 13 3-11。 


4. I 11] 


5， 如果 一 个 拖 船 的 速度 是 4 专 英里 /小 时 ,那么 它 在 2 卫 小 时 内 走 
过 的 路 程 是 9/2.11/4 英 里 一 99/8 英 里 =12 总 英里 。 
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例 4 说 明 两 个 互 为 倒数 的 分 数 之 积 是 1。 这 个 性 质 可 以 作为 有 理 数 
互 倒 天 中 和 单 定义 : 


恩 任何 入 等 的 有 理 娄 都 有 一 个 人 数 ， 如 一 3 和 一 1/3 是 互 倒 
数 ,因为 一 3《 一 1/3) 一 1 


2.3 24 8. 


既然 除法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 商 和 除数 之 积 一 定 等 于 被 除数 。 实 蒜 上 


rs a 
8/9.3/4~2/3, 或 一 般 写 为 422. 全 一 了 


”12 
3.。 3.1 1 
2. = 5:6 10° 
6_5.7_35_.5 
3 F776 5 6 
4 2 和 .16_30.39_ 3153 和 55 


13°39 13,16 1.8 3 8 


， 5 BI 


6. 一 辆 小 摩托 车 在 两 小 时 一 刻 钟 内 走 了 5 于 英里 ， 其 平均 速率 为 


117/2 英里 :9/4 小 时 =I117/2.4/9 英 里 /小 时 一 =2. "13 英里 /小 时 =26 英 
里 /小 时 。 


有 理 数 除法 已 被 转化 为 乘法 ; 因此 : 
所 有 有 理 数 除法 一 一 被 零 除 除外 一 一 都 能 这 样 做 。 


杜 分 数 。 除 号 和 分 数 线 或 斜 分 隔 线 一 般 可 以 互 换 , 例如 
2:3=2/1:3/1=2/1.1/3=2/13。 
因此 ,普通 分 数 的 除法 都 可 以 表示 成 一 个 繁 分 数 , 繁 分 数 的 分 子 和 分 母 不 
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是 整数 而 是 分 数 。 反 之 , 每 个 繁 分 数 都 能 用 除法 简化 。 但 是 只 有 当主 分 
数 线 被 指明 时 , 表达 式 才 被 唯一 确定 , 主 分 数 线 是 按 其 长 度 或 其 紧 接 在 等 
号 的 位 置 来 确定 的 。 


[ea 
3 .7 a.5_15 
1. 7 3.: 了 也-。 
5 
3 
3 _15 7 3 
2 了 7 得 -5 一列。 
5 
1 
5 _1.o_11_1 
3. 9 -973 
2 
4. .5 -2.3_2.8_16_11 
"Ts 53 515° 
8 


十 进 小 数 


基础 知识 “在 位 置 制 中 ， 一 个 数 符 中 的 数字 除了 它们 的 数值 之 外 还 
有 一 个 位 置 值 ; 例如 , 在 3753 中 5 按 其 位 置 表示 5 个 十 。 在 十 进位 制 
中 ， 每 个 位 置 值 都 是 它 左边 位 置信 的 贡 。 只 要 用 这 个 数 制 表示 自然 数 
或 整数 , 个 位 数 一 定 是 在 最 后 一 个 位 置 上 。 

这 个 数 制 可 以 延伸 下 去 , 超出 个 位 数 ,用 来 表示 有 理 数 。 在 个 位 数 之 
后 ,从 左 向 右 ,位 置信 是 十 分 之 一 (), 百 分 之 一 (h) ,十 分 之 一 (tb) 等。 如 
果 说 ,前 面 讨论 的 位 数 在 右边 是 以 个 位 数 为 界 ,而 现在 则 是 左右 无 界 。 这 
里 一 定 要 标明 一 个 特殊 位 置 作为 参考 点 。 为 此 , 在 个 位 和 十 分 位 间 放 一 
小 数 点 。 

这 与 处 理 十 进 制度 量 问题 是 一 致 的 ; 7.5 厘米 意思 是 7 厘米 加 5 毫 
米 ， 因 为 1 毫米 是 十 分 之 一 厘米 , 3.75 米 是 3 米 加 75 厘米 ,因为 1 米 和 
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100 厘米 是 等 长 的 。 加 - 

在 小 数 点 后 面 的 各 位 数 要 一 个 个 地 读 出 (如 2.31 读 作 二 点 三 一 ), 否 
则 会 引起 混淆 。 例 如 ， 三 点 十 一 与 三 点 九 究竟 哪个 大 ? 小 数 点 后 面 的 位 
数 叫 小 数 。 因 此 ， 第 一 位 小 数 表 示 十 分 之 一 ， 第 二 位 是 百 分 之 一 等 。 数 
4.81 有 三 位 数 , 但 只 有 两 位 小 数 。 按 十 进 制 写 出 的 所 有 数 ， 除 了 整数 之 
外 ,如 0.375 及 17.8 都 叫 小 数 。 小 数 和 普通 分 数 不 同 , 小 数 的 分 母 是 10 
的 赛 , 即 10，100, 1000 等 ,例如 3/10, 17/100000。 

变换 将 普通 分 数 变 搁 成 小 数 。 每 个 分 母 为 10 的 寞 的 分 数 都 可 以 
很 快 地 写成 小 数 , 只 要 在 分 子 中 按 分 母 的 要 求 标 出 小 数 的 位 数 。 

【 例 】 1.3/10=0.3。 

2. 23/100=(20+3)/100=2/10+3/100=0.23。 


105 
1000 


由 于 10=2.5, 所 以 10 的 所 有 指数 车 都 只 含有 质 因子 2 和 5。 因此 分 母 
不 包含 其 他 质 因 子 的 所 有 分 数 都 可 以 扩 分 ,使 其 分 号 为 10 的 塞 , 然后 可 
以 写成 小 数 ; ?7/20 一 35/100 一 0.35; 13/s 一 1875/1000==1.375。 如 果 普 
通 分 数 在 简化 形式 中 还 包含 有 除 2 和 5 以 外 的 质 因 子 ， 就 不 能 进行 这 种 
变换 。 这 种 普通 分 数 不 能 写成 上 面 形式 的 小 数 。 如 下 论证 是 有 用 的 。 在 
自然 数 域内 ,除法 2:7 不 能 做 。 在 有 理 数 域 中 , 却 有 两 种 可 能 性 ; 

a) 2:7=2/1:7/1=2/1:1/7=2/7; 

b) 2 :7=0.28571428… 


3, 70 一 70.105。 


20 心算 : 
50_ 2 被 7 除 ， 商 为 0，2=20/10 
Ee 20/10 被 了 除 ， 商 为 2/10, 余 
-而 6/10=60/100 
7 60/100 被 了 除 , 商 为 8/100, 余 
28 4/100=40/1000 等 等 。 
530 
60 


将 余数 重新 写成 下 一 个 10 的 等, 就 相当 于 前 进 了 一 位 小 数 。 这 个 方 
法 就 象 自然 数 的 除法 算式 一 样 ,在 将 被 除数 由 个 位 转变 到 十 分 位 时 , 商 也 
要 作 相 应 的 转变 , 也 就 是 说 , 必须 放 上 一 个 小 数 点 。 
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除 式 2:7 的 两 个 结果 是 相等 的 ,2/7 一 0.28571428.…。 被 7 除 时 ,余数 
只 可 能 是 1，2, 3, 4, 5, 6。 余 数 不 可 能 为 零 , 因为 上 面 这 些 数 没 有 一 个 
与 10 相 乘 之 后 能 被 7 除 尽 的 。 这 就 是 说 这 个 小 数 是 无 尽 的 , 它 的 数字 序 
列 永远 不 会 中 止 。 每 当 一 个 余数 第 二 次 出 现时 , 这些 数字 也 将 重复 出 现 。 
这 个 小 数 是 循环 的 ， | 7 除 时 ,一 个 书 环 最 多 只 可 能 有 6 位 数字 。 


入 环 性 是 这 样 表 的 ， 即 写 出 一 个 福 坏 的 数字 - 并 在 这 些 数 字 上 加 一 
1/3=0.33...=0.35, 34/99 =0.34, 
17/12=1.416, 11/26=0.4530769 

[ 读 法 (以 中 间 两 数 为 例 )， 零 点 三 四 ,循环 节 为 三 四 ;一 点 四 一 六 , 件 环 节 
为 六 oJ] 

前 两 例 是 绝 社 环 小 数 : 循环 在 小 数 点 之 后 立即 开始 。 后 两 例 在 小 数 
点 和 循环 开始 的 数字 之 间 还 有 几 位 数字 ， 全 它们 发 
生 于 分 母 中 既 含 有 2 或 5 又 含有 其 他 因子 的 分 

二 ' ` 数 变 搁 成 普通 分 数 。 根据 小 开 的 定义 可 以 将 一 个 有 有 限 小 孝 
变换 成 普通 分 数 ， 例 如 : 0.17=1/10+7/100= 10?)/100=17/100; 
6.05= p05/100~ 121/20。 将 小 数 的 数字 略 去 小 数 点 和 前 面 的 零 作 为 分 . 
子 , 将 与 小 数位 数 相应 的 10 的 窒 作 为 分 母 。 所 有 循环 小 数 也 都 可 以 变换 
成 普通 分 数 。 对 于 纯 循环 小 数 ,将 一 个 循环 的 数字 写 为 分 子 ,将 与 循环 长 
度 相 应 的 10 的 宪 减 去 工作 为 分 母 , 例如 

0.5=3/9=1/3， 0.37=27/99=3/11; 0.2353=253/999。 

【 例 】 | 


1. p/g=0.369 2. p/g=0.358 
1000p/q=369.369 100p/g= 35.858 
999p/9= 369 99p/g=35.5=355/10 
p/q=369/999 p/q= (355/10) /99=355/990 
pp/q=41/111 p/9=71/198 


这 种 变换 方法 的 依据 是 一 个 至 此 尚未 证 明 的 事实 ， 即 无 限 循 环 小 数 
的 计算 可 以 按 有 限 循环 小 数 的 方法 进行 。 上 面 左边 的 例子 显示 了 这 种 方 
法 的 应 用 , 它 也 用 到 了 解 方程 的 某 些 知识 。 如 果 将 数 拆 开 并 加 以 变换 ,应 
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用 上 述 法 则 可 以 得 到 同样 结果 : 
0.355=0.3+0.058=0.34+0.58.0.1 


要 想 避 开 这 两 种 可 能 性 一 一 有 限 及 循环 小 数 一 一 的 差异 ， 我 们 可 作 
如 下 论证 : 根据 所 示 方 法 可 以 证 明 0.5= 1。 因此 ， 任 何 有 限 小 数 和 整数 
都 可 以 相应 地 变换 成 循环 小 数 ， 其 方法 是 将 最 后 一 位 非 零 数字 减 去 1 再 
加 上 一 个 循环 数 和 
0.84=0.839, 3.156=3.1559, 17=16.9, 


小 数 的 计算 


这 里 我 们 只 计算 有 限 小 数 的 问题 ， 循 环 小 数 在 计算 之 前 必须 作 适 当 
的 四 含 五 入, 或 者 必须 用 普通 分 数 来 计算 。 

加 法 和 减法 ”在 书写 小 数 的 加 法 和 减法 算式 时 ， 就 象 书写 自然 数 或 
整数 的 算式 一 样 : 相同 位 值 的 数字 上 下 对 齐 , 小 数 点 对 齐 ， 从 右 向 左 一 列 
一 列 地 算 , 并 要 考虑 作 适 当 的 进位 变换 , 在 从 十 分 位 进 到 个 位 时 ， 把 小 数 
点 写 在 结果 中 。 小 数 的 第 一 级 算术 运算 比较 简单 , 这 是 它 比 普通 分 数 优 
越 的 主要 方面 。 | 


【 例 】 1. 713.25 2. 38.023 
十 1.085 一 9.13 
十 23.9 一 0.0258 
737 .3235 28.8673 
[ 例 ] 0.175.3.5 
一 5255 
875 
0.6125 


乘法 ”有限 小 数 可 以 化 为 普通 分 数 ， 分 数 的 分 母 是 10 的 一 个 指数 
等。 这 种 分 数 的 乘法 可 按 通常 的 方法 进行 , 例如 ， 
0.175.3.5=175/1000.35/10= (175.35)/(1000.10) =6125/10000, 
不 要 约 分 。 所 得 结果 的 分 母 还 是 10 的 一 个 宕 ; 分 子 是 各 个 分 子 的 积 , 当 
将 此 结果 化 为 小 数 时 ,小 数位 数 等 于 各 个 因子 小 数位 数 的 和 。 按 竖 式 计 
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算 所 得 结果 一 样 。 


与 10 的 赛 诅 乘 只 要 将 小 数 点 向 右 移 ， 移 动 的 位 数 就 等 于 10 的 客 包 
含 的 零 的 个 数 : 7.136.100 二 713.6。 

除法 ” 当 被 除数 和 除数 乘 以 同一 个 数 时 , 商 保持 不 变 (参看 扩 分 ); 例 
如 , 12:4=43:16=120:40=1.2:0.4=6:2 一 3。 利用 这 一 事实 ， 我 们 对 
被 除数 和 除数 作 适 当 调 整 , 使 之 化 为 自然 数 的 除法 , 其 做 法 就 是 乘 上 一 个 

33:6.5=330:65; 6.729:13.58 一 672.9:1358。 

现在 这 个 只 法 就 可 以 当 作 自然 数 的 除法 来 做 ， 当 在 被 除数 中 从 个 位 数 转 
到 十 分 位 数 时 ,在 商 里 要 点 上 小 数 点 , 以 作出 同样 转移 。 

【 例 ] 1. 47.275:3.1 2. 714.5:100=7.145。 


15.25 - 
31 J475.75 3. 1.92;1000=0.00192, 
162 
77 
155 
6 


计算 的 缩写 法 ”一般 说 来 ， 乘 法 和 除法 得 出 的 结果 要 比 原始 数字 的 
位 数 多 。 如 果 原 始 数字 由 于 四 合 五 入 或 因 有 测量 误差 不 是 绝对 准确 , 而 
是 个 近似 值 , 那么 这 么 多 的 小 数位 数 是 外 可 接受 的 ,或 更 确切 地 说 是 没有 
意义 的 ， 因 为 它们 给 入 以 一 种 实际 .上 不 存在 的 计算 或 测量 之 精确 度 的 候 
象 ( 见 1I. 第 基 章 )。 


一 个 数 的 有 效 数字 是 除去 第 一 个 不 为 零 的 数字 前 面 的 零 以 外 的 所 有 
数字 ， 例 如 307.6 以 及 0.0002643 都 有 四 位 有 效 数字 。 为 了 省 去 对 可 靠 
数字 以 外 的 数字 的 计算 , 我们 采用 缩写 法 , 按照 此 方法 所 得 结果 仅 保留 需 
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要 的 或 可 接受 的 位 数 。 

缩写 加 式 和 减 式 。 如 果 所 有 加 数 的 可 靠 小 数位 数 都 相同 ， 这 样 的 加 
法 或 减法 就 接 和 常规 方法 进行 。 如 果 小 数位 数 不 同 , 则 按 如 下 方法 进行 : 设 
为 各 数 中 出 现 的 最 少 的 小 数位 数 的 数目 , 将 具有 较 大 精确 度 的 各 个 值 
四 舍 五 入 至 十 1 位 小 数 ， 然 后 相 加 或 相 威 ,最 后 一 位 数 只 是 由 于 进位 而 
加 以 考虑 , 因为 最 后 结果 取 位 小 数 。 如 果 原 来 要 求 和 或 差 精 确 到 第 位 
人 小数, 那么 我 们 就 尽 可 能 选 各 个 加 数 精确 到 《Ek 十 二 位 小 数 。 


[ 例 】 2.7362 2.736 
+ 0.8749 0.875 
+17.53 [一 > 17.53 
+ 8.665 8.665 
29.81 
【 例 】 27.8673.49.23 278.67.4.923 
1114692 111468 
2508057 25080 
557346 557 
836019 83 
1371.907170 1371.9x1372 


缩写 来 式 。 这 里 关心 的 问题 不 是 小 数位 数 , 而 是 有 效 数字 位 数 。 假 
如 一 个 因子 有 位 有 效 数字 ,而 另 一 个 有 更 多 的 有 效 数字 , 则 将 后 者 四 全 
五 入 到 +1 位 数字 ( 即 多 取 一 位 )。 较 为 方便 的 办 法 是 将 有 十 1 位 数字 
的 因子 写作 被 乘 数 , 特别 是 当天 较 大 的 ,并 通过 适当 变换 使 乘 数 的 小 数 点 
前 面 只 在 个 位 数 ,例如 27.8673.49.23=278.673.4.923。 我 们 将 乘法 的 
普通 守 法 和 缩写 法 写 在 一 起 , 为 的 是 更 好 地 说 明 缩 写法 的 后 继 各 步 又 。 

在 开始 时 将 整个 被 乘 数 与 乘 数 的 第 一 位 相 乘 ， 在 求 以 后 的 各 个 部 分 
积 时 一 位 一 位 地 省 去 。 为 了 避免 错误 , 每 次 在 仅 供 下 一 个 更 高 位 用 的 数 
字 上 加 一 圆 点 , 作为 记号 。 例 如 , 第 三 个 部 分 乘积 的 数字 6 被 打上 记号 ， 
其 算法 是 : 2.6 一 12( 寄 切 ，2.8 二 = 二 7，2.7 十 1 一 15,， 2.2+1=5。 在 将 
这 些 部 分 积 最 后 相 加 时 ， 只 考虑 到 寄 数 的 最 后 一 位 。 如 果 最 后 结果 仍 比 
最 大 有 效 位 数 多 一 位 , 如 在 上 例 中 , 则 必须 再 作 一 次 四 含 五 入。 假如 要 求 
将 乘积 计算 到 位 精确 度 , 则 要 尽 可 能 将 各 个 因子 取 +1 位 有 效 数字 来 
进行 计算 ,然后 青 作 四 舍 五 入 。 
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缩写 除 式 。 商 的 有 效 数字 位 数 也 等 于 原来 数字 (被 除数 或 除数 ) 中 最 
小 的 有 效 位 数 , 所 以 一 开始 就 可 以 四 含 五 入 ,多 保留 一 位 数字 。 假 如 要 求 
商 精 确 到 位 , 被 除数 和 除数 就 要 尽量 选 到 8 十 1 位 ， 商 的 第 天 位 必须 由 
四 舍 五 入 求 得 。 为 了 说 明 这 个 方法 ,我 们 也 将 缩写 除 式 和 普通 除 式 写 在 
一 起 。 下 例 是 674.283 除 以 439.17, 要 求 商 计算 到 三 位 数 。 

在 缩写 式 中 ,每 次 不 是 在 余数 上 加 零 , 而 是 将 除数 缩短 一 位 。 但 是 在 
计算 下 一 个 积 时 ， 这 一 位 还 要 考虑 在 内 : 2351:439 一 5; 5.2 一 10( 寄 卫 ; 
5.9 十 1 一 46; 5.3 十 4 二 19; 5.4 十 1 二 21。 下 一 步 是 ，155: 公 =4， 因 为 
44.4=176 比 44.3 二 132 更 接近 155。 


【0 1.535 /1! 闻 


43917) 67428.3 [43%) 6743 


43917 4392 
235113 
219585 2196 


155280 155 
131751 176 
235290 —21 


历史 简 述 普通 分 数 的 理论 和 计算 发 展 到 今天 这 个 样子 是 印度 人 
( 汛 罗 靡 笈多 Brahmagupta) 的 功劳 。 阿 拉 伯 和 意大利 商人 将 分 数 从 印 
度 带 到 我 们 这 里 。 但 在 亚 默 斯 (Ahmes)( 兰 德 草 卷 , 约 公元 前 1700 年 ) 
的 算术 书 中 分 数 的 计算 已 经 有 了 非常 好 的 发 展 。 在 此 书 中 , 除了 2/3 之 
外 ， 只 采用 单位 分 数 ， 所 有 其 他 分 数 都 被 变换 成 单位 分 数 ， 例 如 5/6= 
1/2 十 1/3。 这 种 变换 主要 是 依靠 几 个 编 好 的 表 , 而 很 少 是 依据 一 些 确定 
的 定理 来 求 得 的 ; 因此 分 数 计算 比 较 烦 下 。 已 比 伦 人 采用 六 十 进位 小 数 ， 
这 是 由 时 间 和 角度 的 分 度 法 导出 的 。 从 某 种 意义 来 说 , 这 种 小 数 是 十 进 
小 数 前 身 , 因为 它 是 建立 在 以 60 为 基数 的 进位 制 上 ,但 未 得 到 充分 发 展 。 
由 于 不 要 写 出 分 母 ， 计 算 变 得 比较 简单 。 硕 腊 人 没有 研究 过 分 数 制 。 罗 
马 人 的 思想 比较 贫乏 ,严格 地 说 , 他 们 只 知道 以 12 为 分 母 的 分 数 , 这 是 由 
以 12 沽 司 作为 重量 的 一 个 单位 得 来 的 ， 其 他 分 数 都 用 以 13 为 分 母 的 分 
数 来 近似 表示 。 在 人 德国 直到 中 世纪 以 前 , 普通 分 数 都 未 被 普遍 使 用 。 大 
约 到 1700 年 ,分 数 计算 才 被 列 入 学 校 教学 大 岗 。 即使 在 这 个 时 修 , 最 初 
也 只 不 过 给 出 了 一 些 最 基本 的 东西 , 好 象 缺乏 基础 的 规则 ,而 以 记忆 的 形 
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式 引 入 的 。 小 数 出 现 得 较 晚 。 小 数理 论 的 创立 者 是 商人 兼 工程 师 西 蒙 : 
史 德 温 (Simon Stevin, 1548~1620 年 )。 他 的 书 标志 着 小 数 发 展 到 十 进 
位 制 的 重要 突破 。 在 他 的 书 中 ,除了 其 他 东西 之 外 ,还 提出 了 各 国 采 用 十 
进货 币制 和 度量 衡 制 的 主张 。 然 而 , 史 德 温 还 有 他 的 先 裔 者 , 其 中 有 约翰 
尼斯 : 雷 乔 蒙 达 留 斯 (Johannes Regiomontanus，14436~1476 年 )、 韦 达 
CVieta, 1540~1603 年 ) 和 克 里 斯 托 夫 . 重 道 尔 夫 〈Christo 介 Rudol 侠 ， 约 
生 于 1500 年 )。 


1.4 比例 性 和 比例 


正比 ”悬挂 的 物体 越 重 , 螺旋 弹 策 拉 伸 得 越 长 4( 见 图 1. 全]b， 在 某 一 
弹簧 上 挂 > 个 单位 重 的 物体 引起 弹 链 伸 长 y 个 单位 ; 


2 50 i100 300 


125 | 175 240 


10 25 35 48 


y 


将 物体 的 每 个 重量 数 + 滋 上 0.2, 就 得 到 每 个 相应 的 伸 长 数 y; 即 y= 
0.27z, 或 yz=0.2。 

一 般 说 来 ,如果 两 个 量 % 和 4 满足 如 下 条 件 ,我 们 就 说 它们 成 正 比 : 
1. 一 个 量 “的 每 个 值 都 严格 与 第 二 个 量 9 的 一 个 值 相对 应 , 而 且 , 2. 将 
2 的 每 个 值 乘 上 同一 个 实数 就 得 到 % 的 所 有 相应 值 。 


|E 比 | bg=cT 或 Y/Y=C | 


如 果 将 这 个 关系 表示 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 则 点 《z, 雪 ) 在 一 条 通过 
原点 的 直线 上 上 。 数 。 称 为 比例 因子 , 它 是 与 实际 情况 有 关 的 特征 量 。 在 
上 倒 中 弹簧 常数 c=0.3 就 是 所 用 弹簧 的 特征 常数 。 

反比 在 (皮带 轮 ) 传 动 中 ( 见 图 1.4-2)， 如 果 一 个 轮子 的 直径 为 20 
英寸 , 它 转动 一 圈 ， 另 一 个 轮子 直径 (x 英寸 ) 越 小 ， 转 动 的 圈 数 y 就 越 


60 


z+ 和 y 的 对 应 信之 间 恒 有 关系 式 yz 一 20, 即 y 一 20/z。 在 靠 摩擦 传动 或 
齿轮 传动 的 两 个 轮子 之 间 的 力也 满足 同样 的 关系 。 


1.4 比例 性 祁 比 例 氏 


图 1.4-1 弹簧 征 图 1.4-2 传动 


一 般 说 来 ,两 个 量 z 和 y 如 果 满足 如 下 条 件 ， 我 们 就 说 它们 成 反比 ; 
1. 对 于 一 个 量 的 每 个 值 ， 第 二 个 旺 都 严格 地 有 -一 个 值 与 之 相对 应 ; 2. 用 
x 去 除 辐 一 实数 c， 就 能 由 z 的 每 个 值 求 得 9 的 相应 值 。 


桓 比 | y=c/z 或 yzZ=e 


如 果 将 这 个 关系 表示 在 一 直角 坐标 系 中 ， 点 是 沙 在 一 条 等 轴 双 曲线 
上 。 这 里 的 常数 < 由 于 考虑 到 y~o/z=0. 二 ,所 以 也 叫 比 例 四 子 。 


比 火车 一 小 时 行 80 英里 , 飞机 行 400 英里 ， 也 就 是 每 小 时 飞机 比 
火车 多 行 320 英里 。 比 较 一 下 就 知道 飞机 走 过 的 路 程 是 火车 的 5 倍 。 这 
种 倍数 关系 与 时 间 间 隔 无 关 。 这 里 得 到 的 数 5 是 400:80=5:1=5 的 商 ， 
我 们 说 ,在 相等 的 时 间 内 飞机 与 火车 走 过 的 路 程 之 比 是 5;1。 

同 种 类 型 的 两 个 量 的 比 就 是 它们 的 度量 之 商 。 

用 数 代 痊 量 ,， 比 仍然 可 作 相 应 的 定义 ; 在 此 两 种 情况 下 比 都 是 个 (无 量 纲 
的 ) 数 。 

.对 于 不 同类 型 的 量 也 可 以 组 成 比 , 如 果 一 个 人 步行 4 小 时 , 走 工 英 
里 ,就 得 到 一 个 比 : 11 英里 : 4 小 时 =1/4 英 里 /小 时 ( 读 作 每 小 时 四 分 之 
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十 一 英里 )。 在 此 例 中 , 这 样 构成 的 比 引 出 一 个 新 的 速度 概念 ， 其 度量 单 
位 是 英里 /小 时 , 或 英里 小 时 -1。 

在 正比 例 中 ,对 应 值 都 有 相同 的 比 , 在 反比 例 中 , 对 应 值 具有 相同 的 
乘积 。 

由 于 当 被 除数 和 除数 乘 以 或 除 以 同一 数 c 生 0 时 , 商 不 变 , 因此 可 以 
用 不 同 的 方法 得 出 完全 相同 的 比 ， 例如: 5:1=10:2=30/6=1:0.2= 
650:130。 我 们 也 常 说 扩张 或 约 简 一 个 比 。 一 般 取 最 小 自然 数 的 表达 式 : 
如 5:1。 

等 比 或 比例 ”两 个 比 相等 叫做 成 比例 ， 例 如 ，2:3=1:1.5 或 4/5= 
8/10, 读 作 和 对 5 的 比值 等 于 8 对 10 的 比值 , 或 简单 地 说 4 比 5 等 于 8 
比 10。 事 实 上 ,如果 等 式 两 边 的 比 相同 ,但 表达 形式 不 同 , 这 个 比例 是 真 
的 , 或 有 效 的 ; 4:5=5:4 就 是 不 成 立 的 比例 。 

假如 一 个 真 比 例 其 有 相同 的 内 项 ， 这 个 量 或 数 叫做 两 个 外 项 的 比例 
中 项 ; 例如 ,由 于 12:6=6:3, 所 以 数 6 是 12 和 3 的 比例 中 项 。 接 照 乘 积 
方程 ( 见 比 例 定理 ), 两 个 正 数 a 和 5 的 几何 平均 值 ms 一 V6.5) 就 是 它 
们 的 比例 中 项 。 


aic=6:Db | c 是 a 和 4b 的 比例 中 项 | 


图 1.4-3 比例 式 中 的 各 项 

如 果 一 个 比例 式 的 后 项 等 于 另 一 个 比例 式 前 项 ， 常 常 可 以 写成 连续 
比例 式 ， 例 如 ，2:5=4:10 和 5:8=10:16,， 可 写成 3;5:8=4:10;16。 但 
是 ,这 仅 是 一 种 符号 表示 法 ， 如果 把 这 两 边 看 成 是 商 式 , 那 就 会 得 出 错误 
的 结果 1/20=1/40。 一 般 说 来 , a:b:c=die:f 是 a:b=d:e,，b:c=e:f 
各 a:c=Q:f 三 个 比例 式 的 缩写 ， 此 三 式 中 的 每 一 式 都 可 由 另外 两 式 推 
出 。 只 要 将 前 两 式 的 内 项 互 换 一 下 , 辟 如 说 ,得 4:4=b:e 和 2b;e=c;f, 结 
果 就 有 &@:4=c;f, 即 a:c=Q%:f, 这 就 是 第 三 式 。 

如 时 用 b/a 或 o/e 去 乘 前 两 个 比例 式 , 就 得 出 等 式 链 o/e=by/e=co/ 刀 


1.4 比例 性 和 比例 ”各 


返 过 来 ,由 此 也 可 以 得 出 各 个 比例 式 。 例 如 , 平面 几何 的 正弦 定理 可 以 写 
成 如 下 形式 : a/sina=b/sin B=c/siny 或 a:b:c=sina:sinB:sinYy。 

比例 定理 ”每 个 比例 式 都 可 以 象 等 式 一 样 进 行 变 换 ， 例 如 可 以 将 两 
边 互 换 。 但 是 将 一 个 真 比 例 式 4:58=c;a 变换 成 另 一 个 形式 也 有 一 些 特 
殊 法 则 。 

如 果 用 ba 去 乘 cb = o/4 式 的 两 边 , 就 得 到 乘积 等 式 .4 一 0…co。 

来 积 等 式 。 在 每 一 个 责 比 例 式 中 ， 内 项 之 积 等 于 外 项 之 积 。 

反之 ,由 等 式 4.4=be( 生 0) 也 可 以 得 出 比例 式 。 用 5.4 去 除 就 得 
a:b=0c:d, 用 0 b 去 除 得 4:b=c: 2 等 由 此 得 到 更 比 定理 。 


假如 在 a:8=c:a 或 0 汪汪 1, 那 么 在 加 1 时 得 
(a+b):5=(c+):9 和 (a+b) :4a= (e+ 只 :6, 在 减 1 时 得 
(a—b) :b= (6—q) :do 
设 a 二 b, ce 站 ad, 将 相应 的 两 比例 式 两 边 相 除 , 则 得 《a 二): (a 一 5) = 
《Cc 十 Q) :(c 一 Q)。 这 些 公式 仅 是 关于 比例 式 中 对 应 项 加 减 的 一 般 定理 的 
几 个 最 重要 的 特例 。 


对 应 项 加 法 | 电 %/0=6/2。 可 得 
、 (pa+aqb)/(rat+sb)= (pc +qd)/(ret+sa) 
和 减 i 2，9， 7 3 为 任意 数 ,，y7Q 士 8 二 0 


令 a:b=c:d=k， 则 有 a=bk 和 c=Qk，, 将 4 和 < 的 这 个 值 代入 上 
式 ,并 消去 5 及 4, 就 可 看 出 这 一 论断 的 正确 性 。 

比例 性 和 比例 “如果 两 个 量 z 和 gy 成 正比 , 则 有 Yi/X1=y2/7X2 二 … = 
Yn/Xn 二 Cc， ?为 与 x;, Yi 值 有 关系 的 任意 数 。 将 内 项 反复 互 换 得 

Yi Ya Ya Yn= Xl Wa Tas no 

这 表示 在 成 正比 时 , y; 和 z; 的 有 关 值 都 共有 相同 的 比 ， 而 且 任意 两 个 值 
2 和 2 之 比 与 有 关 值 内 和 2% 的 比 都 相同 。 

当 z 和 % 成 反比 时 ， 它 们 的 有 关 值 w 和 yi 一 定 满足 x1'Y1 二 za'ya 二 
… 二 zn"Yn 一 C。 从 所 有 这 些 乘 积 等 式 可 以 导 忠 如 级 ;92 一 %2:%1 的 比例 式 ， 
再 从 这 些 式 子 最 后 导出 :Ya:Ya:… Yn 一 Xr:… ;X81T2;V1。 这 表示 在 成 反 
比例 时 ， 任意 两 个 值 wi 和 Ty 都 与 相应 的 值 y 和 yy 成 反比 。 


50 第 1 章 有 理 数 的 基本 运算 


比例 式 的 解 ” 比 例 式 50:;140==10:z 和 x;3=50:80 各 有 一 个 变 项 。 
解 这 些 式 子 就 是 要 找 出 一 些 数 , 当 用 它们 代入 x 时 , 等 式 两 边 的 比 相等 。 
人 们 亦 称 这 种 问题 叫 求 第 四 个 比例 项 。 对 于 第 一 个 例子 ， 立 即 可 以 看 出 
2 一 28, 在 第 二 个 例子 中 z=5/4。 正确 与 否 可 用 乘积 等 式 来 验证 。 对 于 
较 难 的 问题 可 月 聚积 等 式 求 解 。 
【 例 1] 《8z 一 7):(4z 一 1 一 (6z 一 5):3z 
根据 乘积 等 式 有 
3z(8z 一 7) = (4r—1)(62—5) 
24z? -217 一 24z? 一 26z 二 5 


5x 一 5 
0 一 工 
验算 : 
左边 (8:1 一 7): (4.1--1) =1:3 
右边 。 《6.1 一 5):;3.1 一 1:3 
比较 1:3=1:3 


【 例 2] 两 个 物体 体积 相等 ， 第 一 物体 的 密度 Pi 二 7.3 英两 /立方 英 
寸 , 第 二 个 物体 的 密度 pa =2.7 英 两 /立方 英寸 , 如 果 第 一 个 物体 的 质量 是 
4.8 磅 , 第 二 个 物体 的 质量 为 多 大 ? 

4.8:z=7.3:;2.7，z=1.775。 第 二 个 物体 的 质量 是 1.775 磅 。 

【 例 3〗 一 根 金 属 线 长 二 400 米 , 直径 抽 == 和 毫米, 质量 mi 一 36.7 
干 克 , 另 一 根 同 材料 的 金属 线 直 径 一 6 毫米 ,质量 m2 一 90 干 克 , 求 此 线 
的 长 度 。 由 于 两 金属 线 是 由 同 种 材料 构成 , 所 以 它们 的 质量 与 体积 成 比 
例 。 因 此 有 

m1: ma= (A /dma: CA/d) na, mm =a /l/lo 

根据 乘积 等 式 , 其 解 为 


1 Td 
Qs 7 
式 中 相应 的 量 Qi 和 如 ;1 和 Qs; fm 和 Was) 必须 用 同一 单位 计算 。 在 此 
例 中 ,算得 线 长 为 436 米 。 
【 例 筷 一 顽 料 供应 站 如 果 每 天 卖 出 1000 加 仑 汽油 , 还 够 卖 24 天 ， 
如 果 每 天 卖 出 1200 加 合 , 问 能 卖 几 天 ? 


24:z=1200:1000， z= 
管 ， 还 够 卖 20 天 。 


1.5 数值 变量 的 运算 5 


历史 简 述 ”比例 理论 在 古代 数学 中 居于 中 心地 位 ， 因 为 很 多 形 形 色 
色 的 问题 都 可 以 归结 为 比例 问题 。 

在 希腊 数学 中 第 四 比例 项 是 很 据 几 何 代数 的 方法 作 图 求 得 的 。 直 到 
15~17 世纪 以 前 ,比例 的 计算 处 理 和 比例 运算 法 则 左 欧 洲 还 未 发 展 起 
来 , 特别 是 尚未 用 于 商业 运算 。 这 类 问题 是 广 为 应 用 的 算术 教科 书 的 主 
要 内 容 之 一 , 是 算术 家 们 的 主要 教学 课题 。 在 当时 的 算术 家 中 最 为 出 名 
的 要 算是 亚当 . 瑞 斯 (Adam Ries, 1492~1559 年 ) 了 。 

比例 学 在 欧洲 文艺 复兴 时 期 供 观 赏 的 艺术 中 也 起 着 重要 作用 。 建 筑 
物 和 表现 人 类 (绘画 和 膨 肇 方面) 的 艺术 作品 必须 按照 特定 的 “准则 ” 斗 
型 ,也 就 是 说 ,各 个 部 分 在 整体 中 必须 占 一 定 的 比例 , 这 洋 看 上 去 才 漂 亮 。 
例如 , 头 与 身长 之 比 为 工 8; 头 :面部 =5:4; 算 干 :大腿 = 大腿: 小 腿 ; 一 个 
建筑 物 的 高 : 宽 =3:7 等 。 黄 金 分 割 ( 见 工 . 第 7 章 ) 也 起 着 重要 作用 。 甚 至 
今天 “比例 适当 ”一 词 还 用 于 表示 审美 方面 的 满足 之 观点 。 在 文艺 复兴 时 
期 ， 首 先是 里 昂 纳 多 ' 达 ' 芬 奇 (Lecnardo da Vinei，1452~1519 年 ) 和 阿 
尔 布雷 希 特 ' 丢 惑 (Albrecht Diirer, 1471~1528 年 ) 都 曾 致力 于 观赏 艺术 
领域 。 

1.5 数值 变量 的 运算 

众所周知 , 有 理 数 的 分 配 律 可 以 简单 表示 成 (十 c) = 一 0 十 ac, 式 
中 a, b 和 < 表示 任意 有 理 数 ， 它 们 是 有 理 数 的 变量 。 一 般 说 来 , 变量 通 
常用 字母 表示 , 它 代表 一 个 空位 ,在 空位 中 可 以 写 进 任 一 确定 事物 集合 中 
的 任 一 元 素 (或 符号 )。 前 面 的 字母 4, 5 和 6 是 数值 变量 《有 时 叫 一 般 数 
字符 号 ), 有理数 集 是 它们 特定 的 变化 域 。 

用 变量 有 两 方面 的 好 处 ， 应 用 变量 便于 说 明定 律 ; 用 变量 表示 问题 
的 解 , 其 结果 适用 于 任意 多 的 特例 , 不 需 进 行 新 的 运算 ,只 需 作 替 代 。 

一 个 表达 式 就 是 数值 符号 .数值 变量 的 组 合 , 是 这 些 符号 与 运算 符号 
和 括号 的 有 意义 的 并 列 , 例 如 ,174 12 一 5;3.a; 5 7 十 60); (2z 一 13) : 
(5z 十 10)。 但 是 5:0 或 7+ "a( 之 类 的 组 合 不 算 作 表达 式 ; 7+8=15 或 
a 一 3<3a 也 不 是 表达 式 而 是 命题 。 在 表达 式 (2z 一 13)/(5z 十 10) 中 ， 有 
理 数 集 可 以 是 z 的 变化 域 。 但 它 不 同 于 表达 式 的 定义 域 , 因为 当 z= 一 2 
时 , 此 表达 式 无 定义 ( 见 工 第 和 章 )。 

在 列 入 表达 式 中 的 一 个 变量 时 ,用 变化 域 中 的 一 个 特定 元 索 ( 或 其 符 
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号 ) 列 入 式 中 出 现 的 所 有 这 一 变量 。 不 同 的 变量 可 以 用 不 同 的 元 素 或 用 
同一 元 素来 列 入 ; 例如 : 当 4a=28= 一 3/7 时 ,表达 式 24 十 52 得 出 的 值 是 
一 3。 

两 个 等 价 表 达 式 包含 有 相同 的 变量 ， 每 当 用 相同 的 元 素来 代入 这 
些 变量 时 ， 这 两 个 表达 式 取 相 同 的 值 ; 例如 34+74 和 10g 是 等 价 的 ; 
a' (8 十 co] 和 a*b+a'c 也 是 等 价 的 。 

简单 变换 将 变量 象 整数 一 样 吉 接 进行 计算 ,例如 求 24 十 35 的 和 是 
不 可 能 的 。 变 量 表达 式 只 能 变换 成 等 价 表达 式 , 例如 , 可 将 34 十 7a 变 成 
1l0a; 在 适当 的 变化 域 中 ,适用 于 数值 计算 的 同样 规律 在 这 里 也 适用 。 


a+b=b+a; b=b'a 
ad 十 (十 oO 一 (aa 上 TD 于 cc Gg:(b:c)= (4:0) 6 


a(b+e) =a:b+a'c 


虽然 对 于 表达 式 只 能 进行 这 些 变换 , 但 是 也 采用 了 和 或 积 这 类 名 词 。 
在 做 加 法 和 减法 时 ,只 有 同 种 变量 的 同类 项 可 按 分 配 律 结合 。 例 如 ， 
5 一 20= (5 一 2)4 一 30; 或 者 是 加 法 交换 律 和 结合 律 的 男 一 应 用 : 
54+7c—3b+6c—24—7b—5c=34—10b+8c。 
同样 ,在 做 冬 法 和 除法 时 , 不 同 变量 的 表达 式 , 例 如 和 或 555 是 不 能 进 
行 计算 或 结合 的 ; 对 于 相同 的 因子 也 采用 指数 表示 法 。 在 乘积 中 ,习惯 上 
省 去 变量 之 间 及 数字 符号 与 变量 之 间 的 乘 号 ， 例 如 ， 用 ab 代替 a.5 及 
6(Cp+9) 代 替 6. (pq)。 
【 例 】 1. 4m.3n:15k=180kmn。 
2. (—320pg):(—80g) =4p。 
3. 125c0.(—3/79) :14/75cd= 一 10c302。 
4. 93s214:31st? = 3st2, 
代数 和 。 相 反 数 的 概念 也 可 用 于 变量 和 表达 式 。 辣 样 , 减法 都 可 以 
表示 成 加 法 。 变 量 的 代数 和 通常 叫 作 多 项 式 (polynomials, 希腊 语 poly 就 
是 多 的 意思 ), 但 是 采用 这 个 名 字 还 有 别 的 含义 。 单 项 式 (monomial， 希 
联 语 mono, 单个 的 意思 ) 是 只 有 一 项 的 表达 式 , 二 项 式 (binomial， 拉 丁 
语 ti, 双 的 意思 ) 包含 两 项 , 三 项 式 (trinomial, 拉丁 语 7i, 三 重 的 意思 ) 
包含 三 项 。 
字母 炎 序 。 由 于 交换 律 的 适用 性 ， 所 以 加 数 和 因子 的 次 序 可 以 是 任 
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意 的 ,但 是 为 了 清楚 起 见 , 习惯 上 将 变量 尽 可 能 按 字 母 表 或 字典 的 次 序 排 
列 ,在 前 面 的 各 例 中 都 已 这 样 做 了 ,28b34f?4 最 好 写 为 28ab34f3, 36vw 十 
2.5uw 一 3,2uw 最 好 写 为 2.5u2 一 3.2ww 十 36vw。 邵 果 同 一 变量 以 不 同 
的 指数 形式 多 次 出 现时 , 通常 按 指数 下 降 , 或 有 时 按 指数 上 升 排列 ; 例如 ， 
2s? 一 3s4 十 s5 一 8s 最 好 写成 5 一 3s4 十 2s2 一 8s。 


代数 和 的 运算 
加 法 和 减法 ”在 代数 和 的 加 法 和 减法 中 可 能 出 现 括号 ,例如 ， 
(7a 一 30) 十 (5c 一 3 一 6a) ~— (7b—84a+2c)。 
在 去 掉 括 号 之 前 ,不 能 并 项 和 简化 。 
去 括号 。 我 们 写 出 一 个 心算 加 减 问题 的 数值 例子 来 说 明 这 个 方法 ; 
227+ 36 一 213 -198 +29 
=227+ (30+6) 一 (200+13) — (200—2) + (30—1) 
=227+30+6 一 200 一 13 一 200 +2 寺 30 一 1。 


例如 ,计算 64 一 (44 一 0) ,需要 从 6a 中 减 去 的 数 比 4 小 5b。 因 此 ,如 
果 减 去 4a, 就 多 减 了 5， 因 此 必需 加 上 5, 这 就 得 到 64 一 (44 一 b) 二 6a 一 
4a+b 二 24+b。 对 于 其 他 情况 可 作 类 似 论证 。 
【 例 ] 8p 一 (15r 一 7g+6p) + (8q—p+?77) 
一 8 一 15r 十 79 一 602 十 89 一 D 十 7 
一 0 十 159 一 8y。 
重 括号 。 如 果 在 一 表达 式 中 代数 和 被 多 次 并 项 ， 雪 适当 区 分 各 种 不 
辣 形式 的 括号 。 在 这 类 情况 下 常常 是 先 去 掉 内 括号 : : 
17m+[6n— (3m+4n)]—{(8m—n) — [mt (3n—6m)1} 
=17m+[6n—3m—4n]— {8m—n— {5m+3nr—6m]} 
=17m+[—3m+2n]— {8m—n—[—m+3n]} 
=17m—3m+2n— {8m—n+m— 3n} 
=]4m+2n— {9m—4n} 
=]4m+2n—9m+4n 
一 5 十 67。 
如 果 先 去 外 括号 , 得 到 同样 结果 ， 
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179 十 [6n 一 (3m 4 人] 一 (8m 一 们 十 [5 十 (32 一 6 
一 17 和 十 62 一 (3 十 和) — (8m—n) +5%m+ (3n— 6%) 
=22m+6n—3m—4n--8m+n+3n— 6m 
=6m+6no 
柜 法 ”代数 和 可 以 与 一 个 数 、 一 个 单项 式 、 也 可 与 一 个 代数 和 相 莱 。 
和 一 个 单项 式 相 来 。 这 里 用 到 分 配 律 。 对 于 运算 符号 , 我 们 只 需 记 
住 每 个 减法 都 可 改 成 相反 数 的 加 法 , 反之 亦 然 。 
国 为 (十 Oo-+ac, 所 以 有 
a(b—oe) =a[p 十 (一 中 ]=ab+a( 一 o) 一 0D 十 (一 ac)， 
因此 a(b—0) =ab—ac, 
在 整数 计算 中 已 知 的 符号 法 则 必须 遵从 。 
[ 例 】 6z 十 7(3x 一 2y) —5%(3—6y)—3y(10x+9) 
= 一 6x 十 (21z 一 14) ~ (15z 一 30xzy) — (30xy+27Yy) 
一 6z 十 21z 一 14y 一 152 十 30zy 一 30zy 一 279 
=12x—4lyo . 
如 果 对 符号 和 运算 法 则 掌握 得 相当 熟练 ,就 可 以 由 第 一 步 直 接 做 第 三 步 。 
几 个 代数 和 相 乘 。 几 个 代数 和 相 乘 的 算法 可 由 反复 运用 分 配 律 求 
得, 同时 要 考虑 符号 法 则 ( 见 图 1.5-1)。 


图 1.5-1 两 个 二 项 式 相 乘 的 示意 图 ， 如 果 ab， 4 都 为 正 数 , 则 
(atb) (c 十 四 一 ac 十 ad 十 pe 十 4 


(arb)(lcta) =alct+d) 二 boTd) . 
~ac+ad-tvc+bad 
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在 以 下 各 例 中 出 现 了 多 项 式 的 和 ; ”如果 有 两 个 以 上 因 式 ， 需 分 步 进 


行 。 
【 例 】 1， (we 一 30) (du +5v0) 
—28u? + 35wv— 12uv — 15v2 
=28u?+23wuv—15v?。 

2. (2s 一 3 (57—7s+2?) 
~]0rs—14s?2+4st—15rt+21st—6t2 
=10rs—15ri~—14s?-+25st— 6t2, 

3. (w+70) (ut+v) (Qu—60) (2 一 人 
= (3w?+22uv+702) (18u?— 21uv t+ 6v2) 
=54ut + 333wv3v 一 318%202 一 15x08 十 4204。 

因 式 分 解 。 分 配 律 人 BP 十 c) 一 a0 十 ao， 不 仅 可 以 从 左 到 右 , 也 可 以 从 
和 到 积 反 向 使 用 。 这 个 过 程 叫 作 因 式 分 解 。 如 果 几 个 加 数 带 有 相同 的 因 
子 , 因 式 分 解 总 是 可 能 的 。 这 个 相同 因子 通过 中 间 步 骤 可 以 取出 。 要 将 
一 个 式 子 化 为 两 个 代数 和 的 乘积 形式 通常 要 分 几 步 进行 。 
{ 例 】 i. 44p 一 77g 十 997=]1.4p 一 41.7g 十 11.97 
=]1(4p—7g+97), 
2. ”54a852c8 十 18a2b3c2 — 36a2b20? 
一 18a2b2c2(3ac 十 0D 一 2)。 
3. 1l8am—24bm—15an—20bn 
=6m(30—40)+5n(34—4b) = (34—42) (6m+5n)o 
二 项 展开 式 。 二 项 展开 式 是 表示 代数 和 相 乘 的 一 个 非常 重要 的 特 
例 。 例 如 : 
(ag+b) (a+b) =0+ab+ab+b?=a2+200 +b?, 


(gat+b)?=a?+2ab+b? 


二 项 展开 式 | (4 一 0)?=4? 一 24b++b? 
(a+b) (a—b) 一 92 一 1 


严格 地 说 , (4 一 0)? 的 公式 是 多 余 的 , 因为 只 需 在 应 用 
(q 十 站 2 一 x2 十 200 十 如 2 
人 意 符 号 法 则 就 行 了 。 在 这 个 式 子 中 用 一 代替 2 也 就 得 出 (a 一 5)? 
结果 ( 见 图 1.5-2)。 
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的 指数 逐 项 递增 ， 在 (a 十 b)" 的 各 项 中 两 个 指数 的 和 都 是 %。 每 一 项 前 
面 的 因子 部 叫 二 项 式 系数 (”) ( 读 作 4 取信。 它 表示 


%\ nn—m1) (nm2).…… nN—k+1) 
i 

_nn—1) nm—2) .nk+1) 分 

加 k! CE 

如 果 令 ( 0)=1-( ， ) 则 二 项 式 定理 还 可 用 求 和 符号 号 简 化 ( 见 I. 
第 5 章 )。 


如 (a+b)s 的 第 5 项 ,也 就 是 第 4 个 混合 项 ,相应 于 =6, % 一 4 的 值 是 : 
- (4) «be 0.5.4.3 gopt 15a20t, 


牢 新 证 (Pascal) 三 角形 。 这 个 三 角形 ( 见 图 1.5-3) 使 那些 不 熟悉 
( 2 ) 式 的 人 也 能 可 出 二 项 式 系数 。 这 个 三 角 是 这 样 求 得 的 , 从 (z 二 Do- 
1 和 (ao+ 的 1-a48 开始 ,并 利用 (ae 上 + 芒 ni 一 (a 二 区"(a 二 的 ,将 各 个 系数 
一 个 接 一 个 写成 三 角形 。 每 一 行 的 数 都 由 上 一 行 相 邻 的 两 个 数 相 加 求 
得 ,例如 ( s)-(3):( 4 ) -10+5=15, 一 般 说 来 , 一 项 式 系数 之 间 的 


、 nn n _ /fn+1 
关系 为 ( 2)+( 1) 因为 


名 + 2 nt nt 
p/) \gr1) oat Eiri 


21[E+D TR] n+l)! n+1 
《9 一 个 1 二 1) 1! ~ 万 TCD k+1/° 
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图 .5-3 ”帕斯卡 三 角形 


除法 ”除法 ， 也 有 除数 是 一 个 数 、 一 个 单项 式 即 只 有 一 项 的 表示 式 
和 一 个 代数 和 的 情况 。 


除数 为 一 个 单项 式 的 除法 。 令 2 一 二 代入 分 配 律 (4+ "d=ad++ba 


| (atb) :omaictbie | 


并 考虑 到 分 数 线 也 可 看 成 是 除 号 ,就 可 以 得 到 代数 和 除 以 一 个 数 的 法 则 。 
用 数 去 除 代数 和 的 各 项 , 这 里 同样 要 考虑 符号 法 则 。 
【 例 】 (28m2n—63m2n? -+84mn2) :7mn=4mn — 9mn+12n, 
除数 为 一 代数 和 的 除法 。 通常 在 解 被 一 个 代数 和 除 的 问题 时 ,只 要 
有 因 式 分 解 和 二 项 展开 式 的 知识 就 够 了 。 将 被 除数 分 解 成 适当 的 因子， 
若 有 必要 先进 行 整理 。 
【 例 】 (0.54fg-0.3eh—0.45fh+0.36e9) : (0.20+0.37) 
=(0.36eg—0.3eh+0.54fg—0.45fh):(0.26+0.37) 
一 [0.2e(1.8g 一 1.5j +0.3f(1.8g—1.5n)1: (0.26+0.37) 
~[(1.8g—1.54) (0.20+0.37)]: (0.2e+0.37) 


=—1.8g—1.5ho 
如 果 被 除数 不 能 分 解 因子 ,特别 是 如 果 要 做 的 除法 有 余数 , 就 必须 采 
用 分 步 相 除 的 方法 。 
分 步 除 法 。 这 个 方法 只 不 过 是 普通 除 式 的 推广 , 它 与 下 例 


286:22=13 
所 示 的 方法 在 原则 上 完全 类 似 , 甚至 不 必 将 每 一 步 都 写 下 来 。 
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[ 例 】 286:22= (300+80+6) 二 (20+2)=10++3 


— (200 + 20) 
0 606 

一 (60 上 +6) 

0 


【 例 】 〈13c2z 十 3z3 一 a72 二 10a3) :(2a 十 3z) = 


5a2 一 0X 十 22 
(2g 十 3z) J(1003 +413 -ar + dc3) 
一 (10c3 -十 15a2z) 
0 一 202 和 一 a02 十 303 
一 (一 2a2r 一 3az2)j 

0 29az2? 十 3z3 

— (2ax?+ 323) 
0 


在 做 以 代数 和 为 除数 的 除法 时 , 处 理 方 法 类 似 , 要 考虑 到 将 被 除数 和 除数 
按 同 样 的 方式 排列 。 就 象 零 可 以 不 写 一 样 , 在 做 了 每 一 步 之 后 不 需要 写 
出 被 除 的 所 有 狮 余 项 , 以 节省 书写 工作 。 但 是 必须 注意 不 要 遗漏 任何 一 
项 。 顺便 说 一 名 ,不 仅 (? 一 了); (4 一 已 没 有 余数 , (a" 一 的 对 于 任何 自然 
数 % 都 能 被 (a 一 b) 除 尽 而 无 余数 ,但 是 (a* 一 0”) ; (4 十 5) 只 有 当 % 是 偶数 
时 才 无 余数 。 

【 例 ]】 Q2 十 0 十 23 


(一 D (io) 
— (3 — a2b) 


(a"—b"): (a—Db) 
=a" 1 a D+an D+... +ab" 2 十 Do 


一 2 


% 项 


有 余数 的 除法 。 即 使 除法 有 余数 ,方法 也 不 变 ; 其 书写 过 程 与 
47:5=9+2/5 


类 似 。 
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【 例 】 2 一 4 一 2 . ， 
22 二 3z 二 9 rin Er A0rT7 商 一 作 一 2， 
一 (Z43z3 十 9x2) 余数 327-+25。 
一 4 一 1422 一 407 
一 (一 4z3 一 12xz2 一 362) 
一 222 一 47 十 了 
一 (一 2z? 一 6r 一 18) 
2x 十 25 


含 变 量 的 分 数 

扩 分 和 约 分 “ 扩 分 和 约 分 仅 是 对 写成 分 数 形式 的 有 理 数 的 变换 。 这 
些 变换 也 可 以 用 于 带 变量 的 分 数 。 

扩 分 。 分 子 和 分 母 乘 以 同一 因子 : 4/0 二 (4 有/b 有 ); 同样 有 : 

5m/9n = (3.5m)/ (3.9n) =15%/27n 
和 7/(34+30)==(74 一 70)/(3@2 一 303) (用 4 一 b 扩 分 )。 

约 分 。 分 式 的 分 子 和 分 母 除 以 同一 个 表达 式 ， 例 如 , 6c4/22de= 
3c/1le。 在 此 熟练 掌握 因 式 分 解 和 二 项 展开 式 的 应 用 特别 重要 ， 因 为 在 
代数 和 中 是 不 能 进行 约 分 的 : 

15w2 一 2440 3u(5u—8v) 5 一 80 

四 

当然 ,对 分 子 和 分 母 的 因子 分 解 及 公 因 子 约 分 用 心算 是 可 以 的 ;例如 ， 
( 信 一 1)/(3p2 十 3) 一 (2 一 1)/3。 

加 法 和 减法 ”在 变量 计算 中 ， 同 分 母 分 式 的 加 法 和 减法 是 不 成 问题 
的 ; a/c+5b/?= (a +b) /co 


Tih _ Bd _7i+5%k— (5i—4%) 
[网 pr 


o 


Ue 2 (注意 括号 !》 
在 这 里 如 果 你 足够 熟练 ， 中 间 过 程 也 可 以 省 去 。 因为 第 二 个 分 式 是 被 减 
去 的 ,所 以 要 特别 注意 正 负 号 和 运算 符号 。 
异 分 母 的 分 式 。 首 先 要 将 这 些 分 式 扩 分 成 同 分 母 的 分 式 。 通 常 选 最 
小 公分 母 ， 也 就 是 包含 各 个 分 母 所 有 亲子 的 最 小 分 母 。 常常 页 以 心算 出 
来 ,不 需要 书写 : 
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[ 例 ] 1 2 到， 和 4+25 -42 十 2.57 一 3 人 二 20 


3z 62 42 128 
_ 8y+1l0x—3y—6x 4x+5y 
12% I2z ° 
3 20 3a 2D 
2, 4- 一 一 -一 一 一 十 
二 b—a 4 a—b a—b 
(0D) +3g+2b _ 7 一 2 
a~b "ab ° 


如 果 分 母 较 复杂 ,最 好 将 最 小 公分 母 笔算 出 来 。 
求 最 小 公分 母 (led)。 在 问题 
3 2V 一 人 十 6v 一 57 
124 一 18w 3642 一 8102 82 十 2420 十 1802 
中 , 与 在 普通 的 分 数 计算 中 一 样 , 先 将 每 个 分 母 分 解 成 不 能 再 分 的 因子 ， 
再 求 出 最 小 公分 母 
扩张 因子 
12x —18 59=2.3.(2x 一 30) 3. (2u + 3v)2 
36x2 一 8102=32. (2u —3v) (24+30) | 2.(2u+3v) 
B+24uv 二 18v? 二 2. (2u+ 30)? | 82. (2u— 30) 


led 2.32(2u — 3v) (2u + 30)? 
例如 ,在 上 例 中 
32(2v 十 30)2 一 2(2 十 3 (24 一 人 十 32(2 — 30) (6u— 5 
18(2%— 3v) (2u+3v0)2 

然后 将 分 子 中 的 同类 项 合并 , 如 果 可 能 ,再 约 简 使 分 数 进 一 步 简 化 。 

业 法 和 除法 ”由 于 分 式 的 第 二 级 运算 不 需要 求 最 小 公分 母 ， 所 以 这 
类 运算 比 第 一 级 容易 一 些 。 在 做 乘法 和 除法 运算 之 前 都 要 注意 是 否 可 以 
约 分 。 

乘法 。 对 于 分 式 乘法 ,有 c/b'c/d= 《4:0)/(6'4)。 


[ 例 ] 1. 3272 . 25p 38272.26D 47:5p _20pr 
到 34r 359.54r 79.3 21g° 


2 


(6m 一 10 四 =25 约 去 了 (3m 一 5n)。 


除法。 除法 总 可 以 当 作 有 葬 以 除数 的 倒数 来 做 ， 
a/b'c/d= (4:4)/(0:0)o 
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[ 例 ] 1 ldm .Tmn _ li4m.6k 4 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


2 18s—18¢ 
他 


， 2_1942 一 3 
:1230 —127) = HT 


38e2fsgs 2932“” 
业 分 式 。 如 果 分 式 的 分 子 或 分 母 还 包含 有 分 式 , 这 就 是 繁 分 式 : 


38ef3gt “95e47392.3 15e2h 
.95e4f3g2: 9 一 一 
3 esf3g 人 


a 1 2 1 
7 £m mn 
一 ER 
3 也 49 二 

四 m n 


象 在 繁 分 数 中 一 样 ,将 主 分 数 线 当 作 除 号 , 以 此 来 进行 变换 。 
1 1 1 2 二 2mn 十 9732 


2 0 2 2702 
【 例 ] 3 十 3 Bnt+3m 
m hn mn 


2 十 2002 十 2) mn 和 十 多 


mn (3m + 3n) 3mn 


自然 数 分 解 成 质数 因子 的 唯一 性 ”如 何 应 用 变量 来 论证 数学 原理 对 
于 某 一 定义 域内 的 一 切 数 的 有 效 性 , 作为 说 明 这 个 问题 的 一 个 例子 ,我们 
下 面 来 证 明 初 等 数论 的 一 个 定理 , 即将 一 个 自然 数 分 解 成 质数 因子 , 如 果 
不 考虑 其 次 序 ,是 唯一 的 。 这 个 证 明 从 网 几 里 得 算法 开始 ,对 于 13013 和 
390 或 者 对 于 两 个 数 4 和 5b, 我 们 用 较 大 的 数 除 以 较 小 的 数 , 然后 用 较 小 
的 数 除 以 余数 7, 再 用 每 个 余数 除 以 下 一 个 余数 ， 好 此 等 等 ,按照 这 一 节 
的 初等 数论 可 以 证 明 , 数 13 是 本 数值 例子 的 最 大 公约 数 god(13013,390)， 
或 一 般 地 说 7; 是 a, 5 的 最 大 公约 数 gcd(4, 8)。 每 个 余数 14 每 次 至 少 
委 比 除数 小 卫 因此 , 在 除了 有 限 多 次 之 后 一 定 得 到 一 个 余数 74+1 是 零 。 
当 从 下 向 上 读 这 些 等 式 时 ,可 以 看 到 7, 是 15_1 的 约 数 ,也 是 yw_s 的 约 数 
等 , 因此 也 是 和 a 的 约 数 ,也 就 是 说 7, 是 4 和 的 公约 数 。 由 等 式 74 二 
a 一 bq! 也 可 以 证 明 , a 和 5 的 任 一 个 公约 数 都 能 除 尽 71, 入 等 ,最 后 可 
以 证 明 + 包含 4 和 5 的 所 有 公约 数 ， 因 此 也 就 是 最 大 公约 数 ; 写作 
gcd (a, b) 一 Yono 


9 
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13013 =390.33 填 143，, a=b'g1t?1, 
390 二 143.2 十 104， b=71'92+?72, 
143=104.,1 +39, 71 一 ?3.93 十 78， 


104= 39.2 十 26， ev 
39= 26.1 +13, Fn oTn_1' dnt?,, 
26= 13.2 十 0， Jr_1 一 ynvdnl 十 0。 
由 倒数 第 二 个 方程 得 gcd (qa, 5) =mm=mm-2 一 -lgn。 用 na 一 rm-agn 工 代 
替 式 中 xm-1, 再 用 mm-4 一 -3'qn-s 代 蔡 和 -3 等 ， 这 样 最 后 得 到 两 个 自然 
数 z 和 9 满足 gcdla, 5) + 二 az 一 Dy。 特别 是 ， 如果 & 和 5 是 互 质数 ， 
则 gedta, b) =7, 二 1 二 ax 一 by。 由 此 得 出 如 下 定理 . 

如 果 两 个 数 4 和 了 是 互 质 数 ,而 且 b 能 除 尽 Qc, 则 5 能 除 尽 co 
假设 有 一 个 自然 数 上 满足 4=b-h, 同时 因为 gcd (a, b)=1, 也 就 有 
i1=ax--by 或 (=acz 一 bcy， 因 此 c=bhw 一 bcy = 二 b(px 一 cy)， 也 斌 是 0 能 
除 尽 c。 

推论 ， 如 果 积 05 能 被 一 个 质数 卫 整 除 , 则 至 少 有 一 个 因子 4a 或 能 


自然 数 % 分 解 成 质数 因子 的 唯一 性 现在 就 可 以 证 明了 。 假 如 %= 
Pi'p2'…pr 一 91"92'…9s 是 两 种 分 解 方法 ， pi 能 除 尽 q1' 92…94 的 积 ， 则 px 
也 就 能 除 尽 质 因子 9% 中 的 一 个 。 但 是 只 有 这 两 个 数 相 等 时 才 有 可 能 。 
对 % 经 过 适当 的 编排 , 可 以 假定 p1 一 91。 同样 论证 也 适用 于 2 ,pa…Pr 一 
gq2'99'…qs， 并 能 证 明 可 以 假定 p2=92。 经 过 反复 证 明 ， 最 后 得 到 ”=s 和 
Dr=dro 

历史 简 述 ”在 数学 活动 的 初始 阶段 ,计算 、 定 理 和 公式 只 是 用 语言 来 
表达 的 , 还 没有 写成 符号 形式 。 由 于 这 样 做 太 复杂 而 且 不 够 明确 , 所 以 对 
多 次 重复 出 现 的 事物 采用 了 缩写 法 。 例 如 ， 和 希腊 人 用 字母 表示 点 、 线 和 
面 。 亚 历 山大 的 丢 番 图 普遍 采用 字母 表示 未 知 数 ; 应 该 注意 希腊 人 总 是 
用 字母 表示 数字 。 

印度 和 阿拉 伯 数 学 家 研究 的 主要 是 方程 理论 。 因 此 尽管 代数 这 个 名 
词 来 自 方程 理论 , 常 以 数值 变量 运算 的 广泛 意义 运用 于 初等 数学 ,但 是 印 
度 和 阿拉 件数 学 家 的 工作 在 这 里 没有 提 及 (参看 工 . 第 4 章 )。 

比萨 的 里 昂 纳 多 (Leonardo, 1180~1228 年 ) 第 一 次 较 广 泛 地 采用 了 
字母 和 变量 。 他 还 采用 了 分 数 线 , 但 是 他 不 知道 运算 符号 。 变量 相 容 性 
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计算 的 真正 创始 人 是 弗 朗 索 瓦 ' 韦 达 (Frangois Viate, 拉丁 文 的 写法 是 
Vieta, 1540~1603 年 ), 他 曾 是 皇家 法 院 的 司法 官 。 

笛 卡 尔 (1596~1650 年 ) 也 强调 变量 的 重要 性 , 现在 的 指数 赛 表示 法 
应 归功 于 他 。 

埃 格 尔 ( 匈 牙 利 ) 的 约翰 尼斯 ' 维 德 曼 《Johannes Widmann) 于 1489 
年 第 一 次 在 算术 教科 书 中 写 进 了 运算 符号 十 和 一 ; 1631 年 威廉 奥 特 雷 
得 (William Oughtred) 引入 乘法 算 符 x 。 用 一 个 点 表示 乘法 和 用 两 点 表 
示 除 法 是 高 特 弗 雷 得 ,维尔 玄 姆 , 莱 布 尼 北 (Gottfried Wilhelm Leibniz， 
1646 和 ~1716 年 ) 引 入 的 , 等 号 是 罗 人 特需 科 达 (Robert Recorde,1557 年 ) 
引入 的 (参见 工 第 4 章 )。 


第 2 章 高 级 算术 运算 


2.1 团 与 根 的 计算 ………………: 65 2.2 对 数 计算 os 80 
考 于 + 66 对 数 定律 和 对 数 系 es 80 
平方 表 和 人 立方 表 ……。 71 常用 对 数 的 计算 es 37 
根 和 ee 73 对 数 计算 尼 pp 97 
分 数 指数 靠 的 报 …………… 77 


加 、 减 、 乘 、 除 称 为 四 个 基本 算术 运算 。 几 个 相同 加 数 连 加 得 到 一 个 
新 的 算术 运算 ,， 叫 乘法 ; 与 此 类 似 ， 几 个 相同 因子 连 乘 得 到 一 个 新 的 算术 
运算 , 叫 乘 方 或 取 寡 。 与 加 法 和 乘法 一 样 ， 取 圭 也 有 逆 运 算 , 但 是 这 次 有 
两 个 不 同 的 道 运算 : 求 根 和 取 对 数 。 


2.1 宪 与 根 的 计算 


历史 简 述 ” 系 早 为 古人 所 知 ， 并 已 应 用 于 几何 计算 及 出 现在 二 次 和 
高 次 方程 中 。 巴 比 伦 入 已 经 有 了 平方 竹 的 表 。 他 们 已 经 知道 如 何 用 3 
的 塞 来 解 复 利 问题 。 在 亚历山大 的 殉 几 里 得 《原本 《公元 前 第 四 世纪 )》 
中 , 人 们 发 现 有 (a 十 5)? 的 公式 ,这 是 那个 时 代 的 惊人 成 就 宪 的 概念 可 以 
僻 溯 到 希腊 数学 家 希 波 克 拉 底 (Hippoerates, 公元 前 五 世纪 )。 后 来 短 的 
运用 更 加 频繁 , 例如 , 柏拉图 CPlato, 公元 前 427 一 347 年 ) 就 用 得 很 多 。 开 
始 时 只 想到 二 次 赛 。 据 信 波 伦 亚 (意大利 城市 ) 的 邦 别 利 \Bombelli) 是 第 
一 个 使 用 potenza《 拉 丁 文 Potentia， 寡 ， 能力、 才能 的 意思 ) 这 个 词 的 人 。 
他 还 用 这 个 词 表示 过 未 知 数 的 平方 ; 现今 用 的 震 概 念 的 一 般 意 义 是 近代 
才 有 的 。 我 们 用 的 署 的 表示 法 差不多 要 回溯 到 笛 卡 尔 的 时 代 。 但 是 他 只 
用 来 表示 大 于 2 的 整 指数 ， 他 仍然 将 a 的 平方 写成 "0a。 分 数 指数 暴 也 
相当 时 就 知道 了 。 在 尼 古 拉 * 奥 莱 斯 夫 CNicole Oresme, 1323~1382 年 ) 的 
著作 中 已 经 能 找到 分 数 蜂 计算 的 一 些 定理 。 

和 圭一 样 , 根 也 早 在 古代 就 知道 了 。 巴 比 伦 人 已 经 有 有 理 平方 根 表 。 
无 理 数 的 平方 根 用 求 算术 -几何 平均 的 方法 来 近似 计算 。 曾 采用 过 的 公 
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式 是 Va3+5) wa+b/(24)。 希腊 人 已 经 知道 除 4, 9 和 16 之 外 , 数 2,3， 
…, 17 的 平方 根 是 无 理 数 。 这 些 根 的 无 理性 的 证 明 要 归功 于 迈 塔 波 特 的 
希 巴 索 斯 (Hippasos of Metapontum, 公元 前 450 年 ) 及 赛 兰 纳 的 西 奥 首 
诺 斯 (Theodoros of Cyrene, 公元 前 430 年 )。 在 欧 几 里 得 < 原本 > 中 ， 第 二 
级 算术 运算 被 用 于 求 根 。 

在 中 世纪 ， 根 的 计算 有 了 进一步 坚实 的 发 展 。 早 在 9 世纪 ， 印 度 人 
就 知道 二 次 方程 的 解 和 一 个 数 的 平方 根 有 两 个 值 ， 还 知道 负数 的 平方 
根 不 可 能 是 实数 。 他 们 还 能 近似 计算 平方 根 和 立方 根 。 米 歌 尔 : 
斯 蒂 弗 尔 (1487~1567 年 ) 一 直 写 到 开 七 次 方 的 数值 求 根 法 。 他 把 
形 为 Va+ VD 式 的 无 理性 理论 推广 到 形 为 VY a+ V5 的 表示 式 。 根 式 
符号 逐渐 发 展 成 为 今天 的 形式 (这 是 由 radix 中 的 字母 7 衍 变 来 的 , radix 
是 根 root 的 意思 ), 克 里 斯 托 夫 : 重 道 尔 夫 (Christoff Rudol 全 ,十 六 世纪 ) 曾 
用 过 如 下 符号 ，VM ”表示 一，MYVMY 表示 六 ”等 。 还 可 以 看 出 ， 根 
也 可 以 表示 成 分 数 指数 宕 (这 是 后 来 才 熟 悉 的 )。 


容 


罕 的 概念 ”经 常 发 生 几 个 相同 的 数 相 加 的 情况 ，3.74+3.7 十 3.7 十 
3.7 二 3.7。 这 几 个 相同 项 的 和 可 以 写成 积 5.3.7。 几 个 相同 数 相 乘 的 情 
况 也 常 有 发 生 。 这 里 也 引进 了 一 个 缩写 法 ; 例如 , 在 几何 上 一 个 边 长 为 4 
的 正方 形 的 面积 可 由 一 个 边 a 缚 男 一 个 边 a 算 得 , 即 4=a.4。 或 简单 地 
写作 4=Q? ( 读 : a 的 二 次 宫 , 或 a 自 乘 二 次 ,或 4 平方 )。 相 应 地 ,一 个 边 
长 为 & 的 立方 体 的 体积 : 了 =a.a.4==03。 一 般 说 来 ,对 于 整数 % 有 : 


QQd=a" 〈 读 作 : 的 4 次 寡 ， 或 自 
nn 个 因子 a; n>0, 是 整数 乘 % 次 ) 


这 里 是 底数 , % 是 者 指数 。 因 此, 一 个 数 的 盖 次 大 就 是 4 个 相同 数 
乘积 的 缩写 式 ; 就 此 意义 而 言 , 有 中 一 ae 例如 : 时 一 2.3.2.2.3 一 32。 也 可 
以 说 2 自 冬 到 5 次 标 ,这 种 运算 叫做 来 方 ; 这 是 同一 个 量 的 连 乘 。 由 于 乘 
方 是 建立 在 乘法 这 个 第 二 级 算术 运算 的 基础 上 ， 所 以 这 是 称 为 第 三 级 运 
算 的 更 高 一 级 运算 。 

由 于 0.0=0, 所 以 一 般 有 0" 一 0, 2%>0。 同 样 , 工 的 指数 寡 还 是 二 
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1"=1, n>0。 一 般 说 来 , 在 乘 方 时 底数 和 指数 永 能 互 换 ， 例 妇 , 2 二 8 大 
3 二 9, 实际 上 w=b', 在 4a=b 时 当然 成 立 ,但 是 当 4#b 时 , 只 有 2:= 举 
二 16 一 例 成 立 。 

根据 指数 是 偶数 (能 被 2 除 尽 的 ) 还 是 奇数 ， 星 被 分 为 偶 炊 军 和 坷 次 

. 案 。 因 此 ,， 62 oi 及 一 般 地 说 az 是 偶 次 需 ， 而 67，c8 及 一 般 说 42"! 是 
奇 次 宪 。 

【 例 】 在 数学 .科学 和 技术 的 许多 公式 和 定律 中 常 出 现 指数 ; 如 在 几 
何 中 , 4rr313 表示 一 个 半径 为 的 球 的 体积 , (32/4) V 3 是 边 长 为 s 的 等 
边 三 角形 的 面积 ; 在 物理 中 , gt2?/2 是 自由 落体 的 路 程 -时 间 定 律 ， 在 计算 
复 利 时 , 5.《r" 一 1)/《r 一 1) 是 年 金 的 计算 公式 。 

特别 重要 的 是 10 的 竹 。 它 们 正在 被 运用 于 《在 粗略 估计 或 计算 尺 计 
算 等 方面 ) 求 一 个 数 的 数量 级 概念 ,或 将 非常 大 与 非常 小 的 数 写成 简单 明 
了 的 形式 。100=10.10=102, 1000 二 10.10.10=103， 一 百 万 =10s 等 ; 
又 如 1291000 可 以 写成 1.291.106 或 1291.10;。 测 量 单位 也 可 以 写成 突 
的 形式 , 如 m? 《平方 米 )， cm3《 立 方 厘米 ), m/s?〈 米 / 秒 ) 等 。 

底数 在 0 和 1 之 闻 的 竹 随 着 指数 的 增 大 而 减 小 ，(1/2)?> (1/2)?> 
(1/2:>…, 但 是 当 底 数 大 于 1 时 , 客 随 着 指数 的 增 大 而 谱 大: 22<23< 
2 一 ,…。 客 的 增长 是 很 快 的 ;如 下 的 问题 见于 最 古老 的 以 亚 默 斯 (公元 前 
1700 年 ) 命 名 的 算术 书 中 : 

有 7 了 个 人 ,每 个 人 有 7 了 只 猪 , 每 只 猫 吃 ?只 老鼠 , 每 只 老鼠 吃 七 个 大 
雪 穗 , 每 个 大 麦 穗 能 产 7 合奏 , 问 共有 多 少 合 麦 ?答案 :有 7 即 16807 合 麦 。 

畦 的 符号 ”既然 负数 可 以 根 乘 ,所 以 寡 的 底数 也 可 以 是 负数 ; 根据 标 
准 的 符号 法 则 ， 就 有 如 (一 3)4= 《一 3)' (一 3 一 3) (一 3 一 十 8 及 
(一 分 3 一 (一 5) (一 5) (一 5) = 一 125。 显 然 , 两 个 负 因 子 的 乘积 是 正 的 ， 
三 个 是 负 的 , 四 个 又 是 正 的 ， 依 次 类 推 。 如 果 负 号 的 数目 是 偶数 ， 舌 为 正 
值 , 若 为 奇数 , 寡 为 负 值 。 指数 是 表示 (相同 ) 因 子 的 数目 。 

负 底数 的 办。 当 指 数 为 偶数 时 是 正 值 , 当 指数 为 吉 数 时 是 抽 值 。 

为 了 更 清楚 地 看 出 这 条 法 则 的 实质 ,我 们 选 ( 一 了 为 底数 。 同 时 注意 
到 ,一 个 正 底数 的 赛 当 指数 ”为 任意 正 整 数 时 都 取 正 值 ; 这 是 一 个 十 分 明 
显 的 事实 ; 


(+D)"=+1, (~D”=+1, (~D)”-1~——1 
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霍 的 乘法 和 除法 ”底数 和 指数 不 同 的 守 在 做 莱 法 或 除法 时 不 能 合 
并 ,例如 asc3/z?。 

同 指数 的 轩 。 如 果 将 几 个 数 的 积 再 自 乘 到 某 次 宕 , 如 (ab)”, 我 们 就 
得 到 % 个 因子 a5, 共有 2 个 因子 ， 即 分 别 有 % 个 因子 4 和 nn 个 因子 b。 
既然 因子 可 以 互 换 ( 交 换 律 )， 这 个 胰 积 可 以 重新 安排 成 4 个 因子 a 和 
个 因子 5 的 乘积 。 

【 例 】 1， (2xy2)5 = 227x525 = 32725y525, 

2. (34)=34.34.34~3.3.3.g.4'4=33.93~=27g3, 
3. 28.57=—=2.27.57=2.(2.5)'=2.107=20000000,。 


Ca:b)"=a".b" | 


同样 , 廊 数 为 分 数 的 等 (a/5)” 是 由 必 个 相同 因子 o/b 相 乘 永 得 ， 
此 这 个 短 是 一 个 分 数 ,其 分 子 由 个 因子 4 组 成, 分母 由 n 个 因 邓 组 
成 , 即 ov/bn。 
5\8 _ 5.5.5._5.5.5. 5 125 
[ 例 ] 1. (€) 


2 (名 > 53x3 125x3 


a/ 2 ga ° 
3 于 
”345 34.34! 34 \34 ‘34 \2 
1 1 


| (a/b)" =ar/b" 


将 一 个 分 数 ( 商 ) 自 来 到 茶 次 署 ， 就 是 将 分 子 ( 被 除数 ) 和 分 母 (除数 ) 


同 底数 的 血 。 根 据 吞 的 定义 , 辣 底数 a 的 两 个 寡 a” 和 a? 相 乘 , 意思 
就 是 将 % 个 4 和 另外 ?个 a 合并 ;这 样 就 得 到 m%+% 个 因子 , 即 Lm 十 人 D 次 
竺 。 1 
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【 例 】 1. 34.32=(3.8.3.3).(3.3) =3.3.3.3.3.3=34+2 一 38。 
2，56a5D.98arp5.1402393 一 28.7 ,06 .2.72,0785.2.7 .9298 


一 283+1+1o71I+3+105+?+2D145+3 一 D5 ,74,7y14p9 
3 7 a b 一 25.74.01409。 


CQ 一 人 mt 


除法 。 由 于 任何 除法 的 结果 都 可 以 看 成 是 一 个 分 数 , 被 除数 是 分 子 ， 
除数 是 分 母 , 所 以 宏 a” 除 以 短 ?也 得 到 一 个 分 数 ,分 子 是 m 个 因子 a， 
分 母 是 % 个 因子 4a。 如 果 % 是 较 小 的 指数 ,经 过 % 次 约 分 后 ,分 母 变 成 1， 
分 子 少 掉 % 个 因子 ,也 就 是 只 剩 名 一 x 个 因子 , 因此 其 值 为 we" "。 另 一 方 
面 ,如 果 m 是 较 小 的 指数 , 则 经 过 约 分 后 ,分 子 变 为 1, 分 母 中 还 有 ?一 
个 因子 ,这 就 得 到 1/a*-"。 如 果 两 个 指数 相等 ， 经 过 约 分 后 分 子 和 分 母 
都 变 为 1, 不 管 底数 为 何 ,这 样 的 除法 其 结果 都 是 1。 


11T11 
[ 例 ] i. Te7 让 一 76-4=72=49, 
111i1i 


1 . 
“HL 1 1 .1 


1 

8.]15= 全 ~__ 1 _ 1- 

2 12:11 HNN 155 1 121° 
1 


与 两 个 同 底数 赛 相 乘 的 结果 相 比 较 , 除法 得 到 的 结果 不 够 满意 ; 前 者 
积 的 指数 是 各 个 指数 的 和 ， 这 里 商 的 指数 是 差 % 一 n 或 % 一 m, 甚至 商 还 
可 能 是 数 1, 初 看 起 来 好 象 与 各 个 寡 无 关 。 既 然 除 法 是 乘法 的 逆 运 算 , 因 
此 我 们 可 以 预见 , 在 任何 情况 下 除法 的 结果 都 应 当 可 以 用 分 子 的 指数 入 
和 分 母 的 指数 7% 的 差 m 一 n 来 确定 ; 这 就 得 出 宕 的 第 三 定律 。 
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1867 年 个 了 所 有 变性 原理 , 按照 这 个 原理 ， 人 们 试图 保 
持 计 算法 则 的 有 效 性 , 而 扩大 与 运算 法 则 有 关 的 数学 对 象 的 概念 。 在 等 
的 第 三 定律 中 出 现 的 指 ed n, 初 看 起 来 只 有 当 %>% 时 才 有 意义 。 
如 果 按 照 不 变性 原理 , 当 m=n 和 ”%<n 时 这 个 定律 也 应 有 效 ， 这 样 就 出 
现 了 零 指 数 及 负 指 数 , 根据 前 面 采用 的 定义 这 是 没有 意义 的 , 因为 前 面 的 
定义 是 ，o" 意思 是 % 个 相同 因子 4。 因此 我 们 将 宕 的 概念 作 如 下 两 个 
定义 的 扩充 : 


窗 祷 念 的 扩充 | m=1 和 a "~=1/a* 04r#0 


这 样 a";a*=a™"" 就 毫 无 例外 地 始终 成 立 ， 并 符合 上 述 结果 。 因此 


1. 当 m>% 时 ,这 就 是 原来 的 定义 ; 

2. 当 mwp=n 时 ,有 am? 一 00 一 十; 

3， 当 mrp<n 时 ,根据 新 的 定义 ar" 一 oo 一 To。 

【 例 】 1. a3:q5=a35=g ?=1/a?。 

2. 25.(=) . C2n)° 573.(2) 二 52 -3 an a nn 

一 5 1.40. 和 一 291[5。 
3，27a4D4.56a2D-3.420-203 一 33.a404.7.23.020-3.7.3.2.a-203 
一 24。 34. 7 了 2， CQ 纪 4 一 (22. 32 .7 好 Ga2D2)2。 

4. 2 毫克 的 质量 亏损 相当 于 多 少 千 瓦 小 时 的 能 量 人 于 瓦 小 时 = 
3.6.1083 克 .厘米 2/ 秒 29 一 一 刀 - M vc2( 石 表示 能 量 , mm 表示 质量 , ¢ 是 光 
速 祥 3.10? 厘米 / 秒 )。 

可 以 得 到 

了 -3 于 瓦 小 时 = 2 于 瓦 小 时 
一 5-10*4 千瓦 小 时 。 
因此 ,如 果 2 毫克 为 质 全 部 转变 成 能 量 , 释 放出 的 能 景 是 50000 千瓦 小 时 。 

负 指 数 罕 常用 于 测量 单位 和 底数 为 10 的 情况 ; 例如 , ms 1 一 m/s 是 
速度 单位 ,表示 每 秒 米 ; gcm-?= g/ems 是 密度 单位 , 开 示 每 立方 厘米 克 等 。 
人 们 采用 10 的 页 指教 秘 , 是 因为 这 种 表示 法 能 使 人 对 非常 小 的 数 有 个 清 
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晰 的 形象 ,如 基本 电荷 一 I. 603.10-32 库 仓 及 氧 原子 的 直径 4=1.06.10-8 
cm。 为 了 使 人 对 氮 原 子 的 直径 有 个 大 概 的 了 解 , 可 以 打 个 比喻， 和 毛 原 子 
的 直径 与 足球 直径 之 比 差不多 等 于 足球 直径 与 地 球 直径 之 比 。 

轿 的 乘 方 ” 取 o” 的 震 , 也 就 是 要 计算 (ao")", 意 思 就 是 按照 原来 的 定 
义 ,去 求 4 个 相同 因子 a” 的 积 ,而 每 一 个 因子 a" 又 是 由 w 个 相同 因子 a 
组 成 。 因 此 一 共有 %”%% 个 因子 4 相 乘 。 这 种 论证 同样 适用 于 wm 个 相同 
因子 1/a", 或 4 个 相同 因子 1/a” 的 情况 ， 因 此 整数 mw 和 mw 也 可 以 是 负 


数 。 


由 于 因子 的 次 序 可 以 变换 ,所 以 指数 的 次 序 也 可 以 变换 。 因 此 ,可 以 

将 一 个 守 的 指数 分 解 成 因子 , 而 因子 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ; 
an 一 (an 一 (omDn。 
【 例 】 1，(22)4 一 (2 人 2 一 162 一 256。 
(一 9a2b8)5 _ (—1)5(32g2D3)5 Barps __ 3g2pu 
(~—6q2b)s (~1)*(2.343)4 24 .3408D4 2 ° 

3. 三 个 数字 仅 用 加 法 .乘法 和 取 寡 来 表示 的 最 大 整数 是 gs”"。 因为 . 
有 9+9+9<9.9.9<999<99?< (9) <92%9 一 9 一 9387420489。 若 用 十 进 
制 写 出 这 个 数 需要 一 张大 纸 ， 纸 的 长 度 差不多 要 从 伦敦 一 直 铺 到 斯 德 哥 
尔 摩 ; 或 者 可 以 装订 成 33 本 书 ,每 本 书 有 800 页 ,每 页 写 14000 个 字 。 

平方 表 和 立方 表 

查 平方 表 “在 平方 家 以 零 开 头 的 一 行 中 可 以 找 出 1.0 到 9.9( 即 列 
在 最 左边 的 开头 一 行 ) 各 数 的 平方 ,例如 , 6. 和 名 一 各 .96。 在 以 1, 2,…, 9 
开头 的 各 行 中 列 出 了 所 有 三 位 数 的 平方 , 取 四 位 有 效 数字 ( 见 图 2.1-1)， 
即 所 有 末 位 数 为 1 的 数 的 平方 都 在 以 1 开头 的 一 行 中 ， 末 位 数 为 2 的 各 
数 平方 在 以 2 开关 的 一 行 中 ,等 等 。 因 此 , 6.44 的 平方 是 在 6.4 一 烈 和 4 
开头 的 一 行 的 相交 处 ; 6.44? 二 条.47， 取 四 住 数字 ; 而 其 精确 值 是 
和 .4736。 这 个 数 同 时 还 以 相同 的 精确 度 给 出 了 64.4 6.44, 0.644， 
0.06 生 等 数 的 平方 。 若 作 一 粗略 估计 便 可 看 出 ， 警 如 说 , 64. 甜 一 定 在 
64 一 3600 和 702= 4900 之 间 ， 因 此 取 四 位 有 效 数字 一 定 是 和 47; 同样 


92 ”第 2 章 高 级 算术 运算 


图 2.1-1 查 平 方 数 6.44? 一 41 .47 


0.644 一 定 是 在 0.6?==0.36 和 0.7?=0. 和 9 之 间 , 根据 平方 表 一 定 是 
0.4147。 接 照 同样 的 方法 可 得 453:= 205200 (严格 说 是 205209) 及 
0.00908? 一 0.00008245 (精确 信和 是 0.0000824464) 。 如 果 需 要 求 平 方 的 
底数 有 四 位 数 ， 则 将 相 邻 两 个 三 位 数 的 平方 差 在 可 能 具有 的 第 四 位 数 
0, 1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 之 间 均 匀 分 成 十 等 分 。 例 如 ， 根据 表 
6.447? 介 于 6.4402=41.47 和 6. 和 02 一 41.60 之 间 ， 将 此 两 数 之 差 0.13 
《 即 第 四 位 数 相差 13 个 单位 ) 分 成 10 等 分 ,每 等 分 得 0.13;10=0.013( 或 
1.3 个 单位 ); 因此 在 6.447? 中 ,底数 的 第 四 位 数字 是 7, 相 应 于 7?.0.013= 
0.091 ( 即 7.1.3=9.1 个 单位 )。 一 般 说 来 , 如果 差 数 是 9 底数 第 四 位 数 
宇 是 z 个 单位 ， 则 分 得 的 值 是 c==4.z/10 个 单位 。 对 四 位 有 效 数字 的 平 
方 表 值 的 修正 值 是 0.09; 因此 得 到 6.447?=41.47 十 0.09= 纽 .56。 由 于 
Ta 


图 2.1-2 查 立 方 数 1.573 一 3.870 
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表 的 差 值 是 平均 分 配 的 ， 所 以 称 为 线性 插值 法 。 鉴于 平方 数 的 轨迹 是 一 
条 抛物 线 ， 我 们 假定 在 与 6.442 和 6.45? 两 平方 数 相应 的 点 之 闻 是 一 条 
直线 , 即 为 该 抛物 线 的 一 根 驴 线 。 表 上 的 相 邻 两 值 之 差 越 小 , 则 用 插值 法 
求 得 的 值 与 真 值 相 差 也 就 越 小 。 对 于 7.607, 可 以 相继 得 到 7.60?= 
57.76,7.612=57.91, d=15, c=4d.:2/10=15.,7/140 =10.5 心 10， 因 此 
7.607?=57.86。 立 方 表 的 排列 情况 与 此 类 似 ( 见 图 2.1I-2)。 


根 


根 的 概念 ”希腊 人 早已 熟悉 求 一 个 面积 已 知 的 正方 形 边 长 的 问题 。 
如 果 一 个 正方 形 的 面积 是 x?， 如 dm?，9m?, 16m? 等 , 则 很 容易 求 出 边 长 
2; 由 邓 =3?m2 及 好 一 0.52m2?， 很 自然 就 有 和 
=3m 及 zs 一 0.5m。 在 一 般 情况 下 ， 当 面积 为 
一 任意 正 ( 实 ) 数 时 , 则 无 通 解 可 得 ; 在 柏拉图 的 
对 话 < 哲 人 传 > 中 , 苏 格 拉 底 (Soerates) 以 宛 长 的 
几何 论证 说 明 边 长 为 的 正方 形 的 对 角 线 就 是 ”他 i 
面积 为 2 的 正方 形 的 边 ( 见 图 3.1-3)。 在 今天 
痢 来 ， 哲 人 传 应 该 以 如 下 的 表述 总 结对 话 的 几 i 
何 内 容 ， 即 面积 为 2 的 正方 形 的 边 长 x 的 信 为 ”图 2.1-3 正方 形 面积 
2 二 V3。 这 里 符号 V3( 污 作 : 2 的 平方 模 ) 表 。(〈(V 3 )% 为 已 知 正方 形 
示 数 2， 当 它 自 乘 ( 平 方 ) 时 得 出 值 2。 实际 求 。 面积 工 的 两 信 
这 个 数 z 的 数值 解 的 问题 只 有 在 一 些 特殊 情况 下 才能 解 ,例如 , M9 =3， 
因为 32=9; 或 V0.0144==0.12， 因为 0.132 一 0.0144。 . 

一 个 非 负 实数 4 的 平方 根 X 二 a，, 定义 为 一 个 非 负 实数 xX, z 的 平 


疗 样 , 希 脂 数学 家 的 提 洛 (Delian) 问 题 ， 求 一 立方 体 的 边 长 , 该 立方 
体 的 体积 是 边 长 为 1 的 立方 体 体积 2 倍 ， 这 就 得 出 一 个 三 次 根 ， 或 叫 祥 
方 根 。 今 天 看 来 这 个 问题 应 表述 如 下 ， 体 积 为 2 的 立方 体 边 长 6。 是 数 
e 二 V3( 读 作 : 2 的 立方 根 ), 它 的 三 次 寡 值 是 2, @=2。 只 有 在 特殊 情况 
:下 才 容 易 求 出 这 个 数 ,例如 , 3 =2, 因为 2 一 8, 或 V0.135=0.5， 因 
为 0. 弄 =0.125。 就 象 表达 式 x 一 Va 和 xz2=o x>0 及 e=Ya 和 ea= 
a 是 等 价 的 一 样 , 当 b>0 时 , a=Vb 和 a"=b, a 之 0 也 定义 为 是 等 价 
的 。 
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定义 ， 一 个 非 负 实数 5 的 次 根 4=MVD 是 这 样 的 一 个 非 负 实数 4， 


求 根 应 看 成 是 乘 方 的 着 运算。 待 求 根 的 数 4 叫 艇 被 开 方 数 , 它 与 塞 
相应 ; 值 4 与 宕 的 底数 相应 ,这 里 的 % 也 叫 指数 。 

由 于 对 任何 正 整数 ”都 有 Il*= 工 所 以 也 有 I=1; 又 由 0"=0, 得 
WT 一 0。 为 了 完整 起 见 ， 人 们 还 确定 V4 =a。 方 程 巡 一 4 有 两 个 解 ， 
z= 十 2 和 wo= 一 2, 因为 避 = 坦 =~=4。 根 V5 一 z 是 唯一 确定 的 。 因此 
对 于 侦 数 %, 方程 2*==b 的 两 个 解 的 差别 仅 在 于 符号 。 

方程 只 = 一 8 有 解 X= 一 2。 因 为 按照 定义 ,被 开 方 数 要 是 非 负数 ,所 
以 一 定 要 写成 z= -ET-( -8 允 ]= -8。 当 ”是 奇数 而 且 2<0 时， 
方程 x*=b 有 一 个 解 是 z= 一 (一 6)。 通常 用 记号 z= 尽 -8 来 表示 
z= 一 8 的 解 。 因 此 不 言 而 喻 , 当 % 为 奇数 时 ， 一 个 负数 的 根 就 是 其 绝对 
值 的 负 根 。 因 此 只 要 在 正 数 范围 内 , 求 根 和 乘 方 是 互 为 着 运算 。 

根 的 计算 “在 运用 中 , 平方 和 立方 根 是 经 常会 遇 到 的 。 这 就 是 我 们 
在 下 文中 专门 要 讨论 的 问题 。 在 解 给 定 问题 时 应 从 各 种 可 能 的 方法 中 选 
择 一 种 , 以 便 通 过 最 省 力 的 计算 得 出 有 足够 精确 度 的 结果 。 

数值 法 。 早 在 16 世纪 斯 蒂 弗 尔 就 提出 了 数值 法 , 并 用 它 求 到 第 七 次 
根 。 今 天 人 们 已 采用 对 数 。 因 此 我 们 只 需 说 明 用 此 法 解 平方 根 的 问题 就 
够 了 。 

首先 ,对 数字 位 数 作 几 点 说 明 。 一 个 两 位 数 , 如 21 或 85 的 平方 有 3 
位 或 4 位 数 。 一 般 说 来 , 一 个 入 位 数 的 平方 具有 2n 一 1 或 2% 位 数 。 有 既然 
求 根 是 乘 方 的 道 运算 , 所 以 一 个 24 一 1 或 22 位 数 的 平方 根 有 刀 位 数 。 例 
如 ,Vi=21,W7235=85。 确定 根 的 位 数 是 容易 的 : 从 小 数 点 开始 , 将 
被 开 方 数 向 两 边 按 两 个 数字 一 节 来 分 节 。 根 的 小 数 点 前 后 位 数 就 等 于 被 
开 方 数 小 数 点 前 后 分 成 的 节 数 。 例 如 V39190106.198159 二 631.67, 在 小 
数 点 前 有 3 节 , 小 数 点 后 有 2 节 。 

以 4 生 为 例 ,我们 知道 它 的 根 一 定 有 两 位 数 ,也 就 是 说 , 一 定 取 十 
的 形式 .这 里 是 10 的 一 个 倍数 。 因 此 ， 

441 一 (ww 十 D)? 一 a2 十 20D 十 D2， 
即 441=02 二 (24 十 D)D。 
这 是 在 计算 平方 根 时 采用 的 一 个 办 法 ， 即 先 从 被 开 方 数 减 去 a?，, 然后 再 
减 去 第 二 项 (24+b)b; 
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VE-20+1-21 


~ 一 400 ww b a+b 
41 
一 (2a+b)b 一 
0 


二 位 数 以 上 的 根 的 计算 方法 也 类 似 : 
M5745.64=70+5+0.8=75.8 


—a? 一 4900 已 C 4 十 D 十 C 
845 

~(24+b)b 一 725 
120.64 


— (2a+25+c)e 一 120.64 
0 


近似 公式 。 这 里 提 到 的 近似 方法 在 古代 就 已 经 知道 并 应 用 了 。 另 外 
还 有 一 些 方法 将 在 II. 第 8 章 中 讨论 。 

如 果 & 比 5 大 得 很 多 ， 虽 在 表达 式 [4+b/(29)]?=03 十 b+/ 《4a?) 
和 [a+b/ 《3a == 二 5 十 3/ (303) 十 /27a5 中, 分母 中 含 4 的 塞 的 项 
都 很 小 ,可 以 路 去 。 这 就 得 出 平方 根 和 立方 根 的 近似 值 。 


2 一 一 -一 
(ot 这) a+b Vatb =a 十 总 - 


3 _ 
(ers) a3+b Vatb 0+ 


【 例 】 1. V35=V(36 二 D6 一 1/12=5.917, 
其 准确 值 为 5.91608.…。 

2. F30000= ~ (0729000+1000) ~90+1000/(3.902) =90.041, 
其 准确 值 为 90.0411.…。 : : 

求 根 的 其 他 方法 。 根 还 常常 借助 于 计算 尺 及 对 数 表 来 求 得 ， 因 为 这 
样 计算 不 费 多 大 力气 。 用 对 数 求 根 还 有 另外 一 个 优点 ， 即 能 很 快 地 算出 
任何 指数 的 根 , 而 不 需 做 太 多 的 工作 。 

利用 寡 函 数 罗 =z 的 图 ,用 图 解法 或 根 。 如 果 图 画 得 足够 准确 , 或 对 
精确 度 的 要 求 非常 低 ， 则 在 曲线 结构 中 适当 线段 上 的 各 点 可 以 用 来 求 % 
次 根 的 值 , 即 每 给 出 一 个 纵 坐 标的 正 值 z， 就 能 找 出 相应 的 横 举 标 值 y= 
Xz, 即 % 次 根 的 值 。 诺 模 图 也 常 有 应 用 。 例 如 , 可 以 将 一 个 贺 柱 的 长 度 
1, 直径 4 和 体积 这 之 闻 的 关系 在 诺 模 图 中 表示 出 来 ( 见 图 2.1-4)。 
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图 2.1-4 用 来 计算 圆柱 直径 图 2.1-5 一 个 乘积 的 平方 根 
4 一 ~ 4D7CzD 的 诺 模 图 。 如 co 一 三 


果 了 的 单位 是 cms, 1 的 单位 
是 cm, 则 4 的 单位 是 cm 

【 例 】 长 为 20 em 和 体积 为 160 ems 的 一 个 圆柱 的 直径 有 多 大 ? 

在 体积 标尺 上 标 出 点 160 em3， 在 长 度 标 尺 上 标 出 点 20em， 用 直线 
连接 此 两 点 ， 则 此 直线 截 中 间 标 尺 于 所 求 的 直径 处 。 在 此 例 中 直径 为 
3.2cm。 同样 由 圆柱 的 体积 900 ems 和 直径 8 em 可 求 得 长 度 为 18em。 

几何 平均 值 也 可 以 用 图 示 法 表示 ， 并 可 用 来 作为 计算 一 个 乘积 的 平 
方 根 的 诺 模 图 ( 见 图 2.1-5)。 

用 表 求 根 。 平 方 表 列 出 的 平方 数 取 至 四 位 有 效 数 字 。 根 据 平方 根 的 
定义 ,这 些 数 可 以 看 成 是 被 开 方 数 。 被 开 方 数 根 的 各 个 数字 可 由 被 开 方 
数 所 在 列 的 开头 数 和 它 所 在 行 的 开头 数 求 得 ; 例如 ，V76.39=8.74， 
VOTi36=0.337，M3777 =52.7 及 M3.403=1.55 ( 见 图 2.1-6)。 

如 果 被 开 方 数 介 于 表 中 两 个 平方 数 之 间 ， 则 除了 表 中 平方 数 的 差 & 
已 知之 外 ,修正 值 。 也 为 已 知 , 再 根据 查 平方 数 的 公式 c=Q.2/10, 求 得 第 
四 位 有 效 数字 + 二 10.c/a; 例如 , V56.90 介 于 V56. 呈 和 ww57.00 之 间 ， 
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因此 所 求 值 应 在 7.54 和 7.55 之 间 ; 表 的 平方 数 差 4=15, 修正 数 c=5， 
则 第 四 位 数 z2=50/15=3; 其 结果 是 V56.90=7.543。 同 样 可 以 求 得 
M15.78=3.972 及 66566=81.64。 


图 2.1-6 查 平方 根 V2.403=1.55 


在 平方 根 表 中 读 法 和 插值 法 与 在 平方 表 中 一 样 。 不 过 应 该 注意 , 现 
在 是 被 开 方 数 写 在 开头 的 行列 中 , 相应 的 平方 根 写 在 表 的 中 央 , 

【 例 】 V55.3=7.437。 

对 于 平方 根 所 作 的 一 切 讨论 , 对 立方 根 也 同样 成 立 。 

除了 被 开 方 数 是 个 平方 数 或 % 次 唾 的 特例 之 外 ， 所 有 平方 根 或 % 次 
根 都 是 无 理 数 (参看 工 .第 3 章 )。 


分 数 指数 千 的 根 


求 根 可 以 看 成 乘 方 的 逆 运 算 。 如 果 将 一 个 军 再 取 % 次 窄 ( n 是 正 整 
数 ), 也 就 是 将 这 个 睾 的 指数 乘 上 n。 既 然 除法 是 乘法 的 逆 运 算 , 所 以 如 下 
表达 是 符合 不 变性 原理 的 : 


| or"=v 
| | 


这 就 定义 了 一 个 新 的 数 or/", 当 4 是 个 正 实数 , 办 和 是 两 个 正 整 
数 时 , 它 必须 满足 "= 以 环 。 根 据 前 面 导 出 的 法 则 ,这 个 数 的 呈 次 震 是 
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(a"m)"=a", 这 与 % 次 形 的 定义 相符 。 间 时 ， 这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 由 
m/n 一 mi/r', 如 4/6 一 6/9， 即 得 Vam= Var 如 果 将 根 X% 号 自 乘 到 
(也 次 宕 ,并 且 记 住 wa =n， 则 得 (VE)™*= [CVa3)"]w=[a"]™ 
=amm。 同样， CVI)" -L(V 一 [er 一 om 也 就 是 说 , 得 
出 了 相同 的 值 。 由 此 得 出 如 下 一 些 关 系 式 。 
1. Va.MY6b=ab 因为 al".bUn= (ab)ln 


2. EE 一 (ao 


1 
3, - b-ln— bo- -IN1/n 
Ti- 去 因为 (b™) 
. ‘a 一 /ar 因为 OA ra 0 


例 ] 1. V3dr’ = VY BT = MBMVm.% 3 
l 
=27% 37 。 
2. VB /34_ /二 _2 
“VF MFI Vg 3° 


6 4 
1 2 
4 ER) 
5. 2/ 可 =-V 林 -3 
6. YB 7. 1 0), 


Vv O43 
8. Ida . % 1007 . S16a0 
/3.8.7.3.0.al0l 一 VE.L.N.albt 
~—22.31.01, bi 2ab = 120b% 505。 


© 
oo 
2 
| a 
[We 
i 
[ow 
ow 
加 
[wa 
ED 
ED 
卢 
区 
[an 
Uo 


14\ a 64 .0 802 
2 二 | 0 一 、/- = 
10. y ( + 若 ) pr 死 B020 


14. 


15. 
16. 


17, 


18. 
19. 


20. 
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/12 Ba /15c. 54 
-ap V gh NE 了 Vdc 
. (VI ~ VIO ~ VV OVI /4 08, 
[3/ 0)]= [Cao)16]9 一 12316.0816 一 72.013113 


一 My UL/3 一 Mau ,AT 。 

nf a nara nag ns 
Vat 0m 一 荆 y Cm 一 工 YA 一 a 
当 4=3, n=2 时 ,这 就 是 V3 二 3/8=3V3/8; 

当 4=2, n=5 时 ,这 就 是 V3+03731) 一 23731。 

/2 区- 一 [(29)13]15=2500=212 一 了 。 


/as. YE ={[as(as) VY 58, 5/12 一 q513+5112 025112 
12 

02t1/12 2, Go 

M3V3V3=[3.(3.302)12]U? 912.914. 313 

一 31/2+1/4+118= 37/8 ~ 5, 

8/ ar 3 yd 913-313 oy 

Sa Ma 0 0 0 5 1 天。 

S/N 055 =) 0Q(515)2 一 0215)zt+(516)2 一 (87180)z 

一 Qt+7/30)2 一 02。 Ya, 

a) VVIT YY VD V100, 

b) T0100001, 


有 理化 分 母 ， 整 数 或 有 理 数 的 根 ,一 般 说 来 是 无 理 数 , 可 用 无 限 不 循 


环 小 数 来 表示 。 因 此 要 尽量 避免 被 根 式 除 ,也 就 是 说 ， 
有 理 数 的 根 。 在 这 样 的 情况 下 , 我 们 总 


避免 分 数 的 分 母 是 
能 找到 一 个 数 , 应 用 这 个 数 能 将 分 


数 变 换 , 使 其 分 母 成 为 有 理 数 。 假 如 分 母 是 Ya" 二 4a""，a 是 有 理 数 ， 若 
乘 上 om:om/" 一 ord 一 an 一 定 得 到 值 g"， 即 变 成 了 有 理 数 。 例 
如 ， 分 数 1/3 Dp 一 定 要 用 23-D13 一 2213 去 扩 分 

[ 例 】1. 二 = -ea -可 


必用 
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形 如 M4 ~MVb 的 分 母 要 乘 上 Va + V 卫 才能 变 成 有 理 数 ， 因 为 这 个 乘 
积 的 结果 是 4 b。 


[ 例 YY3 VI(V3+V2) 
V3—V2 人 YY VS+YY) 
_3+V65 

5 3+V6。 


无 理 数 指数 寡 ” 寡 是 某 一 整数 个 相同 因子 的 乘积 , 从 这 个 定义 出 发 ， 
按照 不 变性 原理 先 将 其 含义 扩充 到 负 指 数 ， 然 后 又 扩充 到 任意 有 理 数 指 
数 。 似 乎 还 可 以 进一步 发 展 , 允许 有 无 理 数 指数 。 假 设 为 一 个 正 无 理 数 
指数 ,问题 是 当 给 定 一 个 底数 b 时 , 要求 5*。a 可 以 表示 成 一 个 无 限 不 往 
环 小 数 , 即 可 以 写成 : 4 二 4.014203…qs…, 也 就 是 

a=Q 二 Qi/10 十 ao/I02 十 aa/J108 十 十 Ga/TO05 十 


这 里 “是 一 个 整数 , 4; 是 0 到 9 之 间 的 数字 , a1 表示 十 分 他 的 数 , as 是 
百 分 位 的 数 ,等 等 。 候 数 的 数字 不 会 从 某 一 位 起 门下 多 为 。 也 不 会 护 轴 
hn 例如 , 对 于 wa= V 2 =1. 和 421356…， 有 4 一 了 

=4, qs=1, gs=4,04=2, 5=1, 06 一 3，d7 一 5， dg= 全 如 我 们 将 
的 和 雪上 上 于 项 /10 和 ,就 得 到 一 个 近似 值 ow 它 与 A 相差 不 到 1/10'。 
现在 可 以 证 明 当 w 越 来 越 接近 无 理 数 & 时 , 则 对 于 任何 正 底数 上 的 有 悍 
指数 寡 b% 就 越 来 越 接近 菜 一 个 数 ,这 个 数 就 定义 为 5*。 

如 w 是 个 负 指 数 , 可 对 分 数 1/b 的 分 母 作 同 样 论证 , 因为 这 个 分 母 
的 指数 是 正 的 。 可 以 证 明 ， 有 了 这 些 定义 宪 的 运算 法 则 对 任何 实数 指数 
都 有 效 。 


2.2 对 数 计算 
一 百 五 十 年 以 前 曾 有 些 诗 人 将 对 数 表 看 成 是 数学 的 精华 ,“ 对 数 与 数 
学 的 关系 ,就 象 数 学 与 科学 的 关系 ”, 这 是 努 瓦 尔 (Noval) 说 的 。 现 在 对 数 
表 早 已 从 这 种 地 位 跌落 下 来 了 , 它 的 地 位 已 被 计算 尺 和 计算 机 所 代替 。 
对 数 定律 和 对 数 系 


用 赫 作 乘法 “如果 将 一 个 底数 璧 如 说 3 的 各 个 指数 和 、 寡 2 和 它们 
的 值 s 编 成 一 个 表 , 就 可 以 很 容易 地 通过 指数 ; 计算 值 2 的 乘 和 除 ; 例如 
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4.8 一 22.23 一 2213 一 32, 或 16:64= 24:26=2-? 一 1/4。 按 照 寡 的 定律 ， 如 
时 利用 右边 的 表 , 我 们 只 要 计算 2+3=5 或 4 一 6= -2。 代 和 蔡 乘 方 ， 只 
要 做 乘法 就 够 了 : 出 = (33 一 2 一 64; 同样 , 求 一 一 -一 一 一 一 一 
根 可 以 用 除法 代 蔡 ， 例 如 ， 尽 CAT6J) -204= | 2 
1/2。 如 果 将 在 一 个 问题 中 出 现 的 暴 用 相应 的 。 -4 2-4 | 1716 
指数 代替 进行 计算 ， 则 所 有 的 算术 运算 者 可 以 -3 | 23 | 1/8 
和 化 成 较 低 一 级 的 运算 。 这 个 方法 有 一 个 缺 -2 | 2? | 14 


点 ， 就 是 与 3 的 各 个 等 之 间 的 数 对 应 的 指数 不 | 二 | 
知道 。 但 是 一 旦 算出 了 对 应 指数 的 值 , 例如 算 | 。， 2 
出 了 VB-2%1~1.006956 之 后 ， 也 就 得 出 了 | % 4 
这 个 数 的 从 0.01 到 工 之 间 的 所 有 指数 赛 的 需 8 | %s 8 
求 值 ; 例如 252= 25D? 二 1.013960 及 201 = 4 24 16 
(2t00)1=1.071773。 其 他 圭 之 间 的 中 间 值 也 5 | 2 | 32 
可 以 求 出 。 例如 : 6 | 2 | 6 


2101 21+001 =9.9001..9.013912 

及 231==23+01 一 8,1.071773=8.574184。 当 指数 是 有 理 数 而 不 是 整数 
时 , 2 的 所 有 这 些 塞 是 无 理 数 ; 当 老 2 为 任 一 给 定数 时 , 要 求 出 指数 a 是 
可 能 的 (参看 本 节 之 历史 简 述 )。 

对 于 某 个 底数 5>1 和 一 任意 正 数 2, 一定 有 一 个 指数 1 满足 b'=z， 
这 是 很 容易 证 明 的 。 当 指数 为 足够 大 的 正 数 时 , 5>1 的 鹤 会 大 于 任 一 给 
定 实数 2>1, 而 当 指 数 为 足够 大 的 负数 时 ,5 的 矫 会 小 于 任 一 给 定 实 数 
zx(0<z<1)。 因 此 一 定 有 一 个 整数 a 满足 5 六 <z<5+1。 如 果 将 间隔 a 
到 a 十 分 成 十 等 分 ， 每 份 长 1/10, 则 能 在 0 到 9 之 间 找 到 一 个 整数 ai 
满足 ts/<z<brtm/M+116。 如 果 继 续 不 断 地 将 上 两 个 指数 的 间隔 再 
分 成 十 等 分 , 就 可 求 出 一 个 小 数 作为 更 小 的 指数 a==4.4qi42…ar… 一 4 十 
aqHMVI10 二 aa/102 十 … 十 at/10' 士 …。 这 可 以 是 有 限 的 ， 在 此 情况 下 一 2 多， 
0 一 4.9192…04 是 有 理 数 ， 或 无 限 接 过 一 个 实数 a 满足 ?=x。 在 数值 上 
这 些 指数 1=a 可 以 用 级 数 展开 求 得 。 它们 被 称 为 数 5z 对 于 底数 5 的 对 
数 , 写 作 i1 一 log。 xz。 根据 定义 底数 b 一 定 要 大 于 1, 数 z 要 为 正 值 。 一 给 
定 底数 5 的 所 有 对 数 构成 底数 b 的 对 数 系 。 

在 开始 时 考虑 的 实际 对 数 是 以 2 为 底 的 。 现 在 可 将 上 述 结果 书写 如 
下 ; 
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logs 2=1， 因 为 和 =2;，log2 4 二 2， 因 为 22=4; 

logs 32=5, 因为 2 一 32; logs(1/16) 一 一 生 因为 2 于 一 1/24 一 (LA16); 
logs1.006956 一 0.01, 因为 2%%1=1.006956; 

logs 1.071773=0.1, 因为 204 一 1.071773; 

logs 8.574184=3.1, 因为 231 一 8.574184; 

log: (4.8) =logs 4+ logs 8=2+3=5= 10g2 32; 

logs (16:64) =logs 16—1log2 64=4—6= —2=log2 1/4; 

log, =3.log: 4=3.2=6=log, 64; 


4 并 
logs 和 高二 logs 沁 一 二 (多 =-1-logs 当 。 


对 于 任何 底数 b 如 下 关系 均 成 立 ， 因 为 这 些 关系 只 是 表示 了 指数 蹇 
的 规律 。 由 寡 的 序列 …，b- ab 2 5p-1, lb1, b?, 55, … 得 出 logsb?=2, 
logs 03=3, .…, log, b" =n, logsb=]1, logsl1=0, log, (1/b)=—1, 
logs (1/b") = 一 n, 也 就 是 说 工 的 对 数 永远 是 零 , 而 其 他 值 见 后 边 的 表 。 由 
于 对 数 经 常 应 用 ,所 以 对 数 计 算 的 法 则 被 表述 成 独立 的 规律 。 


底 数 数 的 范围 | 对 数 和 范围 
b>1 1 0… 江 
b...02 1..2 
Bn. Dntl nr 十 
1 
1 法 0… 一 1 
1 1 
-pr "Br 7% 十 1 一 


| log, (ni1°%2) 一 1ogo ni+ log nz 


由 1=logs (m1:7%2)，l1 = 二 logsn1， ?2 一 1ogo722， 得 =n1:Ro，b4 一 901 
b*=n2， 即 0! 一 b+ 也 就 是 ?一 中 十 Pa 
对 数 第 二 定律 ， 商 的 对 数 等 于 被 除数 和 除数 的 对 数 之 差 。 


| logs Qu fra) = logs n1— logs 12 | 
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由 1=1o0g, (n1/ns), 11 =log, N1, ls=logs No, 得 二 ni/nz， bu =n1, 
b5 一 no, 即 一 bu 也 就 是 1==11 一 126 
【 例 】 logs 1/17=logs1—logs 17=— logs 17, 


| log,(p") = riogs p 


由 1=log, p”, l=log,p, 得 要 =p", bn=p, 即 b'=(b")"=b", 也 就 
是 i=rli6 


已 22 
【 例 】 1. log。 6 =3 log,5+2 log, 2— 41og, 6。 


2. log, b=?7 log, b=7:1=r, 
对 数 第 四 定律 ， 根 的 对 数 等 于 被 开 方 数 的 对 数 除 以 根 指数 。 


| logs Vw = (1/7)1ogs 


由 1=logsVw, =logyw, 得 如 =Vw, D4=w, 即 0 =wYr=b4/nn， 
也 就 是 1= (4/7) ao 


【 食 


对 数 系 ，” 在 所 有 各 种 可 能 的 对 数 系 (底数 > 了 中 , 只 有 两 种 是 常用 
的 : 自然 对 数 和 十 进 制 对 数 。 在 高 等 数学 中 使 用 最 多 的 是 自然 对 数 。 它 ， 
们 是 以 超越 数 。 为 底 的 , 。 的 定义 是 极限 lm《l+1/m)", 或 无 穷 级 数 : 


e 一 2.7182818.… 


1 1 ， 


机 十 可 二 


3/ 05 
ji] log 告 =(1/3) (logs gs ~logss’) =3. logig 一 logs s 


e=lim G+) =-I+ 工 十 
nn i1! 


e。 具有 交 量 指数 的 窒 构 成 指数 函数 e”, 它 适用 于 描述 与 给 定时 刻 出 现 
的 量 成 比例 的 增加 或 减少 的 各 种 事件 ,如 放射 性 衰变 .森林 或 人 口 的 增长 。 
实际 上 ， 十 六 和 十 七 世纪 的 数学 家 们 算出 的 第 一 批 对 数 是 属于 这 个 体系 
的 。 通 常用 in 代 蔡 log。: 即 log。z= in zx。 用 于 计算 对 数 的 级 数 给 出 了 自 
然 对 数 的 各 个 值 。 十 进 制 对 数 也 叫 常用 对 数 , 是 以 10 为 底 的 , 它 最 早 是 布 
里 格 斯 (Briggs) 算 出 的 。 在 实际 计算 中 , 它们 的 使 用 极为 广泛 ,并 用 区 代 
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蔡 loglo 来 表示 这 类 对 数 。 假 如 读者 遇 到 符号 log x, 没有 注 明 底数 ,在 初 
等 数学 中 可 以 认为 其 预期 底数 是 


芝 对 数 ”10, 在 高 等 数学 中 认为 是 6 在 本 

~ 书 中 采用 的 记 法 lg x=logioz 已 
/10=1073 一 3 向 国际 推荐 , 并 在 逐步 采用 。 常 
W100=103 -2 用 对 数 的 底数 与 数 系 的 底数 相 
We -1 同 ， 依 据 这 一 点 它 的 优点 从 整个 
0 1 数值 来 看 是 很 清楚 的 (参看 表 )。 

100 2 这 就 是 说 , 对 于 底数 为 10 的 对 数 

3 只 需要 算出 1 到 10 之 间 的 数 , 即 只 


需要 算出 数 的 数字 序列 的 对 数 。 
例如 , 当 算 出 1g2.37=0.3747 时 ， 
也 就 同时 算出 了 数 28.7, 2370, 0.237，0.00237 等 ,也 就 是 值 为 2.37 和 
10 的 某 个 宪 的 乘积 的 任何 数 的 常用 对 数 ( 见 下 表 )。 

由 jg 2.37=0,3747 导出 的 对 数 


数 转 换 对 数 首 数 

23.7 ”一 10.2.37 lg10+lg2.37 | lg23.7=1.3747 1 

2370 —103.2.37 | lg103-+1g3.37 | 1g2870=3.8747 3 
0.237=1/10.2.87 | 1lg1/10+1lg2.37| lg0.237=0.8747—I 


0.00287=1/103.2.37 |lg 1/103+lg2.37|lg0.00237=0.3747—3 


一 个 对 数 需 要 计算 的 实际 数字 3747 称 为 对 数 的 尾数 , 小 数 点 前 面 的 
整数 叫 对 数 的 首 数 。 对 于 大 于 或 等 于 1 而 小 于 40 的 数 , 其 对 数 的 首 数值 
是 0; 对 于 10 到 99 的 数 , 首 数值 是 1; 一 般 地 说 ,对 于 小 数 点 前 有 位 数 
字 的 数 ， 其 对 数 首 数值 是 ”一 le。 如果 数 是 小 于 1 的 小 数 , 则 其 首 数 是 负 
数 , 首 数 的 值 表 示 小 数 点 向 右 移 至 该 数 的 第 一 个 非 零 数字 时 走 过 的 位 数 。 

对 于 底数 为 上 的 对 数 ， 只 要 计算 出 TI 到 ”之 间 的 各 个 数 的 对 数值 作 
为 尾数 ; 2 和 如 之 间 各 数 的 对 数 首 数 是 1 等 等 。 十 进 制 对 数 的 底数 与 数 
系 的 底数 相同 , 其 首 数 可 直接 读 出 。 

从 一 个 对 数 系 到 另 一 个 对 数 系 的 转换 。 最 简单 的 级 数 展开 给 出 自然 
对 数 ,但 是 在 实际 工作 中 要 用 常用 对 数 , 因此 , 这 就 需要 从 一 个 数 % 对 于 
底数 4 的 对 数 来 计算 同一 个 数 对 于 男 一 个 底数 52 的 对 数 。 假设 =logon 


妹 亲 轴 
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是 已 知 的 ,而 =logsn 是 需求 的 。 设 =logob 是 新 系 的 底数 5 对 于 已 
知 系 的 底数 4 的 对 数 。 按 照 客 的 表示 法 , 可 以 写 出 三 个 等 式 ; 
Qo=n; bh=n; ap 一 D。 
将 第 三 个 等 式 自 乘 到 》 次 寡 , 即 得 
aomm 一 bo 一 2 一 an， 也 就 是 ，aez 一 om 即 1 一 Lo。 


这 个 关系 称 为 链 式 法 则 。 | 链 式 法 则 | log。D ,logs7%2 一 log。m | 


假如 自然 对 数 为 已 知 , 则 令 a=e, b=10, 便 得 到 ln 10.1gn=lInw。 因 此 , 
常用 对 数 可 由 自然 对 数 乘 以 常数 1/ln 10 = Mao 求 得 ，M10 称 为 以 10 为 
底 的 对 数 的 模 。 


en= Gn10) mn=atoo] | lnn=lgn/lge=lgn/Mio | 


Df10=0.4342945... | lg Mio=0.6377843—1 


1/Mi10=1n 10=2.3025851.… 


另 一 方面 , 如 果 从 一 个 已 知 常用 对 数 表 来 计算 自然 对 数 , 则 在 链 式 法 则 中 
应 该 令 4=10, 6 一 6, 则 得 到 1 eInn=Ig no 

实际 上 如 果 令 n=10, 立即 可 以 看 出 lge=Mio: 由 nn~lgn/lge， 
得 ln10=1l/lge 或 lge=1/ln 10= Mi0。 

逆 运 算 。 加 法 和 乘法 各自 有 一 个 逆 运 算 , 即 减法 和 除法 ,由 51+s2=s 
得 到 s1=5 一 52 或 53 二 s 一 81。 同 样 ,由 有 1"fo=p, 得 户 =2/ 户 或 户 =2/ 廊 。 
但 是 , 要 想 从 一 给 定 的 军 "一 p 来 计算 底数 7 及 指数 94， 则 要 做 两 个 不 同 
的 和 运算， 底数 由 根 式 * 二 VD 求 得 ,指数 由 对 数 4 一 logsP 求 得 。 对 re 一 
p 进行 形式 变换 便 可 得 到 (YP) 一 p, 这 是 根据 根 的 定义 ; 而 等 式 rzerz- 
纪 这 是 根据 对 数 定义 。 根 作为 磁 方 的 道 运算 时 ,其 指数 一 定 要 是 有 理 数 ; 
即 当 q=t/s, + 和 s 为 互 质 整数 时 ， 则 rie 可 直接 导出 7 =pr，7 二 VP。 
但 是 如 果 g 是 无 理 值 a, 如 根 只 能 解释 成 是 一 个 实 指数 的 寡 :r =z/"。 要 
计算 一 个 无 理 指 数 a 的 霉 2 或 根 +， 需 利用 对 数 。 由 2=y“, 通过 对 两 边 
取 对 数 ， 比 如 说 对 底数 10, 就 可 得 到 区 pg= alg +, 则 有 p=10"; 或 由 
lg 7=]lg p/a, 求 得 值 > 一 100gp)a。 

除了 底数 为 5, 指数 为 该 对 数 系 的 有 理 数 告 以 外 , 所 有 其 他 数 的 对 数 
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都 是 无 理 数 。 例如 ,假如 log 2=t/s 是 一 个 有 理 数 , t 和 s 是 互 质 整数 ， 
且 s>t, 则 由 10%=2, 即 10! 一 2, 或 约 简 成 下 一 2 5 但 这 与 整数 分 解 
成 质 因 子 的 唯一 性 定理 相 矛 盾 。 这 个 论证 可 以 推广 到 任何 底数 5 和 任何 
整数 n,n 可 以 假定 是 在 1 和 上 之 间 。 在 方程 :=n* 中 ， 耶 盾 在 于 : 由 于 
b>>n, 5 一 定 还 有 一 个 除 % 以 外 的 约 数 。 

对 数 的 应 用 ” 拉 普 拉 斯 (Laplace) 就 对 数 的 发 明 曾 说 过 : “对 数 的 发 
明 将 几 个 月 的 计算 工作 量 缩短 成 几 天 的 工作 量 , 因此 可 以 说 , 它 无 疑 是 延 
长 了 计算 考 的 寿命 。” 

但 是 ,对 数 的 重要 性 并 不 全 在 于 它 使 计算 大 大 简化 。 对 数 的 概念 在 
高 等 数学 的 许多 分 支 ,例如 在 微 积 分 学 、 微 分 方程 中 ,在 复 变 函数 论 、 位 势 
论 和 解析 数论 中 都 起 着 运算 工具 的 作用 。 

在 热力 学 中 ， 一 个 物体 或 一 些 物体 所 组 成 的 体系 的 箭 是 与 热力 学 概 
率 配 的 自然 对 数 成 正比 的 , 即 S=k.lnW, 这 里 是 普 朗 克 - 玻 耳 兹 曼 党 
数 (L 二 1.380.10716 尔格 / 度 )。 

在 天 文学 中 , 星 等 (亮度 ) mm 不 是 用 射 到 人 眼 的 能 量 来 量度 的 ， 而 是 
用 能 量 的 对 数 来 量度 的 。 这 里 加 一 m0 一 一 2.5lg(1/10), 式 中 了 6 是 mo 星 
等 的 辐射 能 , 1 是 mw 星 等 的 辐射 能 。 

【 例 】 如 果 太 阳 的 绝对 星 等 是 Mo= +4.7， 而 猎户 星座 中 的 参 宿 七 
的 星 等 是 到 = 一 5.8, 即 得 一 5.8 一 4.7 一 一 2.51g(/10 10.5/2.5 一 和.20 
=]g(CVTo， 即 IF。16000， 因 此 参 宿 七 每 秒 钟 辐射 的 能 量 约 为 太阳 辆 
射 能 的 16000 倍 。 

这 个 定律 可 以 看 做 是 书 伯 - 菲 霖 纳 尔 Weber-Fechner)》 定律 的 一 个 
特例 , 韦伯 - 菲 赫 纳 尔 定律 是 说 观察 到 的 量 与 放射 源 强度 的 自然 对 数 成 正 
比 的 。 换 旬 话 说 ,观察 到 的 不 是 放射 源 强 度 的 差 而 是 商 。 

在 测定 气压 的 高 度 公式 一 一 60370(lgbo 一 lgb) 中 , ho 是 已 知 高 
度 ， 以 英尺 为 单位 , bo 是 此 处 气压 计 的 读数 , 单位 是 英寸 冬 柱 高 , 5 是 另 
一 处 气压 计 的 读数 , 该 处 的 高 度 h 是 需求 量 。 

【 例 】 测 得 飞 坝 周围 大 气 的 压强 是 17 .60 英寸 冬 柱 高 ， 而 地 面 气象 
站 报告 当地 气压 是 50=22.15 英寸 冬 柱 高 , 求 飞 机 离开 地 面 的 高 度 。 由 于 
lg bo=1.3454 和 1lg5==1.2455, 即 得 到 及 =60370.0.1 英尺 =6037 英尺 ， 
这 就 是 飞机 离开 地 面 的 近似 高 度 。 

复 利 公式 bs。 二 b+p/100)* 也 可 以 在 生物 学 中 应 用 , 例如 ， 可 用 来 
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计算 一 个 森林 的 木材 量 增长 到 某 一 值 时 所 需 的 年 数 。 这 里 "为 开始 时 的 
木材 量 , 5 为 问题 中 的 某 一 时 期 末 的 木材 量 , 2 是 每 年 增长 的 百分率 。 这 
个 公式 对 按 一 定年 百分率 增长 的 有 机 体 是 普遍 适用 的 。 例 如 ,在 研究 放 
射 性 物质 时 ， 发 现在 某 一 时 鹿 出 现 的 % 个 原子 核 中 有 2% 个 核 衰变 , 入 是 
0 和 工 之 间 的 一 个 数 。 因 此 有 微分 方程 an/at= 一 hm, 此 式 可 以 用 变量 
分 离 法 积分 : gap 一 一 和 42 即 也 (ano) = 一 tn 一 noe” 式 中 积分 常数 
no 是 在 时 间 t=0 时 出 现 的 原子 核 数 。 了 为 半数 原子 核发 生 衰变 所 需 的 
有 时间, 称 为 半衰期 ; 半衰期 可 由 (1/2) = 一 和 7 即 了 =(n2)/ 求 得 。 


常用 对 数 的 计算 


在 实际 运用 中 , 十进制 对 数 , 即 常 用 对 数 是 极为 重要 的 。 对 这 一 对 数 
制 进行 的 讨论 已 足够 多 了 ， 因 为 将 一 个 对 数 制 变换 成 男 一 个 对 数 制 的 关 
系 是 很 简单 的 。 上 面 已 经 证 明 过 , 对 数 表 只 需要 列 出 工 积 10 之 间 各 数 的 
值 。 在 十 进 制 中 所 有 其 他 各 数 都 可 以 用 这 些 数 中 的 一 个 和 10 的 某 次 寡 的 
乘积 来 表示 。 十 的 乘 方 的 指数 是 整数 , 当 灾 大 于 10 时 , 这 个 整数 是 正 的 ; 
当 宪 小 于 工时 ,这 个 整数 是 负 的 。 这 个 整数 就 时 作对 数 的 首 数 。 当 数 介 于 
0 和 10 之 间 时 ， 首 数 为 0, 它们 的 对 数 是 介 于 0 和 1 之 交 的 小 数 。 小 数 
点 后 面 的 数字 列 称 作 尾 数 。 

对 数 表 ”根据 对 数 的 无 理 值 按 四 舍 五 入 所 截 数字 的 数目 ， 人 们 称 为 
4 位 、5 位 或 7 位 对 数 。 较 多 位 数 的 对 数 很 少 使 用 , 只 是 为 了 特殊 目的 
才 使 用 。 表 中 最 左边 即 开头 一 行列 出 数 的 头 3 个 或 3 个 或 4 个 数字 ， 
也 就 是 列 出 了 从 10 到 99 (4 位 对 数 ), 从 100 到 999 (5 位 对 数 ) 或 从 1000 
到 9999(? 位 对 数 ) 的 数字 。 在 开头 一 行 各 数 的 后 面 是 各 个 数 的 以 了 0 为 
底 的 对 数 尾数 ， 尾 数 的 第 三 、 第 四 或 第 五 个 数字 取 0 和 9 之 间 的 适当 值 。 
在 5 位 对 数 表 中 ， 很 多 尾数 的 头 两 个 数字 相同 ， 例 如 对 于 值 lg 9,333 一 
0.97002, .…, lg9.340 二 0.97035,，…, lg9.549=0.97996, 共 有 217 个 尾 
数 开头 两 个 数字 相同 ,都 是 971 为 了 避免 这 些 不 必要 的 大 量 重复 , 人 们 将 
这 头 两 个 共同 数字 写 在 独立 一 行 ， 放 在 以 0 开头 的 第 四 个 数字 那 行 的 前 
面 ， 只 在 所 有 尾数 都 以 这 两 个 数 开 头 的 一 列 的 起 始 处 写 一 次 ; 在 本 例 中 
《图 2.2-1) 是 写 在 934 的 右边 。 在 此 前 面 的 尾数 003 到 030 部 分 写 在 96 
一 档 里 ， 但 是 属于 97。 因此 在 它们 上 面 打 有 星 号 :“002 到 *030 ( 见 图 
2.2-1); 或 用 黑体 字 , 或 以 其 他 方式 表示 出 来 。 同 样 在 ? 位 对 数 表 中 ， 尾 
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图 2.3-+ 5 位 对 数 表 的 开头 一 行为 980 到 987 的 各 列 


2 5725 


图 2.2-2 查 1log 5,728 的 图 2.2-3 log 5.728 一 0.7580 
尾数 0.7580 的 尾数 的 图 解 播 值 

数 的 前 三 位 数 也 提 在 前 面 。 

数 的 最 后 一 位 数字 4 通常 由 线性 植 值 法 求 得 ( 见 平 方 表 一 节 )。 将 吉 
的 相 邻 尾数 的 差 值 4 分 成 10 等 分 d/10, 它 的 z 倍 z*4/10=c 就 是 尾数 
的 修正 人 入。 例如 , ljg 5.728 介 于 0.7574 和 0.7582 之 间 ( 见 图 2.2-2), 表 
的 差 值 4 是 0.7582 一 0.7574 一 0.0008， 因 为 这 个 未 位 数字 z 是 8， 因 此 
尾数 的 修正 值 是 c=z.4/10==8.8/10==6.4 心 6, 这 就 是 小 数 点 后 第 四 位 数 
的 数字 : lg 5.728 =0.7574 十 0.0006=0.7580( 见 图 2.2-3)。 在 4 位 对 数 
表 中 培 5.7283 和 上 面 的 值 相 同 , 但 在 5 位 对 数 表 中 ， 它 介 于 霹 5.728 = 
0.75800 和 二 5.729 一 0.75806 之 间 , 因此 4 二 6，z 二 3, 所 以 一 0.6.3= 
1.8, 则 得 ]g5.7283=0.758023。 当 采用 5 位 对 数 表 时 ,lg 5.728342 的 结果 
同上 , 因为 数字 4 和 2 无 法 考虑 进去 。 但 在 7 位 对 数 表 中 ( 见 图 2.2-4), 得 
到 lg5.7283=0.7580258 和 ]g5.7284=0.7580333; 因此 表 的 差 值 4= 
75, 由 表 的 有 关 部 分 得 出 数字 4 的 修正 值 = 30; 对 于 0.2, 修 正 值 cs 一 
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1.5， 因 此 和 所 的 修正 值 c=31.5 吃 32， 所 以 得 lg5.728342 二 0.7580290。 


图 2.2-4 7 位 对 数 表 的 开关 行为 5 5728 3 到 5 5732 的 各 列 


如 果 已 知 对 数 , 要 求 相 应 的 真 数 , 则 除了 从 对 数 表 上 查 得 差 值 4 外 ， 
修正 值 c 也 是 已 知 ,下 一 位 有 效 数字 * 可 由 z=10c/d 求 得 。 


75 249 
1 7.5 工 24.9 
2 15.0 2 49.8 
3 22.5 3 74.7 
4 30.0 4 99.6 
5 37.5 5 124.5 
6 45.0 6 149 .4 
7 52.5 7 174.3 
8 60.0 8 I99 .3 
9 67.5 9 224.1 


【 例 1 lgm=0.5412 介 于 0.5403 和 0.5416 之 闻 , 因此 ni 介 于 
3.47 和 3.48 之 间 ; 这 里 4=13，6c=9, 因此 :一 90/13z7; 结果 由 一 
3.477。 

[ 例 2】] lg r= 0.50000 介 于 lg3.162 ~ 0.49996 和 jg 3.163 = 
0.50010 之 间 ; 这 里 & 二 14， /i 因此 和 =3.1623。 

【 例 3] lgns=0.2409357 介 于 lg1.7415==0.2409235 和 1g1.7416 
二 0.2409484 之 间 。 这 里 4= _240, c=1292, 由 与 此 相应 部 分 的 表 得 出 第 
六 位 数字 4, 因为 4.24.9 一 99.6, 又 因为 122 一 99.6==23.4, 所 以 第 七 位 
数字 的 值 是 9, 即 得 3=1.7?41549。 

负 首 数 通常 是 在 小 数 点 前 面 的 数字 上 加 一- 横 ( 表 示 负 号 )， 而 不 是 写 
在 数字 的 前 面 。 例 如 , 由 i820.3010, 得 多 1/2=lg1-]g2= 一 0.3010; 
这 个 数 可 以 写成 0.6990 一 1 或 1.6990, 若 由 jg5=0.6990 出 发 ， 因 而 有 
lg0.5=0.6990 一 1 了 .6990, 得 出 的 结果 相同 。 在 三 角 函 数 对 数 表 中 有 
时 采用 另外 一 种 方法 , 这 个 方法 避 开 负 首 数 , 而 是 假定 有 一 个 一 10 的 首 
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数 写 在 对 数 的 后 面 。 按 照 这 个 表示 法 ; lg0.5=0.6990 一 1 一 9.6990E-10, 
表 只 写 出 前 一 个 数 9.6990。 
【 例 1】 lg80.723=0.8591 一 1 一 了 .8591 9.8591 一 10, 写 作 9.8591。 
[ 例 2] 1g0.00723 二 0.8591 一 3 = 5.8591 一 7.8591 一 10, 写作 
7.8591, | 


【 例 3】 要 计算 w= 一 蕊 2 的 值 ,由 4 位 对 数 表 得 Ig2= 0.3010 和 


gi 
1 3010 
g1.03=0.0128, 要 求 商 z 一 全 5， 可 以 取 对 数 : lgn 一 lg0.3010 一 


lg 0.0128= (0.4786—1) — (0.1072—2) =0.3714 十 1=1.3714。 与 此 对 
数 相应 的 数 是 2 一 23.52。 在 加 一 横 的 表示 法 中 , 计算 方法 为 
lgn=T.4786—3.1072=1.3714, 

【 例 4] 计算 In2 的 值 。 一 一 由 常用 对 数 转 换 成 自然 对 数 的 公式 : 
In2= (lg 2)/(lge) 一 0.3010/3M1o = 0.3010/0.4343。 通 过 取 对 数 得 ; 
lg(ln 2) =~lg0.3010—lg 0.4343=T.4786 一 了 I.6378 一 I.8408。 与 此 对 数 
相应 的 数 是 In 2 一 0.6931。 

函数 9=] 多 xz 的 图 象 :列表 写 出 所 有 正 实数 xz 的 函数 值 y。 在 笛 卡 
尔 坐 标 系 中 点 出 这 些 值 , 就 得 到 函数 y= 队 x 的 曲线 ( 见 图 2.2-5)。 曲线 
与 2 轴 交 于 点 zo 一 1, % 一 放 1=0。 当 z$ 值 由 1 下降 到 0 时， 曲线 迅速 下 
降 , 当 wx->0 时 ,曲线 渐 近 于 负 y 轴 。 当 z 值 由 1 增加 到 10 时 ， 通 数 单调 . 
地 由 0 增长 到 1。 由 于 dy/dx=]/(zIn10) ==2Mio/z 一 0.4343/zx， 所 以 早 
线 的 切线 和 Zz 轴 之 闻 的 夹 角 a 很 小 ; 而 当 z 由 1 增加 到 10 时 , tana= 
dy/dz 由 0.4343 减 小 到 0.04343。 因 为 10 到 100 之 闻名 数 的 对 数 首 数 
是 1 所 以 在 此 十 倍 的 间隔 中 遂 数 增长 的 长 度 与 1 和 40 之 间 增 长 的 量 完 


图 2.2-5 函数 y=]g 乡 的 图 象 


2.2 对 数 计算 时 


全 相同 , 即 必 =1。 这 对 由 zx 一 1000 到 zx=10000 的 间隔 也 同样 适用 。 由 
此 可 见 这 个 曲线 与 直线 相差 是 很 小 的 ， 从 而 证 明 在 此 情况 下 线性 插值 法 
是 通用 的 。 4 位 对 数 表 直接 给 出 100 和 1000 之 闻 的 各 值 ,而 7 位 对 数 表 、 
甚至 给 出 了 10000 和 100000 之 间 的 各 值 。 

计算 举例 下 列 数值 表达 式 是 以 不 同方 法 建立 起 来 的 。 如 果 式 中 仅 
包含 高 级 算术 运算 , 可 完全 用 对 数 法 计算 , 也 就 是 说 , 只 靠 查 对 数 就 得 到 
最 后 结果 。. 但 是 , 如果 式 中 含有 和 或 差 , 则 必需 经 过 中 间 计 算 算出 各 个 加 
数 ， 然 后 求 出 它们 的 和 。 了 可 能 还 会 遇 到 要 减 去 一 个 数 的 对 数 的 问题 。 但 
在 实数 领域 中 不 存在 负数 的 对 数 。 因 此 , 人 们 通常 采用 这 样 的 办 法 , 特别 
是 在 三 角 计算 中 ， 即 用 符号 % (表示 人 负数) 或 p (表示 正 数 ) 表 示 加 于 一 个 
数 上 的 运算 ， 乘 法 常用 的 符号 法 则 需 作 相应 的 改动 : (+)"《 一 ) =《 一 ) 现 
在 变 成 2+2=7 及 (一 )…( 一 ) 一 (十 ) 变 成 十 n=p 等 。 

首 数 和 尾数 。 可 用 不 同方 法 求 得 , 但 是 只 有 把 它们 写 在 一 起 ,才能 代 
表 对 数 的 值 。 对 于 对 数 需 进行 的 运算 同样 适用 于 首 数 和 尾数 的 数字 。 例 
如 , 候 如 一 个 数 7 的 对 数值 是 5.6， 即 lg zx 一 5.6, 此 对 数 的 一 半 是 3.8， 
天 此 二 人 62=lg V5 一 2.8, 同样 3lgz=]gz9=16.8。 


在 对 小 于 工 的 正 实 数 的 对 数 应 用 这 些 显而易见 的 法 则 时 , 必须 注意 : 
这 些 数 的 对 数 是 负 值 ,记号 与 通常 用 法 略 有 不 同 。 在 数 轴 上 , 不 是 由 零 向 
左 直 接 到 需求 的 数 , 而 是 走 一 个 之 字形 , 先 越过 此 数 到 一 个 负 整 数 处 , 然 
而 再 向 右 到 达 该 数 ( 见 图 2.2-6); 例如 , 一 0.35= 一 I 十 0.65, 或 一 1.62 一 
一 2 十 0.38。 这 个 过 程 是 因为 在 将 有 关 数 作 小 数 展 开 时 会 出 现 10 的 客 而 
引起 的 ; 这 就 使 得 完全 相同 的 一 个 数 可 以 有 几 种 不 同 的 表示 方式 ， 例 如 ， 
—0.35=—2+1.65=—10+9.65; —1.62=—5-+3.38=— 20 上 18.38 
等 。 这 两 例 中 的 尾数 是 65 和 38; 首 数 包含 有 责 个 整数 ， 一 个 是 正 数 或 
零 ， 另 一 个 一 一 通常 写 在 第 二 位 一 一 是 负数 。 在 上 面 的 例子 中 ， 首 数 是 


图 2.2-6 具有 负 首 数 的 对 数 : 
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0. CD)=d..…—2) 一 《9 — 10) 和 《0 一 2) 一 《3 .…， 一 5)= 
《18.… 一 20) 。 数 的 乘法 、 除 法 和 乘 方 也 就 是 将 这 些 数 的 对 数 相 加 、 相 减 和 
相 乘 , 这 是 不 难 的 ,只 要 记 住 在 查 一 个 数 时 ， 要 从 小 于 此 数 的 下 一 个 负 整 . 
数 开始 。 在 求 根 , 也 就 是 除 对 数 时 , 我们 必须 这 样 做 ; 选择 适当 的 首 数 , 使 
其 能 被 根 的 指数 除 尽 ,以 保证 相 除 之 后 首 数 仍 为 整数 .这 总 是 可 以 做 到 的 。 

这 些 注 意 点 同样 适用 于 对 数 为 负 值 的 其 他 表示 法 ,我 们 用 4.… 代替 
0..… 一 k, 并 按 常规 方法 进行 算术 运算 , 不 过 要 记 住 代表 一 %。 


【 例 1] z= 100, 
jgz= 1/algI00 一 1/s.2 一 2/a=0.6667， 
z=4.6 


a 


【 例 2】z= v0. 
Igo ig0.s 1.C0.3010—1) 
=1/,(1.3010—2)=0.6505—1 
或 lgz= 1/a(9.3010 一 10) 
=1/(19.3010—20) 
=9.6505—10, 
z=0.4472, 


[ 例 3] z= T00007)5 

jg 0.927=1.9671, 

5lg 0.927=T.8355, 

(0.927)5=0.6847 
1--0.6847=0.3153, 

lg 0.3153~=TI.4987, 

了 lg 0.3153= 工 .8327， 

~3/0.3153=0.6807. 


【 例 纪 “9. C2 (0-2856] . 0.006998] 
: 加 “ 四， 
lg z=lga+t le btl be, 
在 下 面 的 表 中 ， 用 纵 线 将 数 > 与 对 数 lg 
分 开 : 


b=0:2856 -| 0.4558 —1 
c=0.006998 一 -| 0.8450 —3 


3.5065 4 
0,5065 一 
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[可 2— [D0750) :6-40] 
一 四 . 回 


lgx=lga—lgb 


[ 例 6] c=[56.07]: 


四 :加 

lg r=lga—lgb 

N le » 

56.07 3.7488 —2 ~ 
992.6 ————| 2.9967 
z=0.05651 一 -| 0.7521 -2 | 
【 例 7]】 w= [0.0029341: 10.00008998 
lgzx=lga—lgb 


N 


0.002934 一 一 | 1.4675 一 4 
0.00008998 一 | 0.9541 一 5 


0.5134 +1 
z=32.62 一 -一 | 1.5134 
【 例 8】 z= |0.07440| 5 

= 


ljgz=5.lga 
N | lg 


oS 4.3580 一 
z=0.000 002 281 


4 一 0.07440 一 一 | 0.8716 一 2 ,5 
| 
0.3580 一 6 
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葬 9 -区 到 
一 回 x 
lgr =w lga 
lg(lg x)=lg w+tlg(g a) 


【 例 10】 z= 人 000 本 
=5/ 回 = 回 1/5 
lgz ~l/slga 


[ 例 11] 5 /EM VE ee] 
a 0 00001001 2. (3607000] < 下 


i 21g[e] ~41g @] 
T= 


89.49 1.9517- 3. 5 
0.006 006 一 一 | 1.7786 一 人 
TY -上 


0.000 010 0 一 
3601 000 一 一 


0.0004 一 5 
6.5564 


0.01774 
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11.55——| 1.0626 


32.94 一 一 | 1.5177 
0,8844~—| 0.9467 一 1 


历史 简 述 ”对 数 计算 的 来 由 清楚 地 表明 了 社会 发 展 和 数学 发 展 之 间 
的 关系 。 通 向 印度 的 海路 的 发 现 是 与 天 文 、 航海 和 三 角 的 兴盛 发 展 时 期 
密切 联系 在 一 起 的 。 数学 是 航海 家 必 不 可 少 的 工具 。 随 着 贸易 的 进行 ， 
商业 算法 有 了 重大 发 展 , 在 本 文中 主要 是 指 复 利 计 工 。 当时 这 两 个 领 
域 都 对 职业 计算 家 提出 了 特别 要 求 ; 和 人们 可 以 想象 ， 天 文学 家 开 普 惑 
《Johannes 及 epler，157?1~1630 年 ) 为 了 推导 以 他 的 名 字 命 名 的 定律 需 
要 进行 多 么 大 量 的 计算 。 当 时 第 一 流 的 计算 家 们 在 寻求 简化 的 计算 方 
法 ,特别 是 在 寻找 算术 级 数 和 几何 级 数 之 间 的 关系 ,这 就 必须 用 加 法 来 代 
蔡 乘 法 。 
-.“ 数学 家 保 尔 ' 维 特 奇 (Paul Wittich，1555~1587 年 ) 和 克 里 斯 托 夫 ， 
克拉 维 斯 (Christoph Clavius, 1537~1612 年 ) 于 1593 年 发 表 了 一 本 书 叫 
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“ 星 盘 ?>， 他 们 在 这 本 书 中 曾 提出 将 两 个 小 于 工 的 正 数 ac 和 ?> 的 乘法 简化 
成 加 法 ， 其 办 法 是 将 它们 看 成 三 角 函 数值 = 一 sin a 和 b=cos 8。 根据 加 
法 定理 ( 见 工 第 10 章 ); 

sin(a+B) =sin acos B+sinB cosa 


sin(ga—B)=sin acosB—sinB cosw 
[sin(a+t 8) sin(a—H)]—sinacosB—a.b 


取 a=0.61566 和 b=0.93969， 他 们 得 出 a=38° 和 B=20°?， 因此 ，a 二 
B=58° 和 a 一 B=18”, 结果 a'b 一直 [0.84805+0.30902] 二 子 "1.15707 
即 0.61566.0.93969=0.57854。 

数学 家 西蒙 史 德 温 曾 经 做 过 荷兰 军队 的 陆军 军需 兵 司令 兼 军需 局 
局 长 , 他 刷 导 过 印度 -阿拉 伯 进 位 记 法 , 特别 是 分 数 的 十 进位 记 法 。 他 制 
定 过 一 些 复 利 计算 表 ， 后 来 为 乔 斯 * 贝 烙 (Jost Biirgi, 1552~1632 年 ) 
继续 完成 ， 并 由 贝 烙 于 1620 年 在 布拉格 以 《算术 和 几何 级 数 » 为 书 名 发 
表 。 他 从 底数 .0001 =1 十 1/10000 开始 ， 这 个 底数 的 筹 很 容易 计算 ， 
因为 一 一 按 现在 的 话说 -一 只 需 取 二 项 展开 式 的 少数 几 项 就 给 出 贝 格 提 
出 的 需求 的 10 位 精确 度 。 这 个 底数 的 第 10000 次 客 民 二 1A10000)209 
是 2.71846, 与 数 e=2.7182818… 接近 , e 的 定义 是 极限 lina(1+IAD"。 
因此 ， 将 这 些 指数 除 以 10000 就 近似 地 得 出 这 些 等 的 自 然 对 数 。 在 表 
的 开头 一 行列 出 对 数 ， 而 在 现代 用 表 的 尾数 的 位 置 写 着 数 本 身 ( 反 对 数 
表 )。 

甚至 杰出 的 数学 家 耐 普尔 (Nepier) 这 位 默 吉 斯 顿 庄园 的 第 八代 主 
人 (1550~1617 年 ), 在 他 1614 年 发 表 的 著作 《奇妙 的 对 数 规律 的 描述 ?中 
也 只 是 部 分 地 达到 了 他 的 目的 。 他 所 选用 的 函数 ， 按 现代 的 记 法 是 y= 
ge-“9， g 一 1000000。 对 于 两 个 指数 的 和 x==z1 十 x2, 这 就 得 到 y ge 9 
"e219 一 yiyo/9。 在 伦敦 的 数学 教授 亨利 ' 布 里 格 斯 (Henry Briggs, 1556 
和 ~1630 年 ) 很 钦佩 耐 普 尔 ， 耐 普尔 和 他 一 起 决定 采用 允 数 y=10“。 在 耐 
普尔 死 后 , 布 里 格 斯 继续 计算 ; 1624 年 他 的 《对 数 算术 » 一 书 出 版 了 , 书 中 
列 出 了 由 1 到 20000 和 由 90000 到 100000 各 数 的 14 位 数 对 数 。 缺 掉 的 
对 数 被 测量 员 欧 兹 奇 尔 ' 德 ' 迭 克 尔 〈 了 zecfiiel de Decker) 和 阿 得 连 ' 混 拉 
克 (Adrian Vlacq) 算 出 ,他 们 的 第 一 部 完整 的 对 数 表 于 1627 年 问世 。 
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为 了 将 反对 数 表 转 换 成 对 数 表 ， 布 里 格 斯 利用 了 算术 级 数 和 它们 的 
相关 几何 级 数 之 间 的 关系 ,按照 这 个 关系 ,对 于 两 个 数 wx 和 os 的 算术 平 
均值 必 有 相应 的 两 个 量 g1 和 gs 的 几何 平均 值 VH9G 与 之 相对 应 。 例 
如 ,在 以 3 为 底 的 宪 的 序列 中 ,对 于 数 2.5=(2+3)/2。 就 有 值 V9.37 
=9V 3 与 之 相对 应 , 因为 83122 一 VB. 人 =Vy'27。 

1 2 3 4 ，… 

3 9 27 81 … 
选 10 为 底数 , 并 用 4 表示 对 数 , 用 %; 表示 冠 的 值 ， 以 此 表示 出 算术 级 数 
的 各 项 ,我 们 就 分 别 得 到 0<W<1 和 1<n;<10 间隔 的 一 系列 值 : 


0 到 (0+ 了 =0.5 m= Vid=3.162277... 

= +1) =0.75 m= Vi I~—5.623413... 
1= 计 (+l) 一 0.625 ng— VR =4.21696 和 4… 
= 诗 Q2+1) =0.6875 m= VN = 和 .869674… 
= 到 Ca 二 一 0.71875 ne — Vm 5.232991... 
16= 3 +15) =0.703125 加 一 二 -5.048065.… 
1。 = 416) —0.6953125 Ni = VM m4.958067.. 
1= 直 (e+1n) 一 0.69921875 ne— Vi 5 ,002365... 


上 面 列 出 八 步 得 到 ]g 5.002865 一 0.69921875, 这 个 方法 指出 如 何 利 用 反 
复 求 平方 根 的 方法 , 最 后 可 以 将 log 5 的 值 计 算 到 任意 的 精确 度 。 


对 数 计 算 尺 


历史 简 述 早 在 17 世纪 二 十 年 代 ， 埃 德 蒙 ' 冈 特 (Edmund Gunter 
1561~1626 年 ) 就 指出 了 党 一 刻度 直线 进行 对 数 计算 的 原理 ,在 他 的 尺 上 ， 
乘法 和 除法 借助 一 对 除法 器 按 长 度 的 加 和 减 来 进行 。 过 了 不 久 , 威廉: 笑 
特 雷 得 (1574~1660 年 ) 利用 了 两 条 彼此 可 以 相互 滑动 的 内 特 线 ， 这 样 
就 不 必 和 再 使 用 除法 器 了 。 他 的 线 既 有 坦 线 形 也 有 辕 弧 形 的 。 大 约 在 17 
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世纪 中 期 , 埃 德 蒙 : 温 盖 特 (Edmund Wingate，1593~1656 年 ) 和 赛 特 : 
帕 特 里 吉 (Seth Partridge) 采用 了 一 个 可 在 一 国定 木 块 的 两 个 部 分 之 间 
滑动 的 尺 , 这 是 一 个 与 现代 滑动 计算 尺 相似 的 计算 仪器 。 到 19 世纪 计算 
尺 最 终 定型 了 ，19 世纪 末 计 算 尺 开始 由 工业 大 量 生产 。 一 些 专用 计算 
尺 ,例如 供电 工 和 商人 用 的 , 不 久 也 随 之 产生 了 。 

对 数 计算 尺 的 结构 ”下 图 是 表示 科学 家 和 工程 师 常用 的 一 种 类 型 的 
计算 尺 ( 见 图 2.2-7)。 其 他 类 型 的 装置 略 有 不 同 ， 需 在 技术 上 作 某 些微 
小 修正 。 一 般 说 来 , 计算 尺 的 尺 长 为 235 厘米 。 


主 尺 


图 2.2-7 对 数 计算 尺 


计算 尺 由 三 个 部 分 组 成 ， 主 尺 、 滑 尺 和 游标 。 主 尺 包括 全 尺 、D 尺 
和 区 尺 (通常 还 有 其 他 尺 )。 谓 尺 在 主 尺 的 棋 里 移动 。 滑 尺 的 正面 标 有 C 
尺 、 民 尺 或 CI 尺 和 BB 尺 ,背面 是 三 角 消 数 尺 及 其 他 。 游 标 上 有 一 条 或 三 
条 竖 直 线 , 可 在 主 尺 和 滑 尺 上 移动 。 一 般 采 用 中 间 一 条 竖 直 线 , 其 他 两 条 
线 在 计算 圆 面积 和 圆柱 体积 时 要 用 到 。 


人 
1 2 3 “561890 20 30 40 60 100 


| 图 2.2-8 上 面 是 对 数 尺度 ,下 面 是 绪 性 尺度 即 普通 尺 
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计算 尺 的 标 度 ”计算 尺 的 标 度 与 函数 y=lg x 有 关 。 在 对 数 标 度 尺 
上 , 刻 标 度数 字 的 位 置 离开 原点 的 距离 与 这 些 数字 的 对 数 成 比例 。 基本 
对 数 尺 C 和 了 涉及 的 数 是 1 到 10。 尺 上 特定 点 离 原点 的 距离 是 通过 相 
应 数 的 对 数 乘 尺 的 长 度 (250 mm) 求 得 的 。 例 如 , 从 起 始点 工 到 点 2 之 间 
的 距离 是 ]g 2.250 mm 一 75.3 mm。 对 数 不 是 均匀 上 升 的 ， 因 此 对 数 尺 
的 刻度 也 不 是 均匀 分 布 的 ( 见 图 2.2-8)。 我 们 看 到 , 随 着 数 的 增长 , 它们 
之 间 的 距离 越 来 越 小 。 

刻度 尺 入 和 B 也 是 对 数 尺 ， 它 们 是 由 等 长 的 两 个 部 分 组 成 。 数 
和 10 之 闻 的 距离 是 C 和 D 尺 上 的 一 半 。 在 了 尺 上 表示 长 为 二 由 的 部 分 
与 B 扩 上 表示 长 为 2jg % 一 说 色 的 部 分 相对 应 。 这 意味 着 , 尺 仿 和 BB 上 
的 数 是 它们 下 面 的 C 和 DD 尺 上 的 数 的 平方 。 

与 此 相 类 似 ， 由 三 个 等 长 部 分 组 成 的 及 尺 ， 给 出 了 卫 尺 上 数 的 立 
方 。 

L 尺 ,通常 在 尺 的 最 下 方 ,或 在 滑 尺 背 面 中 间 , 它 不 是 对 数 尺 ,而 是 直 
接 给 出 其 上 方 数字 的 常用 对 数 的 尾数 。 


图 2.2-9 计算 尺 的 各 种 分 刻度 


CI 尺 或 也 尺 上 的 数 是 D 尺 上 数字 的 倒数 。 它 的 刻度 与 D 尺 相同 ， 
但 是 它 的 数字 顺序 与 D 尺 相反 是 从 右 向 左 , 对 于 卫 尺 上 的 每 一 个 x 值 ， 
它 都 给 出 倒数 1/zx。 

读数 和 定位 。 在 计算 尺 上 可 以 读 到 三 位 数字 。 读 头 两 位 数字 几乎 没 
有 什么 困难 , 并 不 比 读 一 根 直 尺 上 的 数字 困难 。 读 第 三 位 数字 是 件 麻烦 
事 。 不 均匀 的 标 度 需要 用 不 均匀 的 分 度 法 。 

假如 我 们 研究 一 下 D 尺 , 就 会 发 现 有 三 个 部 分 ， 第 一 部 分 是 在 1.00 
和 2.00 之 间 。 两 相 邻 的 两 位 数 之 间 有 九条 刻度 线 ; 例如 , 1.00 下 面 有 
1.01, 1.02, …, 每 个 分 刻度 占 十 分 之 一 ( 见 图 2.2-7)。 

第 二 部 分 在 2 和 4 之 间 , 每 个 分 度 分 为 五 份 。 在 两 位 数 的 两 邻 两 刻 
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度 线 之 间 有 四 条 分 刻度 线 ， 每 两 条 分 刻度 线 之 间 的 距离 相应 于 第 三 位 数 
的 两 个 单位 。 例如 ,2.00 下 面 有 2.03, 2.04, …, 由 于 越 向 右面 数 之 间 的 
距离 变 得 越 小 ， 所 以 在 第 三 部 分 , 即 4 和 10 之 间 ， 每 个 刻度 只 能 分 成 两 
份 ,每 两 刻度 线 闻 的 距离 相应 于 第 三 位 数字 的 五 个 单位 。 

在 读数 和 定位 过 程 中 可 借助 游标 上 的 中 间 刻 度 线 的 帮助 。 将 此 线 准 
确 地 放 在 需要 进行 计算 的 数 上 或 正好 算得 的 数 上 ， 更 为 详细 的 用 法 请 
看 下 面 的 计算 尺 使 用 说 明 。 假 如 你 想 在 两 刻度 线 之 间 定 位 ， 只 有 人 靠 估 
计 。 

计算 尺 的 使 用 ”正如 所 有 对 数 计算 一 样 ,都 有 一 个 确定 首 数 的 问题 ， 
因此 每 次 用 计算 尺 计算 时 都 要 作 一 粗略 估计 ， 即 近似 计算 出 10 的 里 ,以 
确定 小数点 前 面 数字 位 数 。 粗略 计算 是 可 取 的 ， 因 为 它 不 仅 给 出 正确 的 
数字 位 数 ,而且 是 对 结果 的 某 种 检验 。 月 计算 尺 计算 就 是 对 线 既 的 几何 
加 减 。 利 用 A, B 和 区 尺 ,可 以 将 一 个 线段 扩大 两 倍 或 三 倍 ,或 者 将 线 股 
分 成 两 等 分 或 三 等 分 。 下 面 举 几 个 例子 。 

来 法 。 乘 法 是 依据 法 则 lg(4.5) 一 这 46+]BD 来 进行 的 。 两 个 对 数 相 
加 在 计算 败 上 就 是 长 为 区 5 和 区 2 的 两 个 线段 相 加 。 将 滑 斥 CQ 的 起 始 
点 1 放 在 主 尺 也 的 a 点 处 , 然后 将 游标 放 在 C 尺 的 5 点 处 , 在 下 面 的 卫 
以上 就 读 出 乘积 a.5b( 见 图 2.2-10)。 


图 2.2-10 乘法 和 除法 示意 图 


【 例 1 计算 3.1.5。 将 C 尺 上 的 工 放 在 D 斥 上 的 2 上 , 在 C 尺 的 
1.5 下 面 的 DD 尺 上 读 出 乘积 3( 见 图 2.2-11)。 

【 例 2] 计算 2.84.4.55。 和 粗略 估计 : 3.4 一 12。 单 任 这 个 数字 就 表 
明 在 D 尺 上 不 再 能 读 出 结果 。 这 时 可 按 如 下 办 法 进行 在 了 尺 上 找 出 
2.84 的 位 置 ,向 左 移 动 尺 ,将 C 尺 的 端点 10 放 在 卫 尺 的 3.84 点 上 面 。 再 
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将 游标 放 在 C 尺 的 4.55 点 处 ,在 下 面 D 尺 上 读 得 乘积 的 值 
2.84.4.55--19.9。 


图 2.2-11 用 计算 尺 做 乘法 的 例子 : 2. 工 .5 一 3 
在 尺 和 和 B 的 左边 的 两 个 部 分 进行 同一 计算 就 可 以 对 乘法 的 这 
方法 作出 说 明 。 其 结 窜 钙 落 在 右 过 地 分 


除法 。 除法 的 有 关 定 理 是 馆 (a/5) =lga 一 lg2。 在 计算 尺 上 就 是 从 
长 为 lga 的 线段 上 减 去 长 为 lg2 的 线段 。 将 滑 尺 上 C 尺 的 5 点 放 在 主 尺 
上 卫 尺 的 4 点 上 ， 然 后 在 C 尺 的 起 点 或 端点 10 下面 的 D 尺 上 读 出 商 
a/bo 

【 例 1】 计算 88.5:0.515。 粗 略 估 计 : 90:0.5 = 180。 将 C 尺 的 
0.515 点 放 D 尺 的 88.5 点 的 上 面 , 在 C 尺 的 始点 1 下 面 的 D 尺 上 求 出 
商 172=88.5:0,515。 

【 例 2】 计算 19.2:89。 粗 略 估计 ，20:90=0.2。 计 算 步骤 如 上 , 但 
是 商 是 在 C 尺 的 未 端 10 的 下 面 读 出 的 。 解 为 : 19.2;89=0.216《〈 兄 图 
2.2-12) 。 

的 娩 江 1 或 六 10 处 六 二 

在 计算 形 为 (4a1'a2…)/ (5b1.53…) 的 表达 式 对 ,乘除 可 交替 进行 , 以 便 
尽量 少 地 移动 滑 尺 。 在 ; 半生 形 为 了 《4.0)/5 的 算式 时 , 先 算 4 除 以 5, 然 
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后 再 乘 以 c。 这 样 笋 只 需要 对 滑 尺 作 一 次 定位 ,如 果 先 做 乘法 we 然后 再 
除 以 2 这 样 需 对 滑 尺 作 两 次 定位 。 在 按照 所 述 方法 计算 y 时 , 可 能 会 发 
生 这 样 的 情况 , 即 消 尺 上 的 位 置 超出 主 尺 的 刻度 范围 。 这 就 需要 再 次 
移动 消 尺 , 因而 增加 了 一 次 微小 误差 。 因此 最 好 利用 平方 尺 来 解 这 类 表 
达 式 。 


定位 | 读数 
图 2.2-12 计算 尺 做 除法 ，19.2:89 一 0.216 


倒数 尺 的 应 用 。 倒 数 尺 电 及 CI 给 出 了 C 及 了 DD 尺 上 的 所 有 数 的 倒 
数 ; 例如 ,在 C 尺 4 的 上 方 可 以 找到 其 倒数 0.25。 这 个 尺 可 以 用 于 乘除 。 
应 该 看 到 4.5=a:5b"1, 乘 一 个 数 可 以 用 除 以 它 的 倒数 来 代替 。 

【 例 】 计算 4.8.3.6。 粗 略 估 计 5.3==15。 将 避 尺 上 的 3.6 放 在 D 
尺 上 的 4.8 处 , 在 民 尺 始 端 1 下 面 的 DD 尺 上 读 得 结果 4.8.3.6=17.28。 

平方 数 和 平方 极 。 前 面 已 经 说 过 , A 和 B 尺 上 的 数 是 C 和 了 D 尺 上 
相应 数 的 平方 。 要 求 一 个 数 4 的 平方 , 只 要 将 游标 的 刻 线 放 在 D 尺 上 数 
4 处 ,在 此 数 上 方 的 A 尺 上 读 得 数 a?《 见 图 2.2-13)。 在 求 平方 根 时 ,过 
程 相反 : 将 游标 的 刻度 线 放 在 A 尺 上 的 被 开 方 数 5 处 ， 在 此 数 下 方 的 DD 
尺 上 读 得 平方 根 。 在 求 根 时 ， 必 须 注 意 5 在 平方 尺 上 的 正确 定位 ; 
V35=5，25 要 定位 在 10 和 100 之 间 。V350=15.81, 25 要 定位 在 1 和 
10 之 间 的 部 分 , 因为 

V350=V3.5xX100=10.V3.5, 

1 和 100 之 间 的 被 开 方 数 可 直接 定位 ， 其 他 被 开 方 数 要 通过 乘 上 100 的 
适当 次 寡 化 为 1 和 100 之 间 的 值 。 
.立方 数 和 立方 根 。 在 玉 尺 上 可 以 求 得 D 尺 上 数 的 立方 。 立 方 数 和 
立方 板 的 计算 与 平方 数 和 平方 根 的 计算 方法 相同 。 
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| 1 


A 
aa wji 二 (795 12 


图 2.2-14 计算 VIt+ (5/a)? 时 滑 尺 的 位 置 


”计算 oc 一 VB 十 态 。 这 类 表达 式 是 常见 的 。 我 们 假定 5<a, 这 丫 计算 
可 按 如 下 法 则 进行 : - 
c=aVIiTr Cb/ay 
计算 步骤 如 下 : 利用 C 和 DD 尺 计算 5/q, 在 平方 尺 上 读 出 (by/a)?， 通 
过 心算 加 1, 再 在 平方 尺 上 定 出 1+ Cb/Q)? 的 位 置 , 在 D 扩 上 读 出 
VI+ (5/a)?， 最 后 再 乘 以 a。 图 2.2-14 表示 的 就 是 这 个 过 程 ( 见 图 
2.2-14)。 
三 角 尺 、 毕 达 哥 拉 斯 尺 和 指数 尽 。 一 般 说 来 , 消 尺 的 背面 还 有 几 个 算 
尺 : 适用 于 从 34.5 到 6° 小 角度 的 正弦 和 正切 尺 ， 因 为 在 这 样 的 角度 范 
围 内 , 正弦 和 正切 尺 近 似 相 等 ;适用 于 5°45' 到 90° 的 正统 尺 ; 正切 尺 ， 可 
用 来 计算 正切 和 余 切 ， 这 个 标尺 从 左 向 右 相 应 于 角度 从 5"45' 增 至 465°， 
从 右 向 左 相 应 于 角度 由 45?° 增 至 84°15'。 毕 达 哥 拉 斯 尽 记 有 MI 一 2 的 
值 ， 并 可 计算 余弦 值 。 指 数 标 尺 需 化 很 大 笔墨 作 进一步 说 明 ， 这 里 受 篇 
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幅 限 制 不 提 了 。 它 适用 于 很 多 特殊 计算 。 这 里 我 们 讨论 了 计算 尺 的 基本 
原理 ， 计 算 尺 的 各 种 现代 改进 设计 为 更 复杂 的 数值 计算 提供 了 方便 。 

计算 准确 度 。 计 算 尺 的 应 用 要 受到 所 得 结果 的 准确 度 的 限制 。 在 长 
25 厘米 的 计算 尺 上 ,仔细 阅读 , 误差 可 达 0.1% 左右 。 对 于 志 .5 厘 米 长 
的 矿 ,读数 误差 要 加 倍 。 根 据 高 斯 的 误差 传播 定律 , 在 计算 过 程 中 多 次 定 
位 会 增加 平均 误差 。 四 次 定位 会 使 误差 增 至 0.2 多 左右 。 因此 , 即使 简 
单 计算 也 应 多 次 重复 ,将 所 得 结果 取 平 均值 。 

计算 盘 。 在 这 个 仪器 上 , 对 数 标 度 不 是 刻 在 一 条 直线 上 , 而 是 在 一 个 
加 上 。 在 计算 轮 中 ,这 些 标尺 是 刻 在 几 个 同心 加 盘面 上 , 圆 盘 之 间 可 彼此 
滑动 。 计 算 尺 做 成 这 样 的 特殊 形式 有 其 优点 ,尽管 尺 的 线 度 较 小 ,但 标尺 
的 长 度 较 大 , 且 可 避免 对 滑 尺 的 移动 , 因为 一 个 尺 的 各 部 分 都 是 另 一 个 的 
相对 部 分 。 这 些 优点 提高 了 计算 精确 度 。 

既然 增加 标尺 的 长 度 可 以 得 到 较 大 的 精确 度 , 因此 , 可 将 计算 标 架 的 
刻度 尺 分 成 较 小 的 部 分 , 并 将 各 部 分 彼此 平行 地 安排 在 一 个 平面 上 。 在 
圆柱 形 计 算 器 中 ,标尺 的 各 个 部 分 是 沿 着 圆柱 的 表面 排列 的 。 这 种 计算 
器 已 有 成 品 。 利 用 圆柱 计算 器 所 得 结果 与 用 5 位 对 数 表 算 得 的 结果 有 相 
同 精确 度 。 

现在 已 出 现 很 多 种 供 特 殊 用 途 的 专用 计算 尺 , 例如 , 有 利用 电子 学 、 
水 力学 .水泥 建筑 、 测量 学 、 航行 学 和 光学 的 某 些 公式 制 成 的 计算 尺 。 总 
而 言 之 ,计算 尺 仍然 是 科学 和 工程 .商业 和 工业 上 进行 计算 的 主要 工具 之 
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不 需要 做 简单 计算 的 行业 是 没有 的 。 人 们 在 计算 中 使 用 数 是 想 定 量 
地 去 认识 与 驾驭 世界 , 但 是 只 有 掌握 了 算术 运算 的 计算 法 则 , 有 关 数 的 一 
些 普 遍 有 效 的 命题 才能 建立 在 算术 运算 的 基础 之 上 。 在 人 类 发 展 史上 ， 
由 千 再 万 次 实践 所 积累 的 经 验 ， 使 人 们 能 将 计算 法 则 归结 为 少数 逻辑 上 
的 基本 概念 与 公理 。 用 演绎 法 建立 数 系 的 基础 是 集合 论 与 数理 逻辑 。 在 
这 个 基础 上 首先 构造 自然 数 , 然后 进一步 构造 出 其 他 的 数 。 


8.1 自然 数 集 和 


自然 数 的 本 原 既 是 基数 (计数 的 数 ) 也 是 序数 (位 置 的 数 )。 不 过 在 下 
文中 , 基数 与 序数 将 不 加 区 别 。 

皮 亚 诺 公 理 ” 早 在 1891 年 ， 皮 亚 诺 (Peano) 就 证 明 自然 数 的 一 切 性 
质 都 可 以 从 下 面 五 个 公理 推出 (这 些 公理 现在 用 他 的 姓氏 来 命名 ); 

皮 亚 诺 公理 体系 : 


2 


按照 这 些 公理 ,每 一 个 不 等 于 0 的 自然 数 可 以 看 作 是 一 个 后 继 , 或 者 
是 0 的 后 继 的 后 继 的 …… 后 继 。 但 是 ， 我 们 不 用 0, 0', 0”",… 的 记 法 而 
简单 地 采用 十 进位 制 记 数 法 , 记 为 0, 1, 2,…。 特别 是 其 中 的 第 五 条 公理 ， 
给 出 了 数学 归纳 法 合理 性 的 依据 。 
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数学 归纳 法 ”这 种 推理 方法 是 用 来 证 明 一 个 涉及 自然 数 % 的 命题 
Pm) 对 一 切 自 然 数 都 成 立 。 现 举 一 例 ， 等 式 1+3 十 4 十 … 十 2 一 2"+1 一 1 
对 一 切 自然 数 均 成 立 。 在 用 数学 归纳 法 作为 一 种 证 明 方法 时 需要 考虑 使 
Pn) 为 真 的 一 切 自 然 数 的 集合 戏 。 如 果 人 们 能 够 证 明 1) 0€ 用， 即 对 

多 二 命题 为 实 ( 归 纳 法 的 基础 ); 2) 由 26E 开 可 推出 WE 歼 ， 即 如 果 命 题 
对 任意 自然 数 和 成 立 ( 归 纳 假设 ), 必然 意 味 着 它 对 % 的 后 继 w' 也 成 立 ( 归 
纳 步 又 )， 则 根据 皮 亚 诺 的 第 五 条 公理 , 歼 应 当 是 全 部 自然 数 的 集合 .对 
上 面 的 例子 来 说 , P(0) 显然 为 真 《 因 为 1=2 一 1), 现在 想 定 该 命题 对 自 
然 数 % 成 立 , 则 必然 有 
工 十 2 十 4 十 … “+2 = 一 2n+1 一 工 十 2?*+1 一 =2"+1(1 41)— —1 
n+ 1, 

也 就 是 说 ,这 表明 对 自然 数 % 十 1 来 说 ,命题 也 是 成 立 的 , 因而 命题 对 一 切 
自然 数 都 成 立 。 

数学 归纳 法 不 仅 象 上 述 那样 可 用 来 证 明定 理 ， 而 且 也 可 用 来 定义 与 
构造 数学 对 象 。 这 类 定义 与 构造 是 以 递 为 方式 ( 即 一 步 一 步 地 ) 进 行 的 ， 
每 一 步 需要 用 到 前 面 的 一 步 。 戴 德 金 (Dedekind) 在 他 的 “合理 性 定理 ” 
中 证 明 , 采用 这 种 步 又 是 不 会 导致 逻辑 混乱 的 。 

自然 数 集 机 中 的 计算 “加 法 被 定义 为 名 十 0 一 0 十 狼 一 惫 ， (P+W) = 
(mm 十 从 乘法 被 定义 为 m:0=0: 斩 =0, Ww: 二 协 :w 十 W。 加 法 和 乘法 通 
过 这 些 递 上 归 式 定义 被 唯一 确定 。 于 是 ， 计算 规则 可 以 从 数学 归纳 法 导出 : 

ato=b~a 


结合 a+b)+ce=at (b+e) (4:b)c=a'(b.0) 
a:(b+o)= 一 0 十 4 


例如 , 加 法 结合 律 的 证 明 可 以 如 下 进行 对。 二 1， 命题 为 真 (归纳 法 
基础 ); 事 实 上 ,我 们 有 (44+5) 十 l=(at+0) 十 0'=[Cat+b) 十 0]'=(at+5)' 
=a 呈 b'==4 十 (0 十 1)。 现 在 假定 对 c= 命题 为 真 (归纳 假设 ), 即 (a 十 5) 
十 %==4 十 (5 十); 则 需要 证 明 命 题 对 c=n 十 1 也 为 真 (归纳 步 又 )。 既 
然 (@6 寺 5) 二 =(4 填 中 十 和 /二 a 十 个 十 办 '=a 十 (5 十 WwW); 故 命题 确 是 对 
% 十 1 也 成 立 。 根据 度 亚 湛 第 五 公理 ， 于 是 我 们 得 知 : 一 切 自然 数 都 满足 
结合 律 。 

项 数 超 过 两 项 的 运算 可 用 数学 昌 纳 法 来 定义 。 例如 ， 
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Gi 十 03 二 十 人 一 (ad 于 ao 十 十 an 人 十 on 
01 .090n 一 (010a Gn_1) na 
在 和 或 积 中 可 以 随意 加 入 或 移 去 括号 ,这 可 再 次 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 。 

两 个 数 e 与 的 减法 与 除法 被 定义 为 加 法 与 乘法 的 北 运算 ， 若 对 给 
定 的 数 a 与 5, 存在 着 一 个 数 z, 使 4 二 z=p, 则 z=6 一 4 就 是 5 与 4 的 
差 ;如 果 它 存在 的 话 , 它 就 是 唯一 确定 的 。 若 对 给 定 的 数 a 站 0 与 6, 存在 
着 一 个 数 y, 能 使 8. 一 b， 则 y 一 之 就 是 5 与 4 的 商 ; 如 果 它 存在 的 话 ， 
它 也 是 唯一 确定 的 。 当 然 , 作为 一 条 规则 来 说 ,对 任意 给 定 的 自然 数 4 与 
b, 这 类 z 或 y 不 一 定 存在 ,例子 3+z=2 或 3.y 一 2 表明 了 这 一 点 。 

在 自然 数 范围 内 , 减法 与 除法 不 一 定 都 能 实行 。 

想 取消 这 些 限制 ,就 导致 了 新 的 数 系 的 形成 。 

来 方 。 对 于 数 与 非 零 数 4, 紧 on 可 再 次 由 递归 式 定义 来 引入 ， 即 
一 1 a” 一 a".g。 蹇 的 一 些 标准 运算 规则 ( 见 工 第 2 章 ) 对 朝 的 乘法 与 秋 
方 运算 都 适用 ,只 要 高 存在 , 则 也 适用 于 知 的 除法 。 然而 , 柔 方 这 种 运算 
时 不 消 吓 交换 律 也 丰满 中 结合 入 ,如 下 面 的 例子 所 表明 的 那样 史 一 9, 但 

一 8; (32)3=-93=729, 但 323=38=6561。 

棚 与 对 数 。 如 果 对 于 给 定 的 数 4 与 4 二 0, 1), 存在 一 个 数 6， 使 
"==q, 则 5 岂 作 a 的 % 次 根 ,并 记 为 5=*a。 如 果 对 于 数 b 及 a 大 0 存 
在 着 一 个 数 %, 使 wm=2， 则 ?加 作 以 & 为 底 的 5 的 对 数 ， 并 记 为 mr= 
logs D; 例如 ，5= 2 6=loga 64, 


后 关 半 革 忆 如 玫 旧 之 间 提 鞭 了 大 后 交 让 人 f、A 对 任意 阿 丰 自 然 
数 a 与 5, 如 果 存 在 着 一 个 自然 数 c 关 0, 使 4=5+c, 则 我 们 就 说 关系 
Q>b, 或 6<a 成 立 ; 可 以 证 明 ,这样 定义 的 关系 是 一 种 非 自 反 的 序 ( 见 开 . 
第 1 章 )。 它 满足 加 法 与 来 法 的 尘 滑 性 法 则 和 阿 基 术 大 公理。 


从 人 不 做 公 疆 :六 仁 导 有 9 以 8 以. 惊 月 一 人 小 双 ?全 他 2%>Do 
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可 以 证 明 , 对 于 任意 两 个 相 异 自然 数 , 要 末 4>5, 要 末 2>a 因此 关 
系 “>” 在 自然 数 范围 内 是 全 序 (或 线性 序 ) 且 是 阿 基 米 德 序 。 
… 对 自然 数 之 间 的 运算 , 通常 的 规则 是 适用 的 ,假定 出 现在 下 面 例子 中 : 
的 所 有 运算 都 可 以 实行 : 
十 (一 中 一 (G 十 D) 一 6 一 0 十 日 一 5 一 0 一 C 十 D， (%0): (be) =0b,. 
4 一 (pb 十 一 (一 0 一 一 4 一 0 一 0 一 0 一 C 一 D， 
(一 中 :0 一 (Da) ~ (cia), 
Qa—(b—0)=(0-0) +e=a—b+e=a+c—b, 
”由 序 的 性 质 可 以 证 明 , 当 4>>1, 罕 or 构成 一 个 单调 递增 数列 ， 而 且 
根 与 对 数 ( 如 果 它 们 存在 ) 是 唯一 确定 的 。 


3.2 绝对 有 理 数 .分 数 


”将 一 个 整体 分 为 若干 份 并 加 以 度量 的 过 程 需要 一 种 数 系 ， 在 这 种 数 
系 中 不 仅 有 关 自然 数 的 一 些 运算 得 以 进行 ， 并 且 可 以 不 受 限 制 地 进行 除 
法 运算 。 在 一 个 扩展 了 的 系统 中 ， 原 范围 里 的 一 些 运算 规则 要 求 尽 可 能 
仍然 保持 有 效 , 这 种 公设 称 为 因 奖 原理。 | 

扩展 系统 的 构造 把 自然 数 ww 与 n=0 形成 一 个 有 序数 对 ， 并 写成 
分 数 形式 和。 如 果 md 一 xp，, 则 称 两 个 记号 于 与 霹 是 相等 的 ， 并 记 为 
元 = 全 "例如 ,因为 3:2 一 6.1 故 斌 = 号 。 这 一 一 等 式 满足 等 价 关系 的 条 件 

\ 9 150 

于 是 , 所 有 相等 的 分 数 可 归 为 一 类 , 例如 位 ，3，3 … 3 小 而 
每 一 个 分 数 属于 一 类 。 这 些 类 叫 作 结对 有 理 数 。 而 每 一 个 这 种 有 理 数 都 


可 以 用 它 这 一 类 中 任意 一 个 分 数 来 表示 ; 例如, 本 ， 否 ，- 卫 都 是 同一 个 


绝对 有 于 数 4=[ 续 ,年 ， 卫 六，… 营 ，， - 怠 ,“] 的 代表 。 但 最 
好 用 一 个 分 子 与 分 母 没有 大 于 工 的 公约 数 的 既 约 分 数 来 类 示 。 对 上 面 的 
例子 来 说 , 也 可 以 记 为 <=| 对}。 这 里 用 花 括 弧 使 类 区 别 于 类 的 代表 。 
算术 运算 与 顺序 ”人们 接 照 分 数 的 规范 法 则 来 定义 绝对 有 理 数 的 算 
术 运 算 及 其 法 则 ， 定 义 的 选择 要 使 得 扩展 后 的 数 系 具有 为 千 百 年 来 的 计 
算 实 吻 所 证 明了 的 往 质 。 象 «=| 昱 } 与 B= 二 ] (其 中 0, gz) 这样 
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一 些 数 的 第 一 类 与 第 二 类 运算 可 以 用 下 列 方式 加 以 定义 : 
a+B= 2a); 


ng 
mm 人 
ce 
mm， 二 全 -f 二 -二 - 身 
3 
条 于- oro mn 二 -全 |- 喜 
1 


最 后 面 的 这 条 规则 表明 了 , 除 掉 0 一 {9} 之 外 ， 除 法 可 以 不 受 限制 


地 进行 ,减法 与 除法 是 加 法 与 乘法 的 逆 运 算 。 减 法 不 一 定 都 能 实行 ,多 于 
两 个 数 的 运算 也 可 以 相应 地 予以 定义 。 
定义 闫 序 和 定义 丁 等 相 类 似 : 如果 mg>?zp, 也 就 是 说 a> B; 例如 ， 


因为 8.14>9.1, 故 3 > 入 。 


所 有 这 些 定义 只 在 对 4 与 6 的 代表 选择 无 关 时 才 是 有 意义 的 ， 对 于 
顺序 关系 >, 现 可 证 明 于 下 : 


假设 于 > 1 下 即 mq>wmp; 令 宪 与 名 是 类 {办 ] 与 [名] 中 
的 其 他 分 数 ， 也 就 是 说 ， 卫 一 二 ， 卫 一 区 


、、 2 人 
证 > 让 
证 明 ， 用 m191 乘 mg>7D， 变 成 mn1991 > ?m1pqr; 根据 假 设 7ppl = 
‰10，2091 一 219， 代 入 后 得 mtpd9g1> pip19; 从 两 端 约 去 因子 mq 以 后 就 得 
到 所 需要 的 式 子 191>>nipio 
在 结对 有 理 数 集 上 的 序 关 系 是 全 (线性 ) 序 和 阿 基 米 德 序 。 


这 个 集 可 以 在 保持 顺序 不 变 的 情况 下 ， 逐 点 映照 到 一 条 所 谓 的 数 射 
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线 上 去 。 位 于 数 射线 上 的 象 是 稠密 的 , 也 就 是 说 ,在 任意 两 个 象 之 间 必 有 
另外 一 个 象 。 警 如 说 ,在 象 w 与 象 6 之 间 , 必定 有 4 有 的 象 


自然 数 运 算 的 交换 律 .结合 入 ,分配 律 以 及 黄 他 一 些 法则 对 于 绝对 有 
理 数 仍然 有 效 。 这 里 有 一 个 乘法 结合 律 的 证 明 : 设 


一 个 = 舍 } x= 他} 
入 0.y= 于 王 }=eteey 


绝对 有 理 数 与 自然 数 ” 扩展 了 的 数 系 包含 着 一 个 相当 于 全 体 自然 数 
的 子 集 , 即 数 上] 他， 位 上 …， 入 }…。。 因 为 这 种 形式 的 两 个 数 
相 加 或 相 乘 会 得 出 另 一 个 具有 这 种 形式 的 数 , 例如 : 


-全 ee 


从 现在 起 , 数 性 | 即 可 简单 地 记 为 大 并 可 以 当成 自然 数 那样 来 处 理 ， 
因为 它们 满足 皮 亚 诺 公理 。 同 样 ,对 其 他 绝对 有 理 数 , 花 括 弧 也 可 省 略 , 例 
如 ,可 用 宇 来 代 蔡 | 到 只 要 按 分 } 雪 二 算 闹 则 进行 汉 算 就 不 会 引起 浊 
乱 。 诚 然 ,这 里 存在 着 概念 上 的 差异 : 分 数 子 与 卫 不 相同 , 因为 虽然 它 
科 的 人 相等 ,它们 的 分 于 ,分母 并 不 同 。 然 而 ,地 民有 再 数 与 -6_ 友 完 


全 相等 。 这 一 简化 ,是 为 了 定义 算术 运算 与 顺序 的 需要 。 定 义 的 选取 要 
使 得 上 文 所 提 到 过 的 同 构 关 杂 能 够 成 立 ， 即 应 符合 所 谓 享 凯 尔 因 效 原理 
〈 叫 公设 更 好 些 ): 在 扩展 后 的 系统 中 定义 运算 与 顺序 应 当 使 得 在 原来 系 
统 中 的 法 则 尽 可 能 多 地 继续 保持 有 效 。 与 作为 一 种 有 力 证 明 方 法 的 数学 
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归纳 原理 不 一 样 , 语 凯 尔 公设 只 是 表明 在 扩展 数 系 时 所 要 做 到 的 东西 ,这 
一 原理 并 没有 使 人 信服 的 力量 。 现 在 我 们 可 以 说 : 
绝对 有 理 数 系 是 自然 数 系 的 一 个 扩展 , 它 由 自然 数 与 分 数 所 组 成 
第 三 类 运算 窒 of=7, 其 中 B=n 是 一 个 自然 数 ， 显然 易于 定义 。 
与 此 相应 的 是 ,对 一 个 给 定 的 Y 值 , 数 wa=V 了 与 6=logoy 被 定义 为 能 
?成 立 的 量 ,如果 它们 确实 存在 的 话 。 当 B 是 一 个 绝对 有 理 数 , 即 
一 一 二 时， 风 ae=y 应 理解 为 ”一 YW。 如 果 这 些 数 在 绝对 有 理 数 系 中 
部 在, 则 按照 上 述 这 些 规 定 , 它们 都 能 唯一 地 加 以 确定 。 


3 。 2\ 2 2 
【 例 】 1. 对 一 也 与 6=3, 可 得 出 Y= 一 ( 马 ) =- 己 : 也 了 
总 ; 当 Y= 闹 与 B=3 已 知 时 , 则 有 a~ 人 YT 志和 2; 而 当 y~ 
可 -与 4~ 配 时, 则 有 Blogay=logs( 训 )=3。 


2. 对 a 一 -全 与 B 一 二， 可 得 出 ya = ($)- 所 = 于 。 当 给 
出 一 于 与 B= 计时 ， 则 有 a~VY = 于 一 名 ,这 是 因为 (3) 一 
王 之 放 ; 对 y= 于 与 4= 言 则 得 出 Blogsy~log 3 一 二 。 

3. 对 =3 与 8 一 总 , 似乎 应 当 有 Y=as= 器 ~ V 可 。 但 它 不 是 有 


理 数 , 后 文 将 予以 说 明 。 
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.为 了 使 绝对 有 理 数 的 减法 能 够 不 受 限制 地 进行 ， 需 要 在 表示 绝对 有 
理 数 的 有 序数 对 的 集合 中 引进 一 种 等 价 关系 , 即 所 谓 差 的 相等 关系 : 如果 


5 十 B 一 of 十 B, 则 记 为 (2 B)~(e BB); 例如 , 因 汪 二 条 = 号 + 号， 于 


是 (可 ， 吾 )~( 末 季 ) 数 对 (om 四 的 这 各 等 价 类 叫 作 有 理 数 ,并 可 以 
记 为 {Cm, 内 }。 对 这 些 新 数 ,算术 运算 可 以 用 这 样 的 方式 来 定义 ,使 得 它 
们 与 所 选取 的 代表 数 无 关 ， 而 且 诚 法 总 是 可 以 实行 的 。 算 术 定 律 的 证 明 
( 见 工 第 1 章 ) 是 建立 在 这 些 定律 对 绝对 有 理 数 成 立 这 一 事实 的 基础 上 的 。 
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带 符号 数 ” 为 了 去 掉 案 重 不 便 的 记 法 {(m, 从 }， 人 们 开始 注意 到 当 
入 站 时 ， 数 对 (oo 四 可 写成 人 十 访 从 这 一 形式 ， 而 当 加 < 时 则 奇 写成 
《oo 人 W 十 态 这 一 形式 ， 当 wp 一 时 则 可 写成 (oo m) 这 一 形式 ， 例 如 ， 

1 3 I 3 3 3 1 2 4 
(2, 豆 ) = (于 + 豆 ， 豆 )，( 芭 ， 1)= (4 + 二) (人 而 )= 


(号 ， 呈 )。 于 是 人 们 引入 一 种 新 的 记 法 : 


(+ 鸭 ， 当 mh>0; 例如 ，{(2， 当 )} =(+ 祝 )。 
“= 《有 D， 当 n=m+hCp>0); 例如 ，{( 子 ,1)) (二)。 
(0)， 当 加 = 例如 ，{( 瑟 ， 襄 =(0)。 

这 种 记 法 与 代表 数 的 选取 无 关 这 一 事实 是 差 的 相等 关系 的 必然 
结果 。 前 面 的 正 号 与 负 号 叫 作 数 的 符号 ,可 是 绝 不 可 与 外 表 看 起 来 完全 
一 样 的 运算 符号 相 混淆 。 数 <= ( 士 万 叫做 正 数 , 数 B==( 一 及 叫 艇 负数 ， 
而 则 叫 作 a 或 8 的 绝对 值 ,用 记号 表示 的 话 ,就 是 =|aj, 5=16|， 这 
里 大 是 一 个 绝对 有 理 数 。 至 于 有 理 数 的 先后 顺序 , 则 可 定义 如 下 

当 a 是 正 数 , 8 是 正 数 或 零 , 且 |a|> |B| 时 ， 
7 5 
po 人 (人 > 中 
| 当 a 是 正 数 而 8 是 负数 时 ， 


~ | Min (+ )> C10; 


多 
100 
当 a 是 负数 或 零 , B 是 负数 , 且 la| < 181 时 ; 
例如 (一 村 )> (一 DD。 

这 个 定义 与 等 价 关系 是 相 容 的, 并且 也 满足 传递 性 。 单调 性 规则 对 
加 法 来 说 可 以 成 立 , 对 乘 以 正 数 因子 的 又 法 也 成 立 , 但 当 两 端 各 乘 上 一 个 
同 祥 的 负数 时 ,顺序 关系 必须 道 转 ; 例如 , 由 (十 5) > (十 区 可 以 推出 (十 加 
(D> (+2D+(-D 与 (FD (+t)>C+D (+ 但 (+5)(-D 

< (2 (-D。 
至 于 阿 基 米 德 公理 ， 则 在 经 过 适当 修改 后 ， 就 象 对 于 绝对 有 理 数 那 
样 ， 它 还 是 照样 成 立 。 
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有 理 数 与 绝对 有 理 数 ” 有理数 系 包含 着 正 有 理 数 系 作为 其 一 部 分 。 
只 要 对 于 数 ( 十 指定 以 它 的 绝对 值 , 这 一 部 分 eg 
有 理 数 系 上 去 。 凡是 能 执行 的 算术 运算 以 及 顺序 都 维持 不 变 , 侦 
(+ C+D=(+kD, 
对 开 能 在 其 中 执行 的 这 站 以 及 顺序 而 襄 ， 正 有 理 数秒 与 绝对 有 理 数 


1 十 (从 一 (的 一 4D 因此 可以 省 夏 正 号 而 使 记 法 更 
简化 :例如 ，， 。 。 ，  。 
人 下 + 呈 )= 人 二 了 一 (+ 下 一。 
对 正 的 a 完 of 可 以 定义 如 下 , 
lzle，， 当 B>0 时 ; 
wl 当 B=0 时 ; 
a 当 B6<0 时 。 
只 有 当 ja| ia 在 绝对 有 理 数 系 中 有 意义 时 ，o 才 有 意义 ; 至 于 YT 
与 logs a 也 是 对 菜 些 正 的 a 与 8《 且 不 能 等 于 1) 来 定义 ， 因 而 符合 于 
相应 的 绝对 有 理 数 的 定义 。 
有 理 数 系 是 且 引 对 互生 娄 和 二 导 。 其 中 第 一 类 与 第 二 类 算术 运 


8.4 整数 集 只 


我 们 按照 某 些 学 派 的 作法 是 以 自然 数 为 基础 , 先 构造 绝对 有 理 数 , 然 
后 再 构造 有 理 数 。 但 是 构造 有 理 数 还 可 以 有 另外 的 途径 ( 见 工 第 二 章 ) 在 
那里 , 先 用 差 数 相同 的 有 序 自然 数 对 构造 整数 集合 0， 土 1， 土 3,…, 然后 
再 用 具有 相等 商 数 的 整数 对 构造 有 理 数 域 ， 整 数 集 的 一 部 分 是 与 自然 数 
鳞 同 构 的 正 整 数 集 。 至 于 有 理 数 域 , 则 其 一 部 分 是 与 整数 集 同 构 的 数 土 
的 集合 。 这 两 种 情形 有 两 种 扩展 方法 。 


绝对 有 理 数 
3/4, 9/1,... 0， 填 2， 
有 理 数 
+1/3, it171/4,.., 
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3.5 实数 域 及 


犹如 绝对 有 理 数 之 对 于 数 射 线 , 有 理 数 在 数 轴 上 是 秋 密 的 。 但 是 , 正 
如 下 面 所 指出 的 ,它们 并 不 能 盖 满 整个 数 轴 而 无 空隙 ,如 果 对 于 每 一 个 线 
段 8, 可 以 指定 一 个 正 数 a 作为 其 长 度 的 话 , 则 通过 一 串 直角 三 角形 可 以 
作出 线 眉 8 8 Sa S4,…(《 见 图 3.5-1), 它们 的 长 度 分 别 相当 于 正 数 mi 一 
1, oay ua at …。 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 中 =2, 3 二 3， 咀 一 4…, 因 此 
qz = 二 M3，as=MV3，o 二 和 M4,…, 如 果 把 线段 S1,S2, Ss, Ss, … 的 原 
点 取 为 数 轴 上 的 0 点 , 则 这 些 数 就 与 数 轴 上 的 一 些 点 相对 应 。 但 是 数 oa 


与 m 不 是 有 理 数 ; 例如 ,假定 中 是 一 个 有 理 数 所 (7 与 8 互 质 ) 的 话 , 则 
将 有 -各 2。 可 是 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 如 果 ” 与 S 互 质 , 则 与 8 也 应 
该 互 质 ,所 以 分 数 -每 不 能 约 分 , 因而 不 可 能 得 到 一 个 整数 。 证 明 ou， os， 
… 不 是 有 理 数 的 方法 基本 上 也 一 样 。 但 是 , 对 ab ao … 以 及 一 般 地 对 
是 个 完全 平方 数 的 mm 来 说 , 它 将 导致 一 个 分 母 8= 工 的 分 数 地， 也 就 是 
说 , 可 以 化 成 一 个 整数 。 


Vi Yi Yrvavevervi v5 
Ol C2 03 04 06 0601 0 


图 3.5-1 线段 81，82,… 以 及 数 轴 上 的 点 91,，02，,… 的 作法 
同样 ,对 于 一 个 直径 为 有 理 数 的 圆 , 按照 几何 定理 可 知 , 圆周 长 应 
为 zd。 约翰 : 海 因 列 希 * 兰 伯 特 (Johann Heinrich Lambert, 1728~177 了 
年 ) 早 已 证 明了 它 不 是 一 个 有 理 数 。 
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如 果 任 意 一 个 线段 都 必须 有 一 个 数值 作为 其 长 度 的 话 ， 那 就 需要 一 
种 新 的 数 域 , 它 将 是 有 理 数 域 的 一 个 扩展 。 与 以 前 情况 不 一 样 ,这 种 数 域 
不 再 能 够 用 数 对 来 构造 了 。 但 是 , 对 线段 进行 量 测 过 程 的 理论 分 析 为 它 
的 构造 给 出 了 若干 启示 。 要 想 用 一 个 单位 长 。 来 准确 地 量度 线段 , 人 们 必 
须 相继 应 用 线段。 了， 条，… 作 单位 。 每 作 一 次 这 样 的 量度 ， 就 相 
当 于 对 长 度 的 数值 再 给 出 一 位 小 数 。 当 十 进 小 数 是 有 限 小 数 或 循环 小 数 
时 , 它 表示 的 是 有 理 数 ; 可 是 一 般 池 讲 ， 它 可 以 既 不 是 有 限 小 数 ， 世 不 特 
环 。 

无 限 小 数 形成 了 实数 域 。 

实数 域 包含 着 有 理 数 域 ， 因 为 任 一 有 限 小 数 也 可 以 写成 无 跟 小 数 的 
形式 ,只 要 从 某 一 位 小 数 开 始 , 以 后 永远 是 9 就 可 以 了 ,例如 ， 

7.58=7.57999.…。 

用 有 理 数 逼 近 “ 任 一 实数 可 以 通过 用 有 理 数 按 任 意 多 位 的 准确 度 加 
以 晕 近 在 每 次 测量 工作 中 都 要 用 上 这 一 点 ,当然 在 实践 中 ,经 过 了 着 干 位 
小 数 后 总 是 要 停 下 来 。 例 如 ,如 果 要 求 出 长 度 为 16 米 的 一 条 线段 的 三 分 
之 一 ,而 要 求 的 准确 度 是 10-《 米 时 ,那么 四 位 小 数 就 已 足够 , 即 53 米 必 
5.3333 米 。 

如 果 能 知道 小 数 点 前 面 的 整数 以 及 给 出 确定 各 位 小 数 的 规则 ， 则 一 
个 十 进 小 数 被 认为 已 经 是 完全 确定 的 。 例如 ， 要 计算 能 使 关系 式 哈 =3 
成 立 的 数 ca, 可 以 有 下 面 的 一 套 格式 : 

1<as<2, 因为 12<2<22, 
1.4<agz<1.5， 因为 1.42<2<1.652; 
1.41<ao<1.42， 因 为 1.41?<2<1.422, 
1.414<as<1.415， 因 为 1.41 和 <2<1.415?, 等 等 。 

因而 数 ws 一 V3 位 于 无 穷 多 具有 有 理 端 点 ( 2)，(1.4, 1.5)， 
(1.41, 1.42),… 的 区 闻 之 中 ,这 些 区间 是 一 个 套 着 一 个 的 一个“ 区间 穴 ” 
意味 着 区 间 的 左 端点 单调 递增 ， 右 端点 单调 递减 ， 区 间 的 长 度 可 以 任意 
小 。 和 剥 用 这 种 区 间 套 ， 无限 十 进 小 数 as 一 V3 被 唯一 确定 。 一 切实 数 都 
可 以 相应 地 以 任意 准确 度 给 出 。 

顺序 与 算术 运算 ”实数 的 先后 顺序 可 以 按照 查 字典 方式 加 以 确定 。 
车 4>b, 或 4=5, 而 第 一 个 彼此 不 相等 的 小 数 %> 5 时 , 则 我 们 就 说 , 正 
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十 进 小 数 a=a.ai4za… 大 于 正 十 进 小 数 B=5.b1bzbe…; 例如 3.78634… 
>3.78629.…。 如 果 根据 原点 对 称 来 确立 负数 的 顺序 , 则 传递 律 、 非 自 反 
律 、 可 比较 律 等 均 能 得 到 满足 ， 因 而 确立 了 一 种 全 序 或 线性 顺序 的 关系 。 
实数 可 以 在 保持 顺序 不 变 的 情况 下 映射 为 直线 一 一 即 数 轴 一 一 上 的 点 ， 
且 可 以 盖 满 全 部 数 轴 而 无 空 除 。 由 区 间 套 所 给 出 的 实数 的 第 一 类 与 第 二 
类 算术 运算 是 通过 区 间 的 有 理 端 点 来 定义 的 。 典型 的 例子 是 除法 , 至 于 
其 他 的 运算 则 也 可 作 类 似 处 理 。 设 我 们 要 考察 的 是 名, 这 里 的 a 与 6 者 
是 正 数 。 设 m 6 分 别 由 一 套 有 理 区 间 (q。q) 与 (bu 54) 给 出 ,由 于 w< 


， 1 _1_.1 0 o_o a; WN 大 
Qa BB 故 有 区 < B ~ 5 于 是 人 br 和 至) 就 构成 
了 商 的 一 个 区 间 套 ; 左 端点 与 右 端点 分 别 形成 了 一 个 有 界 的 单调 递增 
与 单调 递减 的 有 理 数 数列 。 

第 7 个 区 间 的 长 度 刀 为 

1 | Qn _ Wn 一 ob — anDn _ | (as—an)bstan (bs — bn) | 
” 1b, ob babs [papn| ” 


分 子 上 ， 括 弧 前 面 的 因子 名 与 bn 是 有 界 的 。 由 于 当 % 充 分 大 时 ， 括 
放 里 的 表达 式 可 以 任意 小 ， 因 此 对 整个 分 子 来 说 也 是 如 此 。 由 于 8 大 0， 
因此 对 于 充分 大 的 %, 对 一 切 如 与 0 存在 着 一 个 正 下 界 。 由 这 一 个 区 


间 套 所 定义 的 正 实数 就 记 为 he 当 a 或 8 由 的 一 个 或 两 个 都 是 负数 时 ， 


只 要 把 上 述 这 番 议 论 略 加 修改 , 也 可 得 出 所 要 的 结果 。 

为 了 定义 实数 的 寡 we(a> 0), 需要 构造 区 间 (oy, a4*)。 它们 仍然 
表示 一 个 区 间 套 ; 然而 ,一 般 说 来 ,区 间 的 端点 不 一 定 是 有 理 数 了 。 所 以 ， 
下 面 的 完全 性 定理 是 成 立 的 。 

如 果 对 于 一 切 i 来 说 , 不 等 式 p:<p<pPi 成 立 , 则 由 实数 端点 所 组 成 
的 一 个 区 间 套 (ps ps) 维 一 地 确定 着 一 个 实数 p。 

定理 的 证 明 在 这 里 省 略 掉 了 。 因此, 根据 该 定理 ,区 间 套 {ab, qi 
确定 了 一 个 实数 , 记 为 a5。 

通过 这 种 方式 来 定义 的 算术 运算 ， 对 有 理 数 域 中 的 运算 法 则 同样 成 
io 


实数 域 是 有 理 数 域 的 一 种 扩展 ,特别 是 它 能 包含 全 部 的 正 数 根 ( 算 术 


| 


KW3 于 由 
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关于 实数 的 构造 只 能 讲 到 这 里 为 止 。 必 须 指出 : 在 形式 化 处 理 时 , 必 
要 对 区 间 套 定义 一 个 等 价 关 系 并 形成 相应 的 等 价 类 。 严 格 地 坚持 地 实行 
这 种 方法 才 是 获得 实数 的 一 种 真正 构造 性 的 办 法 。 

定义 实数 的 其 他 方法 ” 欧 多 苏 斯 (Eudoxus, 约 公元 前 408~355 年 ) 
被 认为 是 发 展 实数 理论 的 一 位 先锋 。 他 从 几何 中 得 来 的 一 些 概 念 后 来 为 
卡尔 : 威 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Weierstrass, 公元 1815~1897 年 ) 与 理 查 德 ， 
戴 德 金 (1831~1916 年 ) 所 采取 , 并 由 于 他 们 利用 现代 数论 与 分 析 方 法 而 
获得 了 进一步 发 展 。 区 间 套 方法 的 采用 可 以 追溯 到 威 尔 斯 特 拉 斯 。 戴 德 
金 则 利用 有 理 数 域 中 的 分 刘 来 引进 实数 。 乔 治 . 康 托 (Georg Cantor, 1845 
人 1918 年 ) 则 利用 柯 西 基本 序列 构造 它们 。 

由 这 些 方 法 所 获得 的 数 域 可 以 通过 保持 顺序 不 变 的 同 构 映射 ， 从 一 
个 变 为 另 一 个 。 因 此 , 从 结构 上 来 说 ,实际 只 有 一 个 实数 域 。 


3.6 连 分 数 


阶 为 于 的 连 分 数 设 bo 81，62,…, bs 都 是 整数 ,当下 > 0 时 ,pxr>0， 
分 母 为 1,，52,…, bn; 首 项 为 bo 的 阶 为 的 连 分 数 简 记 为 [bo b1, 52， 
…， baj, 由 以 下 表示 式 定义 ; | 
bo 十 页 十 机 十 二 二 
bn 
【 例 ] n=3; bo=2, bi=3, bs=1,，bs=4 
[2; 3, 1, =2+1/[3+1/(1+1/4)] 
43 
19° 
近似 分 数 ” 设 a 是 一 个 阶 数 为 % 的 连 分 数 ， 则 所 谓 a 的 一 个 上 阶 
(%<n) 近 似 分 数 的 意思 是 指 在 第 个 分 母 处 截断 所 得 出 的 分 数 。 由 阶 
连 分 数 的 定义 ,显然 可 将 它 写成 通常 的 分 数 形式 ,于 是 得 出 : 
[bo; 81] =20+1/b1= (bobi+1)/b1=41/B1, 
[bo; bi, be] =bo+1/ C1+1/b2) = (bbob1+1) +b0)/ bib02+1) 
= A2/Bs, 
[bo; b1, b2, 58] =bo+1/[Lort+1/ (bs +1/bs)] | 
= (bs[b2 Cbob1+1)+b0]+ bo01+1)/ (ba(0102+1)+01) 
一 4a/Bs。 
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这 里 ,所 有 的 44 与 B; 是 整数 ; 例如 , 对 连 4 和 3, 1, 4, 2, 1, 2] 
来 说 ,第 二 个 浙 近 分 数 是 [2;3, 1] =2+1/(3+1) = 工 ， 即 4 一 9 B2=4。 


为 了 完备 起 见 , 如果 定义 Ao= bo, A_1=1, A4_2=0; Bo=1, B.1=0, 
B-2 一 1， 则 通过 数学 归纳 法 可 建立 下 列 递 推 公 式 : 


递 推 公式 | 4 一 DiAj_1 十 Ap-2; Bk 一 biBy-1+ Bp 


[ 例 ] E -2 -i101 2 3 4 5 
8 3 1 4 2 1 入 已 知 数据 


、 + 
由 定义 4， 0 一 1 2 7 95 138 371 
-. B 1 013 4 19 4 61 164 算得 数据 


例题 [2; 3, 1, 4 2, 1, 2] 表明 为 了 算出 4 (计算 Bi 的 方法 与 此 类 
似 ), 要 把 位 于 4* 上面 的 5b; 秉 以 左面 的 44-1( 它 已 经 算得 ), 再 加 上 更 左 
面 的 -2。 在 上 图 用 箭头 标明 的 地 方 ， 可 算出 0+1:2=2 与 7 十 9.4 一 
43。 这 样 得 到 的 渐 近 分 数 为 ，41/B1=7/3=2.33; Lo/ Ba 一 9/4 一 3.25; 
As/ Ba= 43/19=2.2631; 44/Bs=95/42=2.2619.…; As/Bs = 138/61= 
2.2623...; Ae/Be~371/164=2.262195.…. =[2;3, 1, 4, 2, 1, 2]。 

只 要 招 最 后 得 到 的 分 数 与 各 个 浙 近 分 数 相 比 较 ， 就 可 以 看 出 渐 近 分 

数 这 个 名 称 的 合理 性 。 事 实 上 , 我们 有 ; 

各 个 渐 近 分 数 越 来 越 趋 近 于 最 后 的 分 数 ， 它 们 交替 地 从 下 方 与 上 方 
接近 原先 的 连 分 数 , 准确 程度 越 来 越 离 。 

任 一 有 理 数 都 可 以 展 成 一 个 连 分 数 。 

【 例 】 把 34 展 成 连 革 分 数 。7 二 964/437 二 2 十 90/437; r=bo 十 /ri 
bo=Er]; 这 里 [7] 表 示 不 超过 ? 的 最 大 整数 , 故 11=437/90 一 4+77/90， 
4==b1+1/72 ?71>1, -如果 7 不 是 整数 , 则 令 bi 是 不 超过 71 的 最 大 整数 ， 
Bh bi1=[71], 这 样 一 直 做 下 去 ; 便 得 到 ; 

Y 一 964/437 一 2 十 工 
4 十 工 


/i+1 


r=[2:4, 1, 5, 1, 12]。 
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可 是 我 们 注意 到 同一 个 分 数 十 有 两 种 表示 法 ， 即 诗 ~0+ 于 一 0+ 
1/[L+ /DJ 因此 [0; 呈 =[0;1, 攻 , 这 个 例子 表明 连 分 数 展开 式 可 以 
不 是 唯一 的 。 为 了 保证 唯一 性 ， 必 须 假定 包 > ] 这 是 一 定 可 以 做 到 的 ， 
因为 [bo; bby， … br, 二 一 [bo; bys by， …; bn 十 雪 。 展 成 连 分 数 的 办 法 使 
得 人 们 有 可 能 应 用 一 系列 较 小 的 分 子 和 分 母 (虽然 它们 的 写法 很 爱 肿 不 
便 ) 来 淆 近 一 个 有 理 数 ,而 这 一 点 对 实际 问题 来 说 往往 是 有 用 的 。 

无 尽 连 分 数 “无尽 连 分 数 可 用 以 表示 实数 ,它们 也 可 以 作 类 他 处 理 ， 
近似 的 程度 要 比 用 十 进 小 数 来 得 好 些 。 反 之 , 任 一 实数 可 用 一 个 (有 尽 或 
无 尽 ) 连 分 数 来 表示 ,事实 上 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

当 且 仅 当 一 个 数 是 有 理 数 时 ,其 连 分 数 展开 式 是 有 尽 的 。 


与 上 面 所 讲 的 一 样 ， 渐 近 分 数 交替 地 从 下 方 与 上 方 趋 近 实数 , 准确 度 
越 来 越 高 。 
【 例 】 要 把 a =MV2 展 成 连 分 数 ,用 记号 [4] 表示 小 于 或 等 于 的 最 
大 整数 , 于 是 可 以 得 出 一 系列 分 号 : 
1. a=bo+ (a~[a]), bo= [a], a— fa]=1/a; 
2. a=b+ (gi~ [0a]), bi1= [a1], ai— La] =1/0%; 
7 3. =bst (x [ow]), ba= [oes], 02~ [os]~1/o; 
利用 不 等 式 1 <V 3 <2 并 加 以 重 排 : | 
1. a=l+ (VE -1), bo=1, V3 —1=1/a, 
ma=(V23+D/[C(V -DV2+D)]=V2+l; 
2. a =2+(V3 -1),b1=2,V 2 -1=1/0, oo= V2 +1; 
3. a =2+ (V2—1), bs=2, V3 —1=1/a, mw— V2 +l 
继续 这 一 过 程 ,就 得 到 V 3 的 循环 连 分 数 表达 式 [1l; 2, 2,…] 
通过 44 与 Bi 的 图 式 可 用 来 求 循 环 连 分 数 的 渐 近 分 数 。 
kx -2 -10123 4 .5 6 
bp — C11222 2 2 2 
A 0 1 1 3 7 1 41 99 239 
B 1 0 1 2 5 12 2 70169 


”46 239 _ 呈 本 ， 
例如 ， nT 1.414201.… 而 V2 ~1.414214, 
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渐 近 分 数 收敛 于 V 2 。 
V 2 的 展开 式 是 个 循环 连 分 数 , 这 一 事实 并 非 出 于 偶然 。 循 环 连 
分 数 总 是 出 现在 所 谓 二 次 无 理 数 的 情况 , 即 是 有 -一 一 一 cv 形式 的 数 , 这 


里 的 4, 8 夫 0, ce 生 0 与 DD 是 整数 , DD 是 大 于 1 的 非 守 全 平方 数 . 拉 格 遍 
日 (Lagrange) 已 经 证 明 出 一 个 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 式 必定 是 循环 
的 。 反 过 来 , 它 的 逆 命 题 , 即 一 个 循环 连 分 数 表 示 一 个 二 次 无 理 数 也 已 被 
欧 拉 所 证 出 。 


3.7 复数 域 C 


在 实数 域 中 , 第 一 类 与 第 二 类 算术 运算 可 以 不 受 限制 地 进行 。 但 第 
三 类 算术 运算 则 不 然 ; 例如 , 当 为 偶数 ,4 是 负数 时 ,者 a 一 人 VG 是 不 
存在 的 ,没有 一 个 V 一 4 这 样 的 实数 。 但 是 ， 负 实数 的 平方 根 又 往往 是 需 
要 的 , 辟 如 说 ,在 三 次 方程 解 的 卡尔 达 湛 (Cardano) 公 式 中 ( 见 工 第 4 章 )， 
事实 上 正 是 在 所 谓 的 不 可 约 情形 下 , 三 次 方程 个 有 三 个 相 异 实 根 。 为 了 
除 掉 这 种 局 限 性 , 便 需 要 再 次 扩展 数 系 。 
新 数 的 构造 ”考察 任意 实数 4 与 3 的 一 个 有 序数 对 (a, 5), 这 一 次 
等 价 关系 就 是 通常 的 等 式 ， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 上 =w，0=z2 时 ， 数 对 
《4, 5) 与 《4', 2') 等 价 ; 每 个 等 价 类 中 只 包含 一 个 数 对 。 
这 样 的 数 对 (a, 38) 叫 作 复数 。 关 于 复数 的 第 一 类 与 第 二 类 算术 运算 被 
定义 为 


gi 寺 so= (a1Eao, bitb2), 
g122= (G192— b1b2, 1b2 + b142), 


1 = Ado + bibs bi142— boa1 ) 0 0 
23 aq2 十 BE ao 十 更 / 22 寺 (0，0)。 


容易 证 明 减 法 与 除法 是 加 法 与 乘法 的 道 运算 .对 加 法 与 乘法 来 说 , 交 
换 律 ,结合 律 与 分 配 律 都 成 立 , 例如 ,分配 律 的 证 明 如 下 ; 设 %= (4;, bo， 
i=1, 2, 3 是 三 个 复数 , 则 

21[#2+23] = (a1, b1) (qs + as, ba+bs) 
= (qi423+4193—0102— b1bs, a1b2 + a1bs+ bid2+b14s)o 

男 一 方面 ， 

2122 士 2428 一 《G142 一 DiDa，G1D3 十 D103) + (G4148 —b1b3, qi1bs+ 0b148) 
~ (a102—0103+ di43—b1bs, 41b2+ bia2 + aibs+ b148)o 
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商 个 表达 式 是 相同 的 。 : 

紫外 ,对 这 些 算 术 运 算 来 说 ,所 有 在 实数 域 中 能 成 立 的 运算 律 在 复数 
域 中 也 仍 能 适合 , 但 如 果 运 算 律 中 含有 顺序 关系 “大 于 ”时 则 不 然 。 在 复 
数 域名 中 引进 全 序 的 办 法 很 多 ， 警 如 说 ， 可 以 先 按 绝 对 值 再 按 幅 角 的 绝 
对 值 , 这 也 是 一 种 排序 次 的 方法 ; 但 是 可 以 证 明 : 0 中 没有 一 种 顺序 关系 
得 以 同 加 法 和 乘法 相 容 。 

复数 与 实数 ”复数 域 包含 着 一 个 由 数 〈a,， 0) 所 形成 的 子 域 , 后 者 就 
许可 的 运算 而 言 是 与 实数 域 同 构 的 ,这 是 由 于 : (o, 0) + (ao， 0) = 一 (c++a， 
0), 以 及 (4a, 0) (a', 0) 一 Caw', 0)。 因 而 我 们 可 以 把 这 些 数 简单 地 记 为 
aq， 而 不 去 写作 Ca, 0)， 数 (0, 5) 称 为 绝 虚 数 ,特别 是 复数 《0, 1) 叫 作 虚 
数 单位 。 在 进行 算术 运算 时 ， 由 于 用 不 着 担心 发 生 错 误 ， 所 以 括号 可 以 
洽 略 。 我 们 有 

(0, 5) =(b, 0) (0, 1) =0, (a, b)= (4, 0) +(0, b) 一 十 Dio 


其 次 , ii=(0, 了 ): (0, TD) 一 人 一 二 0)=~1。 


复数 的 图 示 ”在 平面 上 画 一 个 入 卡尔 直角 坐标 系 ,用 f 轴 表示 实数 ， 
方法 一 如 既往 ， 用 y 轴 表 示 虚 数 ， 单 位 取 i 复数 z=a+ 记 对 应 于 点 
zla, 芒 ， 或 者 对 应 于 从 原点 指向 该 点 的 矢量 z, 这 些 对 应 都 是 一 一 对 应 。 
由 矢量 加 法 (按照 平行 四 边 形 法 则 ) 可 知 ， 和 和 4 十 a 对 应 着 矢量 z1 十 22。 
( 见 图 3.7-1)。 


二 1 十 2 十 3 十 4 


图 3.7-1 复数 的 相 加 图 3.7-2 复数 的 模 与 幅 角 
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为 了 对 复数 的 乘积 也 能 作出 一 个 几何 图 示 , 可 以 把 复数 z=a 王 bi 表 
示 为 ?的 长 度 y 及 这 一 失 量 与 轴 正 向 的 夹 角 p 的 形式 ;7? 叫 作 & 的 绝 
对 值 或 模 , 9 叫 作 z 的 幅 角 《 见 图 3.?-2)。 这 里 要 注意 角 9 按照 反 时 针 
方向 度量 , 并 且 只 能 确定 到 相差 2z 的 整数 倍 。 | 


变换 公式 


1? 二 02++52?， 7 之 0, 是 实数 


- a ， b 
co89 一 了 ， Sin p= 二 


ZY 一 (cos 0 二 1 Sin 0) 


两 个 复数 的 乘积 :2= ri(eos pl 二 isingDrs(Ceosps 二 isingo) 根据 正 
纺 与 佘 纺 的 加 法 定理 可 以 化 成 
2122 = 7179[Cos(@1+ 92) 

-十 Sin(O1 十 92)]。 
这 种 表示 法 导致 了 下 面 的 几何 解 
… 释 ( 见 图 3.7-3); 由 点 0， za 与 
好 :2 所 形成 的 三 角形 祖 似 于 由 
. 点 0, 十 1 与 1 所 形成 的 三 角形 ， 
这 是 因为 两 个 三 角形 各 有 一 个 等 
角 9 而 且 夹 此 角 的 两 边 成 比 
例 , 即 yays:yag=Yy1。 于 是 ， 可 
用 一 个 简单 的 几何 作 图 法 来 表示 

图 3.7-3 复数 的 相 乘 两 个 复数 的 乘积 。 

需 与 根 对 自然 数 ” 来 说 , z? 可 由 如 =1,2"+1 一 27,z 来 定义 。 通 过 

加 法 定理 与 数学 归纳 法 , 可 以 推导 出 重要 的 棣 莫 弗 (de Moivre) 公式 ， 


棣 莫 弗 公式 如 一 fn(cos np +i sin ng) 


对 部 一 一 也 可 得 出 
sl=7r- [cos(—9p) +isin(~9)]=r i(cosp ~—ising)。 
再 由 数学 归纳 法 就 可 以 得 到 : 
zs"*=7 "eos (ng9) —i Sin(ng)}o 
对 于 Vz# 来 说 , 它 的 意义 是 指 一 个 其 4 次 昨 能 等 于 3 的 复数 ww 亦 即 
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方程 "=z 的 一 个 解 。 设 w 一 pcosy 十 ji 了。 则 由 如 =z 一 rKeosg 二 
ising), 根 据 栋 英 襄公 式 就 有 ， 


D" 一 7， 6 一 以 7， 由 一 全 十 和 
或 ww= 尺 7|eos (下 + 二 和 人 2 )tisin (2+ 和 -)| 
n 多 从 十 1 


如 果 亿 下 0， 则 对 克 =0; 1,2,…n 一 1 就 有 个 相 异 什 。 在 复数 域 
中 ,记号 Vz 不 是 指 一 个 值 ,而 是 多 信和 有 的 ,在 黎 曼 曲面 ( 见 II. 第 10 章 ) 的 理 
论 中 将 要 阐明 如 何 掌 握 这 种 多 值 性 。 特 别 当 z 是 一 个 正 实数 时 ， 则 由 此 
唯一 确定 的 7 次 正 实 根 叫做 主 值 。 在 复数 域 中 , 开 方 可 以 不 受 任何 限制 。 
在 Vz ?的 % 个 值 之 中 ,有 一 个 值 是 


[cos 2 9 十 1 Sin | 
名 


.【 例 】 为 了 求 出 六 一 I 工 的 一 切 值 , 可 以 设 ; 
z=1[cos(180° 十 有 .360") +isin(180° +k.360°)] 
于 是 w=1|oos (3 +h90° )+isin (2 +k.90°)| 
二 0 时 给 出 wo=60s 4 和 5? +i sin 45"， =1 时 给 出 仙 二 C0s 135° 十 
48in 135"， 8 一 2 时 给 出 2 一 cos 225° 寺 78in 225"， =3 时 给 出 Ws 二 
cos 315° 十 isin 315?。 - _ 
. 当 k=4, 则 得 出 ps=405° =360° +45°, 故 ww 二 Wo， Ws = W1, 等 
等 ( 见 图 3.7-4)。 


图 3.7-4 一 1 的 复数 值 图 3.7-5 ”以 十 1 的 复数 值 (1 的 五 次 方 根 ) 
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【 例 】 为 了 求 出 Y 十 I 的 一 切 值 ,可 令 
z=1[cos(k.2m) +isin(k'27x)]1, 


于 是 w=1|eos SE risin |, 
k=0 时 给 出 主 值 。 w= 十 I 
二 1 时 给 出 wi=C0s72°+isin72°, 
.=2 时 给 | wa=Cos144° +isin144°, 
kx 二 3 时 给 出 ws=cos216° +isin 216°, 
= 和 时 给 出 2 一 cos283" +isin288°, 


当 %~5 时 有 由 =360, 因此 
Ws=Wo, We= WI 等 等 ( 见 图 3.7-5)。 

1 的 次 方 根 位 于 单位 回 加 局 上 并 将 它 分 成 个 相等 部 分 。 当 a 是 
有 理 数 时 , 守 * 的 定义 方式 与 以 前 对 绝对 有 理 数 及 有 理 数 的 相应 定义 应 
取得 一 致 。 如 果 a>0, 且 a= 二 中 的 7? 与 都 是 正 整数 , 则 六 应 理解 为 
VF; 如 果 a<0 且 2 于 0, 则 ?被 定义 为 -二 。 具 有 极 大 重要 性 的 一 个 
定理 是 所 调经 典 代数 的 基本 定理 ， 它 是 首先 由 高 斯 用 好 几 种 方法 子 以 证 
明 的 。 


这 个 数 域 里 至 少 有 一 个 解 。 | 

复数 的 简 史 ”十 七 世纪 中 叶 起 开始 用 到 负数 的 平方 根 ， 从 那个 时 
候 以 来 就 被 人 们 叫 作 虚数 。 十 七 世纪 数学 家 们 依据 的 是 一 本 由 拉 斐 尔 ， 
邦 别 利 所 编著 的 代数 书 , 它 出 版 于 1572 年 , 其 中 包含 着 一 个 关于 纯 虚 数 
的 能 够 自圆其说 的 理论 。 后 来 , 复数 的 理论 获得 了 进一步 发 展 , 作出 过 贡 
献 的 人 有 约翰 . 贝 努 里 (Johann Bernoulli, 1667~1748 年 ), 莱 昂 哈 德 ' 欧 
拉 (1707~1783 年 ), 特别 是 卡尔 : 弗 里 德 列 希 .高 斯 (1777~1855 年 )。 复 
数 在 平面 上 的 表示 法 则 可 以 追溯 到 卡 斯 巴 ' 威 赛 尔 (Caspard Wiessel, 
1745 和 ~1818 年 ) 与 吉 因 :罗伯特 : 阿 根 特 (Jean Robert Argand, 1768~ 
1822 年 ) .由 于 高 斯 的 权威 , 它 成 了 表示 复数 的 公认 方法 (高 斯 平面 )。 复 
数 是 复 变 范 数论 或 复 分 析 的 理论 基础 。 
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4.1 方程 概念 


方程 与 数 一 样 ， 都 属于 入 类 的 首 批 数学 成 就 之 列 。 它 们 在 最 古老 的 
书写 形式 的 数学 文献 中 即 已 出 现 ,例如 , 可 以 追 湖 到 公元 前 三 千年 的 古代 
巴比伦 人 的 模 形 文字 书 板 以 及 公元 前 约 1800 年 古 埃及 中 王朝 的 草 卷 ( 写 
在 草 落 纸 卷 上 的 抄本 )。 

与 当时 巴比伦 的 社会 结构 相 一 致 ， 这 些 文 献 大 多 记录 有 关 继承 财产 
的 问题 。 长 子 总 是 分 到 最 大 的 一 份 , 老 二 要 比 老 三 分 得 多 ,等 等 。 下 面 就 
是 此 类 问题 之 一 

“十 个 兄弟 , 银子 总 数 是 13. 马 恩 。 

每 个 兄弟 分 得 的 份 数 随 年 龄 增加 ， 我 不 知道 他 们 究竟 怎样 分 法 。 只 
知 老 八 的 一 份 是 6 个 歌 克 耳 。 试 问 每 个 兄弟 名 分 得 多 少 ?” 

马 轧 是 一 种 古代 东方 的 计量 单位 。1 个 马 轧 等 于 60 个 歌 克 耳 。 这 个 


问题 导致 一 个 算术 级 数 ; 最 小 的 兄弟 分 得 的 一 份 是 3+ -80 个 歌 克 丁 。 以 
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后 每 一 位 兄弟 依次 比 前 一 位 多 分 到 I+ 3 个 歇 克 丁 。 老 大 分 到 的 是 17 直 
前 个 欢 克 耳 ,十 个 儿子 到 手 的 总 数 是 100 个 歌 克 耳 , 即 1 马 恩 。 

如 果 说 ,在 上 面 这 个 巴比伦 问题 中 ， 未知数 的 描述 是 相当 清楚 的 话 ， 

那 末 , 在 埃及 草 卷 中 ， 则 是 用 象形 文字 来 代表 “h”， 即 一 堆 东 西 或 一 个 集 

合 。 这 美的 计算 出 现 颇 为 闫 繁 ， 它 们 相当 于 线性 方程 。 这 一 点 只 要 把 

莫斯科 草 卷 中 的 一 段 奖 及 原文 与 现代 记 法 作 一 比较 , 就 可 开明 白 ; 


直译 下 来 的 埃及 文字 现代 记 法 
一 堆 东 西 的 计算 。 它 的 一 售 半 再 加 上 和 其 总 | 3 
到 2 十 4 一 0 
和 是 10, 这 堆 东 西 有 多 少 ? 5 
你 算 一 算 10 比 4 超 过 多 少 ,得 到 的 是 6。 10-4=6 
| 1 ，、 i .3 2 
你 用 1 二 去 计算 1， 得 到 的 是 与。 1: 本 = 了 
你 计算 一 下 6 的 与， 得 到 的 是 4。 6. 了 -4 
瞧 ! 生 就 是 答 数 。 你 算得 很 对 。 | ZX 一 人 4 


在 发 展 出 一 套 代数 符号 语言 之 前 ， 礼 各 下 得 下 用 交 字 来 世 二。 即使 
在 代数 领域 中 作出 了 很 大 贡献 的 佛 朗 索 瓦 - 维 也 特 , 通常 叫 韦 达 (公元 
1540~1603 年 ), 也 还 是 使 用 拉丁 文 的 动词 “aequare” 来 表示 相等 。 目 前 
常用 的 等 号 是 由 一 位 皇家 法 庭 的 医生 罗 伯 竺 ， , 圳 科 达 (1510~1558 年 ) 首 


六 ee 


图 4.1-1 选 自 T. 雷 科 达 的 <《 轩 $ 是 的 麻 刀 石 2， 1557 
年 出 版 ; 等 号 第 一 次 出 现在 这 本 书 里 ; 写 在 公式 上 
_ 面 的 话 表 明 所 以 妥 采 用 这 个 符号 的 动机 
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先 倡议 的 , 但 是 在 它 为 人 们 普遍 接受 之 前 仍然 经 历 了 一 段 相当 时 间 。 他 在 
一 本 用 对 话 体裁 书写 的 、 书 名 叫 作 “智慧 的 磨 刀 石 > 的 代数 课本 里 提出 了 
这 一 建议 ,并 且 用 下 面 的 一 番 话 来 说 明 采 用 它 的 动机 : “如 我 平日 所 为 , 作 
一 对 平行 线 , 即 同 长 之 两 线段 如 == = =, 盖 无 他 物 比 此 更 相等 耳 .” 


方程 、 解 集 

让 我 们 从 一 个 特定 的 数 的 集合 ( 称 为 基本 域 ) 与 变量 的 特定 集合 ( 称 
为 变量 域 , 变量 可 以 由 基本 域 或 其 子 集 中 的 元 素 所 代 换 ) 出 发 。 在 指定 基 
本 域 和 变量 域 时 ,我 们 用 本 表示 自然 数 集 ,也 表示 整数 集 , Q@ 表示 有 理 
数 集 ，B 表示 实数 集 , 0 表示 复数 集 。 在 下 文 , 除了 特别 声明 以 外 , 基本 
域 取 为 R。 方程 的 概念 可 以 通过 表达 式 的 概念 米 加 以 说 明 , 而 表达 式 是 
归纳 地 加 以 描述 的 ( 见 I. 第 2 章 )。 

表达 式 一 切 数 与 一 切 变量 都 是 表达 式 。 两 个 表达 式 的 和 、 差 、 积 、 
商 仍然 是 表达 式 ; 表达 式 的 乘 方 与 开 方 产生 新 的 表达 式 。 用 0 作为 除数 
是 不 准许 的 ; 目前 , 在 条 方 与 开 方 时 ,等 指 并 午时 了 作 正 整 歼 ,该 开 方 用 取 
正 数 。 

表达 式 的 例子 ; 


5 4; a; bz; b+7; 5(atb); (4z+)/y; /2 YF 


表达 式 的 概念 还 可 以 推广 ,例如 包括 . Sin 1, loga £, ero 

` 表达 式 1 称 为 等 价 于 表达 式 Bs, 如果 对 于 用 给 定 的 变量 域 中 每 一 
个 相同 的 数 来 代替 变量 时 ， 两 个 表达 式 都 取 租 同 的 值 。 例 如 , 42 十 5 与 
9a 关于 实数 集 了 及 是 等 价 的 表达 式 ， 而 表达 式 (z2 十 科 /z 与 zx 二 1 是 不 等 
价 的 , 因为 (cs+o/z 当 z=0 时 没有 意义 ， 而 z+1 当 %=0 时 取 人 为 1。 
这 两 个 表达 式 对 于 除 零 外 的 一 切实 数 的 集合 是 等 价 的 。 . 

下 列 事实 是 显然 的 : 

1. 任 一 兴安 和 和 六 。 


外语 单 到 是 的 友 芝 太 的 冲 定 > 天 是 下 里 城 的 一 切 产 的 集 汪 ,这 时 , 表 送 
式 中 的 变量 可 以 取 记 变量 域 中 的 任 一 个 数 。 合 如 ,表达 式 2 二 的 定义 
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域 包含 全 体 实数 , 而 -3 的 定义 域 则 是 除 3 以 外 的 一 切实 数 。 具有 几 
个 变量 的 表达 式 的 定义 域 也 可 类 似 地 说 明 。 

方程 ”如 果 两 个 表达 式 可 与 也 用 等 号 连 楼 起 来 ， 就 产生 一 个 方程 
1 二 2。 在 这 里 , Bi 称 为 方程 的 左 广 ,及 s 称 为 方程 的 右 问 。 

方程 的 定义 域 是 表达 式 中 所 
有 各 变量 的 定义 域 的 交集 ( 见 图 
4.1-2)。 
。 如 时 = 个 方程 ， 它 的 表达 式 不 
含有 变量 , 则 在 数理 逻辑 意义 下 , 它 
是 一 个 命题 , 可 真 可 假 。 例 如 ,3 十 
2=5 与 3.(54+2) = 20+1 是 真 会 
加 4.1-2 单 变 量 方程 的 定义 域 也 是 。” 题 ,而 2+3,4=15 是 一 个 假 命题 。 
各 个 表达 式 的 定义 域 Di 的 交集 但 如 果 表 达 式 含有 变量 ， 那 么 方程 
是 一 个 谓词 ， 例如 方程 3z= 一 12, 44 十 30 一 1 或 2?= (6z 廿 24)/3。 只 有 
当 变 量 用 方程 的 定义 域 中 的 数 赫 换 时 ,谓词 才 变 成 命题 , 它 可 以 是 真 或 假 。 

解 任何 一 个 取 自 单 变量 方程 的 定义 域 中 的 数 ， 如 果 它 替换 变数 以 
后 能 使 方程 成 为 一 个 真 命题 , 则 这 种 数 就 称 为 方程 的 一 个 解 ,也 可 以 说 ， 
这 个 数 解 出 或 消 足 此 方程 。 如 果 一 个 方程 包 合 两 个 、 三 个 、…… nm 个 变 
量 , 则 其 解 分 别 是 有 序 的 一 对 数 , 三 个 数 …… % 个 数 , 具有 以 下 性 质 , 当 
变量 榨 依 次 被 这 些 有 序 的 数 序 代入 时 ,方程 能 成 为 一 个 等 式 的 真 命题 。 

【 例 】 1. 实数 一 4 满足 方程 3c= --12, 因为 3.( 一 多 = 一 12 是 一 
个 真 命题 。 由 于 没有 别 的 解 ， 一 4 就 是 方程 的 解 。 
”2. 方程 44+35==1, 例如 可 被 数 对 (2, 了 所 满足 ， 因 为 4. 2 二 3: 
二 11 是 真 命题 。 得 是 事实 上 还 有 别 的 解 ， 有 无 穷 多 组 解 , 所 以 (2 了 只 
是 这 个 方程 的 一 个 解 。 

3. 方程 好 = (6z 二 24)/3 的 解 是 数 -2 与 +4, 因为 (一 2)?~=[6. 
(一 2 十 2 所 /3 以 及 (二 人 ?= (6.4-+24)/3 都 是 真 命题 。 没有 别 的 解 了 。 

4. 如 果 方 程 ?一 2 的 变量 域 取 作 有 理 数 集 9, 则 这 个 方程 没有 解 ， 
因为 没有 一 个 有 理 数 的 平方 是 等 于 2 的 。 

解 集 “一 个 方程 关于 其 定义 域 的 所 有 解 的 集合 称 为 方程 的 解 集 S。 
一 个 方程 称 为 不 相 容 的 或 相 容 的 , 视 8 是 否 为 空 集 g 而 定 。 
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相 容 方程 不 相 容 方程 
77= -28 对 XEZ; 人 7x 一 一 28 对 2EN; S=$ 
w=9 对 XER; S={ 一 3; +3} z= -9 对 XER; SS 一 六 

2 一 ] 对 。 呈 十 工 ! 2 一 ] 对 : S= 
sol 对 EQ; 8 人 -二 +3} | dl 对 a€Z; 8- 
27 十 Z 一 2z 对 >zEC; S=C 37=37++1 对 ZE€C; S=8 


含有 一 个 变量 的 相 容 方程 称 为 永 真 的 ， 如 果 定 义 域 由 的 一 切 元 素 都 
是 方程 的 解 的 话 。 例如 , 2x 十 z=3z 在 复数 集中 是 永 真 的 。 含 有 % 个 变 
a 如 果 给 定 变 量 域 中 任意 一 个 有 序 7 数组 都 是 
程 的 解 的 话 。 例 如 , 对 a, 了 € RR 来 说 , (4a 十 DD) ?一 a? 十 24b+5? 是 一 个 永 
信和 因为 一 切实 数 对 (a, 5) 都 能 满足 它 。 把 一 个 表达 式 变 成 其 等 价 
表达 式 的 任何 一 种 变换 包含 着 一 系列 永 真 的 方程 。 例 如 , 变换 (4 十 7a)， 
2=114.2=224 对 于 实数 集 及 来 说 是 一 个 等 价 的 变换 。 可 是 变换 
a2 一 16a 十 64 a—l 
5a 一 5 2 一 64 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


Bea— 1) CT 3) 5at8) 

只 是 对 不 包含 土 8 及 1 的 实数 集 才 是 等 价 的 ， 因 为 这 些 数 不 属 于 这 里 所 

带 有 参数 的 方程 有 几 个 变量 的 方程 ， 比 如 说 24+b=5, 这 里 的 
a, bE 及 ,可 以 用 两 种 不 同方 式 来 加 以 解释 ; 、 

第 一 种 , 两 个 变量 可 视 为 具有 同等 地 位 ,从 而 我 们 可 求 出 满足 方程 的 
全 部 数 对 (a, 路 。 例 如 (2, 了 D， (于, 4)，( 一 5 15) 便 是 上 面 这 个 方程 天 
穷 多 个 解 中 的 三 个 解 。 

第 二 种 ,我 们 可 以 选 定 一 个 变量 而 把 其 余 的 看 作 辅 助 变量 , 即 参数 。 然 
后 求 出 方程 依赖 于 此 参数 的 解 ; 一 个 解 就 是 一 个 包含 参数 的 表达 式 ， 而 
这 全 允 于 鸭 一 们 人 人 二 和 对 上 面 的 例子 来 说 ,如 果 a 是 变量 ， 
?是 参数 则 5 一 三 ,于 是 因为 

多 如 果 口 是 变量 , a 是 参数 , 则 
b=5 一 24, 而 5 一 24 就 是 解 的 表达 式 ， 因 为 24 十 (5 一 24) =5 对 一 切 a€& 
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及 都 真 。 

-…-. 对 于 多 变量 的 方程 来 说 , -必须 指明 哪些 是 真正 的 变量 ， 哪些 是 参数 。 
例如 ,如 果 在 方程 5 一 2%= 5 十 1 中 ， 真正 的 变量 是 2 与 多 而 4 看 成 是 
参数 的 话 , 则 我 们 就 称 它 是 一 个 x 与 9 的 方程 。 

如 果 在 一 个 有 ?个 变量 的 方程 中 , 没有 参数 , 只 有 真正 的 变量 , 那 末 
方程 的 解 就 是 一 个 分 别 取 自 相应 的 变量 域 的 有 序 ? 数 组 。 如 果 它 有 和 
个 真正 变量 (0<m<n) 而 其 余 的 是 参数 ， 那 末 , 解 是 一 个 有 序 吧 数组 的 
表达 式 ; 并 且 在 其 中 一 般 都 包含 参数 。 

机 代数 方程 在 一 个 代数 方程 中 ， 变量 与 变量 域 中 的 元 素 都 只 4 能 进行 
所 谓 的 初等 代数 运算 或 有 理 运算 , 即 ， 加 、 减 、 乘 、 除 。 关于 zz 的 代数 方程 
的 例子 有 : 2 一 5x? 一 8zx 十 12 二 0; 4(z 十 0)?(z 一 0)==c/z。 诸 如 92z 一 ?= 
4V 妈 一 台 的 方程 也 可 以 归 入 代数 方程 这 个 名 目 之 下 。 

` 当然, 在 这 里 ,系数 与 解 都 可 以 是 超越 数 , 例如 ， 关于 z 的 代数 方程 
mo? 一 5 一 12。 方程 sin22 一 二 sinw 一 二 =0 不 是 关于 < 的 代数 方程 ,但 
是 只 要 把 概念 作 适 当 的 推广 , 可 以 看 成 是 关于 sn z 的 代数 方程 。 


代 数 方 泽 
单 多 变 量 
“ 线 性 线 性 非 线性 
a++5=12 Zz 十 Y 十 2 一 和 (Z 十 4)2 十 42 一 16 
一 4 一 dat+35—6=0 p20 = 


单 变量 代数 方程 的 一 般 形 式 ” 交 量 ? 的 基本 域 尽 可 能 取得 最 大 ， 一 
般 取 复数 集 0。 系数 ou i 二 1，2,…, % 可 以 是 实 的 或 复 的 参数 ; qe 称 为 
常数 项 。 方程 中 出 现 的 变量 的 最 高 告 次 叫做 方程 的 次 数 。 如 on 关 0， 则 
方程 的 次 数 是 %。 如 方程 中 出 现 几 个 变量 , 则 对 于 每 一 项 来 说 ,都 得 把 各 


变量 的 次 数 相 加 ， 然后 下 其 最 大 者 作为 方 和 的 次 数 。 例如 , 方程 语 + 


4 一 6 一 0 是 五 次 方程 , 这 里 0s= 寺 ,4 一 d3 二 2 一 0 Q1 二 和 0 一 一 6;- 方 
程 wy~xy 二 32 一 1 是 二 次 方 可。 
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n 次 代数 方程 的 一 般 形式 : 


an2n 十 Gn 2 十 十 ax 十 do 一 0 TEC, a dl, 
1 一 2，…，72; Un 大 0 


标准 形 一 个 最 高 次 项 系数 a4,==1 的 单 变量 郊 次 代数 方程 叫 作 首 一 
方程 ,或 者 说 它 已 化 成 标准 形 。 这 只 要 从 一 般 形 式 中 除 以 o 关 0 就 可 以 
得 到 。 - 

超越 方程 ”包含 非 代数 变量 的 一 切 方程 称 为 超越 方程 。 它 们 中 间 有 
指数 方程 .对 数 方程 与 三 角 方 程 。 正 如 欧 拉 所 说 的 ,它们 的 解法 必须 超越 
出 代数 方法 。 常用 的 方法 是 图 解法 或 近似 法 ( 见 第 10 章 “三 角 方 
程 ”)。 


等 价 方程 


含有 变量 的 两 个 方程 称 为 等 价 的 ， 如 果 它们 具有 同样 的 定义 域 和 同 
祥 的 解 集 的 话 。 否 则 就 称 两 个 方程 不 等 价 。 

【 例 】 1. 方程 444+2=10 与 64 一 12 对 实数 集 也 来 说 是 等 价 的 , 因 
为 每 个 方程 的 解 集 只 包含 一 个 数 2。 

2. 方程 =9 与 江 ~=27 对 整数 集 Z 来 说 是 不 等 价 的 , 因为 第 一 个 

_ 方程 的 解 集 包含 着 土 3, 而 第 二 个 方程 的 解 集 只 包含 二 3。 但 是 , 对 自然 
数 集 机 来 说 , 这 两 个 方程 是 等 价 的 ， 因 为 这 时 每 一 个 方程 的 解 集 都 只 包 
含 数 3。 - - 

第 二 个 例子 表明 ,“ 等 价 方程 ” 这 一 概念 只 有 对 指定 的 变量 域 或 由 其 
产生 的 定义 域 才 有 意义 , 对 “ 相 容 ”、“ 不 相 容 ”、“ 永 真 ” 来 说 也 是 如 此 。 对 
相同 的 定义 域 而 言 , 永 真 方程 和 不 相 容 方程 都 是 等 价 的。 

等 价 方程 的 性 质 


了 十 方 的 竺 人世 是 各 入 关系 (有 II. 第 1 章 )。 
等 价 变换 在 含有 变量 的 方程 的 变换 中 ， 应 当 区 别 等 价 变换 与 不 等 
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价 变换 。 如 果 方 程 (1) 经 过 变换 后 所 得 到 的 方程 (2) 与 (1) 等 价 , 则 我 们 称 
(3) 是 由 (1) 通 过 一 个 等 价 变 换 产 生 的 。 

如 果 右 与 Ss 是 方程 (1) 与 2) 的 解 集 , 那 末 一 个 等 价 变换 的 特征 是 
人 一 Ss, 除 此 之 外 ,对 所 有 其 他 情形 来 说 , 变换 都 称 为 是 不 等 价 的 。 特 
别 对 下 列 两 种 情形 也 是 如 此 ， 当 Si1C S52, 即 变换 的 结果 得 出 了 增 根 , 或 
者 当 S182, 即 在 变换 过 程 中 丢失 了 方程 的 根 。 在 S1cS2 时 , 哪些 
是 方程 (2) 的 解 但 却 不 是 方程 (1) 的 解 ， 这 可 以 通过 对 方程 GD 的 验算 
而 挑 出 。 

【 例 】 工 ， 从 方程 Q) 44 二 20; ze 页 变换 到 方程 (2) z=5; ZE 六 是 
一 个 等 价 变换 , 因为 1=S2= {5}。 

2， 从 方程 ()z=6; x € 2 到 方程 (2)z(zx 十 2) =6(z 十 2); ZEZ 的 变 
换 是 不 等 价 的 ; 因为 在 此 情形 下 , S1={6}; 而 Sas={ 一 2; 6 于 是 SC 
S26 

3， 如 果 把 方程 (1) z3 =z? 十 12x; ZEZ 的 两 端 都 除 以 z, 得 到 方程 
(2) x?=z+12; xEZ, 则 Si={ 一 3, 0, 和， 而 8 一 { 一 3 外; 从 而 S1 
2, 故 变换 是 不 等 价 的 。 

变换 会 导致 失 根 , 例如 , 在 把 方程 用 一 个 包含 变量 的 表达 式 去 除 或 者 
对 方程 开 方 时 ， 就 可 能 出 现 这 种 情形 。 如 果 在 解 方程 时 进行 了 不 等 价 的 
变换 , 则 必须 进行 讨论 以 确定 娜 些 根 可 能 技 失 , 娜 些 根 可 能 是 增 根 。 如 果 
只 是 进行 等 价 变换 的 话 , 这 类 讨论 就 可 以 避免 。 因 此 ,懂得 哪些 方程 的 变 
换 是 等 价 变换 就 是 非常 重要 的 了 。 下 面 和 的 一 些 定理 给 出 了 若 于 有 关 的 说 
明 , 其 中 定义 域 取 实数 域 及 。 

按照 这 一 命题 ,我们 可 以 合并 同类 项 , 用 数 来 除 或 把 括号 乘 出 来 。 例 
如 ,方程 红 +7 一 22 二 15 二 8z 一 67 十 13 一 34 与 2z 十 22= 一 % 十 13 是 等 价 
的 , 因为 81 二 S52= { —3}。 

命题 2 方程 El= Eo 等 价 于 ,二 El， 就 是 说 , 交换 方程 的 两 端 , 所 


-一 
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【 例 ] (D 8z-29=4r+31 |+(29-4r)| Fl=E; | +Es 
8z—29+(29—4dr)=4r+31+ (29 一 42) | Fi+Es=E+ Ee 
(2) 4z=60。 
按照 命题 3, 方程 8z 一 29=42z 十 31 与 方程 ==60 等 价 , 事实 上 , 5; 
= So=1{15}。 
下 面 这 个 例子 表明 对 Es 加 以 限制 的 必要 性 ， 


一 1 
(1) z=4 1+ 


工 工 
ZX 一 全 一 4 z—4° 


这 里 , (DD 的 解 集 是 51~{ 征 ， 而 (2) 的 解 集 却 是 Bo= 多 这 是 因为 
一 对 于 数 4 没有 定义 。 由 于 81 站 Ss, 所 以 方程 (1) 与 (2) 不 等 价 。 


(2) z 十 


一 一 


【 仍 】 (D 6a= -3 1:6 B=E; :Es 
6a/6= 一 3/6 Ei/Es= Es/Bs 
(2) a= 一 1/2。 


由 命题 和 方程 64 -3 与 4= 一 去 是 等 价 的 事实 上 ，81=52~ 


{二 | 


与 此 相对 照 ,下 列 变换 
a ~4 1, 
(2) qa= 一 4 


是 不 等 价 的 ， 因 为 当 4a= 一 和 时 表达 式 (4 十 4) 的 值 为 0。 既然 Si=8 而 
;二 {一身 ,所 以 (1) 与 (是 不 等 价 的 方程 。. 

上 面 这 些 命题 需要 加 以 证 明 ， 但 这 里 省 略 掉 了 。 对 于 乘 方 或 开 根 来 
说 , 不 存在 这 类 等 价 定 理 , 因为 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 , 这 些 运 算 会 导致 
不 等 价 的 方程 : 

[ 例 】 (1) 1+z=VI-~z | 两 端 平方 

(I+2)?= (V1—2)? 
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工 十 2 十 邓 一 工 一 人 

《2)- 好 十 3z= 0。 

对 实数 集 及 来 说 ,方程 (1) 与 (2) 是 不 等 价 的 ， 因 为， 在 这 里 S1= {0} 
而 So={ 一 3, 0}, 即 51 关 Sz。 数 一 3 是 (2) 的 解 ; 但 不 是 对) 的 解 。 

解 方程 解 一 个 方程 意味 着 对 给 定 的 变量 域 求 出 全 部 解 来 ， 也 就 是 
说 , 求 出 一 个 解 集 ， 其 元 素 可 以 是 一 些 数 、 数 对 、7 数组 、 带 参数 的 表达 
式 或 者 个 这 类 表达 式 。 

在 某 些 特殊 情形 ， 解 方程 的 工作 可 以 通过 有 规则 的 反复 试探 的 方法 
来 完成 , 对 最 简单 的 方程 的 情形 可 以 直接 读 出 解 ,在 一 般 情形 则 需要 通过 
一 神 解 法 来 完成 ， 即 所 谓 求 解 算法 。 这 种 解法 或 算法 在 绝 大 多 数 情况 下 
由 给 定 方程 的 一 一 步 步 的 等 价 变换 所 构成 ， 直至 最 后 化 到 一 个 其 解 可 以 直 
法 读 出 的 方程 为 目 。 

.解法 示范 _ 乔 用 等 价 性 定理 ,对 单 变量 的 线性 方程 做 一 个 解法 示范 ， 

变换 的 目的 是 得 到 一 个 简单 的 方程 , 它 的 解 可 以 直接 读 出 。 


(2 一 一 民 十 3+3 一 8 


命题 1 
27 一 2 .一 一 2 一 5 十 2 十 z 
( 命题 3 
2z 一 2 十 2 十 % 一 一 2 一 5 十 2 十 和 - 
( 命题 
13% .. “=—3 3 、 
( 命题 4 
3z/3 一 3/3 
4 
x 一 一 工 


这 是 一 连 串 等 价 方 程 。 由 于 等 价 具有 传递 性 ， 最 后 所 得 的 方程 c= 
一 1 与 原 方程 等 价 。 显 然 数 一 1 是 方程 += - 工 的 唯一 解 ,因而 也 是 原 方 
程 的 唯一 解 。 这 一 连 串 方程 中 ,每 一 个 方程 的 解 集 都 是 8={ 一 1}。 

“验算 当 一 个 含有 变量 的 方程 解 出 之 后 ， 必 须 窒 验 它 的 解 集 是 否 正 
确 。 如 果 所 有 的 变换 都 是 等 价 的 ， 那 么 验算 的 目的 就 是 消灭 计算 上 的 氏 
误 , 并 且 验 证 解 是 属于 定义 域 的 ;如果 在 解 题 过 程 中 曾经 使 用 过 不 等 价 变 
换 ; 那么 验算 可 以 判明 是 否 产 生 了 增 根 。- 但 是 它 不 能 千 诉 我 们 方程 的 
根 是 否 丢 失 。 加 

验算 必须 在 原 方程 中 进行 。 在 验算 的 第 一 步 ， 要 把 所 有 的 变量 用 所 
求 出 的 数 来 代替, 例如 , 在 上 面 的 解法 示范 中 ， 
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7.(—1)—2—5.(—1)=—4.(—1)+3+3.(—1)—8.. 
—7-2+5=4+3—3-—8 
一 4= 一 4 

这 是 个 真 语句 , 因此 肯定 了 计算 是 正确 的 。 在 验算 的 第 二 步 , 必须 验 
证 所 找到 的 数 属 于 定义 域 , 对 本 例 来 说 , 即 实数 域 Re- 由 于 .一 LE 及 是 一 
个 真 语句 , 因此 , 实际 上 解 集 就 是 S={ 一 1}。 : 

如 果 变 量 域 取 另 一 个 集合 , 例如 , ZE， 则 验算 的 第 一 - 步 仍 然 和 上 
面 一 样 ,可 是 在 验算 的 第 二 步 , 由 于 一 LE 对 , -因此 解 集 是 8=Ja 二: 

问题 的 求解 i 

有 竺 解决 的 问题 可 以 是 用 自然 的 语言 来 表 过 的 一 个 数学 问题 ， 也 可 

是 来 自 应 用 领域 (例如 自然 科学 、 技 术 或 经 济 学 ) 的 一 个 实际 问题 。 不 
沦 是 那 和 情况， 都 需要 把 它 转译 成 数学 形式 化 语言 。 这 将 产生 一 个 含有 
变量 的 方程 ,例如 , 对 问题 “ 妇 果 一 个 自然 数 的 三 倍 训 上 了 等 于 从 113 中 减 
去 这 个 自然 数 ”, 我 们 引入 变量 来 代替 所 求 的 数 。 则 可 列 出 方程 : -3z 十 
7=13—z, ZE€N, 

通常 ,| 问题 的 “ 基 译 ”往往 首先 得 出 一 些 量 与 代表 这 些 量 的 变量 之 闻 
的 方程 ,然后 由 此 得 到 一 个 用 数 与 变数 表示 的 方程 。 

【 例 】 一 棵 高 9 码 的 枞 树 折 断 了 ， 还 剩 4 码 立 于 地 面 上 。 问 从 倒伏 
在 地 面 上 的 树 顶 到 树 脚 的 距离 是 多 少 ? 为 了 解决 这 一 -类 用 言语 表达 的 同 
题 ,可 以 采用 下 面 的 步 又 : 

i， 确 定 变 量 ， 如 可 能 时 可 以 画 一 个 草图 ( 见 
图 4.1-3)。 


设 碰 在 地 上 的 树 顶 距 树 脚 7? 码 。 
2. 建立 方程 并 确定 变量 域 。 _ 
我 们 得 出 用 量 表示 的 方程 : | 
: (4 码 )? 十 (t 码 )?=(5 码 )?。 ”图 4.1-3 折断 
:或 者 用 数 与 变数 来 表示 的 方程 : | 的 挫 树 


4 十 zw? 二 52, 这 里 weE 及 目 2>0。 
3. 解 方程 2 一 25 一 ]6 一 9, 于 是 21 一 3, zx2 一 一 3。 
该 题 意 进行 验算 。 根据 题 意 或 由 此 而 产生 的 变量 域 , 显然 只 有 
3 才 适 合 ,实际 上 ， 它 是 原来 用 语言 来 表达 的 问题 的 解 。 
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5. 答案 。 碰 在 地 上 的 树 顶 距 树 脚 3 码 。 

和 .2 线性 方程 

在 一 个 线性 方程 或 一 次 方程 中 ， 所 有 的 变量 都 只 是 以 一 次 睡 的 形式 
出 现 ， 例 如 52 一 2=8，34 寺 25=44 4 二 5 十 3 一 1 一 0 分别 是 一 个 、 两 
个 与 三 个 变量 的 线性 方程 。 方 程 (x+ 多 (z+3)=(z 十 了 D(x+7) 其 中 26 
及, 虽然 不 是 线性 的 ,但 是 它 等 价 于 一 个 线性 方程 ,因为 在 乘 出 括号 并 重新 
排列 之 后 , 可 以 化 为 < 一 5 一 0,x € R; 但 是 ,方程 (C+ 和 (+3) 一 6 ZE 及 
则 等 价 于 非 线 性 方程 22?+7z+6=0, x € R。 

分 式 方 程 与 根 式 方程 也 可 与 线性 方程 等 价 。 


一 个 变量 的 线性 方程 


一 般 形 式 az 十 D 一 0 ER.;, a,bER 


在 一 般 形式 中 , z 是 变量 , 4, 5 是 实 参 数 。az 叫 一 次 项 ,5 叫 常数 
项 。a=0 的 情形 在 讨论 中 也 包括 在 肉 ， 尽 管 在 下 文 这 种 情形 可 以 排除 ， 
因为 严格 说 来 , 当 a=0 时 的 方程 az 十 b=0 不 是 一 个 线性 方程 。 通过 等 


I, a0 III. a=0 
类 型 任意 b=0 
r+tb=0 ~b 0.Z 十 D 一 0 | -5 0.Z 十 0 一 0 
解 ad 一 一 D li:a 0 和 一 一 0 0.2 =0 
2 一 一 pp/a 
解 的 个 数 恰 有 一 解 无 解 无 限 多 解 
解 集 S={-02/a} S=f S= 
验算 1 a( 也)+50 | ， 自 对 任 一 *EBR，| 。 任 一 实 玫 与 罕 的 
a 


0'2 一 0, 然而 2 寺 0, 因 
此 没有 任何 实数 满足 
方程 


乘积 是 零 ， 因 而 任 
一 实数 都 是 方程 的 
解 


一 2 二 0 一 0 
0 一 0 
真 
2， 一 也 ER, 因为 
a 
a, bER 且 a#0 
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价 变换 ， 任 一 单 变量 线性 方程 可 以 化 成 上 述 一 般 形式 ， 在 解 方程 4x+6 
= 0 时 必须 区 别 三 种 情形 ( 见 上 页 表 )。 


当 变 量 域 改 变 时 ,自然 很 有 可 能 x 二 -二 不 是 一 个 解 或 者 是 一 个 永 
真 的 解 。 例 如 , 方程 sz+10= 0, ze 及 , 有 解 集 S=1{ 一 23}; 但 如 果 变 量 
域 是 耳 , 则 解 集 是 空 集 : S ==f, 因 为 一 2 二 本。 最 后 ,如 果 变量 域 是 { 一 时， 
则 由 于 变量 域 的 唯一 元 素 也 是 方程 的 唯一 解 ,因而 这 个 解 是 永 真 的 。 

[ 例 11 不 包含 参数 的 线性 方程 : 


4a .1  __3,20,5 , 
1+; 
a ,li _ 2a _1_2% 
可 + 可 still- 3 
ga 1 /1. 
-4 地 :( 可 
a 3 
2° 
3\ 1 3 3 /3\/ 3\ 5 
an (和 (区 -和 人 的 ( 坟 志 
1 3 3 5 
一 2+ 训 + 训 一 -号 -1+ 也 
0 =0 真 。 
2. -3eQ 真 
2 o 


因此 解 集 是 ， S= | 一 三 |。 
【 例 3】 变量 ze 及 , 参数 w be 及 的 下 列 方程 是 一 个 关于 z 的 线 注 
方程 。 


(t+) — (2—b)? =2a(a+D); 
22 十 20z 十 0 一 妇 十 2 一 12 一 202 十 20D | 一 02 十 D2 
2az 十 320x 一 0 十 200 十 2 可 
2z(a-HD) =(4+0)? |:2(a+b)。 


于 是 必须 区 别 两 种 不 同情 形 : 
情形 一 ,如 (at 态 生 0， 相 除 的 结果 得 出 <= 号 


{ 汪 


2 ， 因此 = 
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i [天 + 中 -| 于 -b| =22a+D), 
[| - -Ee ~242 +2ab, 
2o2+ 2a8 一 202- 2a8。 对 所 有 的 实数 4、 5 来 说 ,这 是 一 个 真 语句 。 
3. 因 bERR, 故 2 ER。 


情形 二 ， 如 4 十 b=0， a 则 给 定 方 程 是 (x 十 @)? 一 (2 十 @) ?二 
24a(4 一 0), 它 等 价 于 0.2 一 0, 其 解 集 为 S=R。 

验算 ， 对 任 一 实 参数 a 县，(z 十 0)? 一 (X 一 40)? 二 0 为 真 。 

在 分 式 方程 中 , 至 少 要 有 一 个 变量 在 分 母 上 出 现 一 次 。 

【 例 3] z+ 村 -5 

对 一 切 % 关 十 2 与 x 关 0 的 实数 ， 用 最 小 公分 母 c(z-- 2) (xz 十 纪 去 乘 
方程 的 两 端 是 一 个 等 价 变 换 , 它 可 以 得 出 一 个 线性 方程 ; 四 


2x(z 二 2) 二 304X 一 -2)= 5(7— 2) (z+2) 


2z2 十 4 十 3c3 一 6z 一 5x2 一 20 — 5x3 
一 2x= 一 20 :( 一 2) 
X=10, 


必须 在 原 方程 中 进行 验算 。 


2 3 _5 
2 .3 1 
B+ 3 
_1 _1 .ww . 
. 5 “5 真 。 


2. 显然 10 ERR 且 10# 二 2 10+0 真 。 
因此 解 集 是 8 一 {10}。 
“【[ 例 纪 _ 包 全 参数 4 的 分 式 方程 ， 

EF 320 4a2 ,24 二 办 (2a 二 四 


2a—x 2at+tw% 402 一 2 i 
ZA24, X24 
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(2X 二 2a) (2 十 20) — (24a—7) (D4— 7) 一 422 . 


2 十 4a7 十 4a2 一 402 二 4az 一 02 一 403 : 
8ax=442. ， 
情形 一 ， ar0 情形 二 ;a=0 
0 
s= 人 | 十 22 一 22 一 0 
2) 0.z2=0 


验算 表明 这 是 对 的 。 一 切 非 零 实数 都 是 这 方程 的 解 。 

在 根 式 方程 中 ， 至 少 有 一 个 变量 在 根 式 中 出 现 一 次 。 在 最 简单 的 情 
形 ,可 以 通过 科 广 而 消除 代号 ,但 必须 注 间 这 可 能 是 一 个 引起 增 祖 的 不 和 
价 变 换 。 1 

[ 例 可 25T3- 3 是 一个 和 从 于 线性 方 的 要 区 方程。 

Yr 两 出 采 二 次 7 ee 
“X42=s27 2 
X=25: 
S= {25}。 
验算 : 1. M55+3=3 
3 一 3 真 。 
，9. 256E 及 真 。 - 四 

“【 例 6] - 如 条 式 中 出 现 几 个 平方 根 式 时 ， 这 其 中 的 一 个 竺 分 9 离 出 

来 , 然后 再 各 自 平方 。 
14= Mz 一 4 HEVZT2 - 
7 34=14-Vzi+ 玉 “| 两 端 方 - .. 
_4=196-—28MzT24+x+24 和 
jv 224 | 
AZT24=8 
zZ 十 24=64 
ZX=40 
S=t0 


验算 
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1. 14=V0-4+ VDT 
14=6+8 
14=14 真 。 

3. 40cR 真 。 

可 以 归结 为 二 次 方程 的 分 式 方程 与 根 式 方程 将 在 相应 段落 中 阐述 。 
下 面 的 一 些 应 用 题 的 例子 (其 中 每 一 种 情形 都 可 化 成 单 变量 的 线性 方程) 
可 以 认为 是 常见 类 型 的 范例 。 

【 例 7】 泥 合 问题 。 在 西门 子 -马丁 炉 中 有 20 吨 含 碳 0.59 的 钢 与 
5 吨 售 碳 596 的 生铁 泥 合 在 一 起 , 问 混合 物 中 矶 的 含量 是 多 少 ? 

设 > 和 是 混合 物 中 碳 的 含量 ， 也 就 是 说 , 25 吨 混合 物 中 含有 25。 
了 吨 右 。 20 吨 鲍 中 合 碳 20. 了 0 吨 ,5 吨 生铁 中 含 珊 5 下 吨 。 由 
于 各 部 分 合 碳 量 的 总 和 应 当 等 于 总 的 合 磋 量 , 于 是 得 出 方程 235. 了 ;十 
5.-0 一 25'0+ 了 9， 由 此 可 求 出 混合 物 的 合 碳 量 1.4%。 

【 例 8】 分 有 问题 。 三 台 推 土 宙 每 天 一 共 运 士 31000 立方 米 ， 第 二 
台 推 土 机 比 第 三 台 多 运 土 1000 立方 米 ,第 一 台 则 比 第 二 台 运 士 量 的 两 们 
少 4000 立方 米 , 问 各 台 挫 士 机 每 天 的 运 士 量 是 多 少 ? 

如 果 第 三 台 推土机 运 土 > 立方 米 , 则 第 一 台 运 士 Cr 十 1000) 立方 米 ， 
而 第 一 台 运 士 [3(z+1000) -4000] 立方 米 。 三 台 推 土 机 在 一 起 运 圭 
31000 立方 米 = {5 十 (z 十 1000) 二 [24z 十 1000) 一 4000]} 立方 米 。 

计算 后 可 得 出 8~ {3000} 。 这 意味 着 ， 第 三 台 推土机 运 土 8000 立 
方 米 ,第 二 台 9000 立方 米 ,第 一 台 14000 立方 米 , 加 起 来 正好 是 31000 立 
方 米 。 

【 例 9】 阐 单 运动 问题 。 一 列 长 度 为 250 码 的 火车 以 每 小 时 50 英里 
的 速度 穿 过 一 条 长 200 码 的 隘 道 ， 问 它 穿 过 这 条 隧道 要 用 多 少时 间 ? 

设 是 从 火车 头 开始 进入 隧道 到 最 后 一 节 车 厢 高 开 磋 道 所 经 历 的 时 


间 。 在 这 段 时 间 里 最 后 一 节 车 厢 移 动 了 550 到 ,而 这 是 隧道 的 
长 度 加 上 列车 的 长 度 ， 


200+250= 


50,1760 
65.65 


容 越 隘 道 需要 的 时 间 为 18.4 秒 。 


S={18. 和 4。 
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【 例 10】 较 复 杂 的 运动 问题 。 一 只 顺 流 的 游艇 在 两 小 时 内 到 达 其 
目的 地 ， 在 逆流 时 ， 用 同样 的 轮机 功率 走 同样 距离 则 需要 三 小 时 ; 在 静 
水 中 的 速度 是 250 码 /分 ; 求 水 流速 度 。 

设 水 的 流速 是 > 码 /分 , 则 船 的 顺 流 速度 是 (350 十 轧 码 /分 , 老 了 120 
分 钟 ; 而 逆流 速度 是 (250 一 z) 码 /分 , 未 同 样 距离 要 用 180 分 钟 。 因 而 方 
程 是 (250+z) ,120= (250 一 z) .180。 水 流速 度 是 50 码 /分 。 


两 个 变量 的 线性 方程 
有 两 个 变量 的 线性 方程 (例如 , 4 十 3y 一 10 =0, 其 中 ZER, y€R) 


的 解 集 是 一 切 经 代入 后 可 以 使 方程 成 为 一 个 真 语句 的 有 序 实数 对 (2, 妇 ); 
例如 (1 2) 就 是 一 个 解 ， 因 为 4.1+3.2 一 10~0 是 个 真 语句 。 同 样 
(0, 起 ) 与 (+3, 号 ) 也 是 方程 的 解 。 如 果 要 求 <、y 必须 是 自然 数 ， 屠 
么 解 就 是 能 满足 方程 的 自然 数 对 ; 当然 也 可 以 对 、y 规定 别 的 变量 减 。 

二 元 一 次 方程 组 ”线性 代数 提供 了 有 个 变量 的 % 个 线性 方程 的 解 
法 。 如 果 要 求 » 个 变量 同时 满足 个 方程, 则 称 它 是 一 个 具有 靖 个 变量 、 
由 入 个 方程 构成 的 方程 组 。 这 种 方程 组 的 每 一 个 解 是 一 个 有 序 的 数 
组 。 这 里 只 打算 详细 讨论 m 一 一 2 的 情形 (对 任意 的 % 与 ,请 参看 II. 
第 4 章 ), 这 类 方程 组 的 每 一 个 解 是 一 个 有 序数 对 (z, 护 。 


解 二 元 一 次 方程 组 ” 解 一 个 二 元 一 次 方程 组 ， 就 是 要 找 出 所 有 同时 
满足 第 一 个 与 第 二 个 方程 的 有 序数 对 (zx, 幼 ; 换 句 话说 ,必须 定 出 两 个 方 
程 的 解 集 51 与 5 的 交集 5。 这 里 , 可 能 的 情形 只 有 下 列 三 种 : 

1. S=S1NS2=1{(a, 5)}， 方 程 组 有 唯一 解 ; 

2. 5=S1N Ss 多 方程 组 是 不 相 容 的 , 即 予 盾 的 ; 

3, 5 一 S1N Ss=A1 或 52, 方程 组 不 能 唯一 地 解 出 , 这 时 它 有 无 穷 多 
组 解 。 

最 后 这 种 情形 当 且 仅 当 两 个 方程 线性 相关 时 ， 即 一 个 方程 是 另 一 方 
程 的 实数 倍 时 出 现 。 在 二 元 一 次 方程 组 的 数值 解法 中 ， 常 用 的 一 些 初等 
解法 有 代入 法 、 比 较 法 与 相 加 法 。 它 们 的 目的 都 是 消去 一 个 变量 , 使 得 只 
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有 两 个 单 变 量 的 线性 方程 的 每 一 个 方程 都 能 解 出 。 在 代入 法 中 ， 先 把 一 
个 方程 对 其 中 一 个 变量 解 出 来 , 然后 把 所 得 的 表达 式 代 入 另 一 个 方程 。- 


例 1] (xz+y= 一 3 z+(2z+6) 一 一 3 
[全 -] (2) ~2z+y=6 二 六 2z+6 一 -一 一 3z+9=0 


(a7 一 一 一 说 消去 z= 一? 
y=0 y 被 求 出 


验算 必须 对 原来 的 两 个 方程 都 进行 ， 


1. (1)— 3 下 3 喜 3. 一 3ER 真 和 0€ER 真 . 
(2)0 一 2.( 一 3) 二 6 真 


数 对 (一 3, 0) 是 这 个 方程 组 的 唯一 解 , 解 集 是 S={( 一 3, 0)}， 


用 比较 法 时 , 先 对 照 同一 个 变量 来 解 出 两 个 方程 , 然后 用 等 号 连接 所 
得 的 两 个 表达 式 ; 这 个 方法 的 依据 是 表达 式 等 价 关系 的 代 递 尾 0 


[ 例 拉 CD 2 一 2 一 和 


人 35 sp 
3 4+2y 一 (95 一 2)/2 这 里 4 外 消去 
y= | 


解 集 是 sla tao 3)}, 


相 加 法 。 每 个 方程 在 乘 以 一 个 适当 的 数 以 后 总 可 以 使 两 方程 中 的 两 
个 变量 之 一 是 有 相反 的 系数 。 把 两 个 方程 相 加 , 一 个 变量 就 消去 了 。 


【 例 3] 8 12z— 8y=4|.3 (1) 36¢—54y=12 
Be- 15g 一 3 | (~2)——(2') 一 36z+30y 一 一 6 | 


12z 一 8.1 一 生 0.7z+6y=6 - 
1 z=1 人 y=1 
解 集 是 S= {( 1)}。 


. 对 具体 问题 来 说 , 要 赁 经 验 来 确定 哪 一 种 方法 是 最 合适 的 。 

为 了 对 两 个 变量 x、y 的 一 元 一 次 方程 组 的 解 作 个 小 结 ，， 必须 区 别 两 
种 主要 情形 ， . 

I. 对 Q1==43 二 bo 二 01=0 来 说 ,如 果 ca=o 一 0, 则 任 一 实数 对 是 方程 
组 的 解 。 但 如 果 ci 或 0? 中 有 一 个 数 不 等 于 0 时 , 则 方程 组 无 解 。 
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(1) a1ww+ by=c1 

(2) ao22 十 jay 一 co 

II， 如 果 系 数 a1、42、bi、 bs 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0, 则 有 下 列 三 种 
可 能 情形 ; 


XER, yER, 


线性 独立 且 相 容 线性 相关 


不 相 容 


例如 : 例如 : 例如 : 
(1) 4z+y=12 (1) 4r+y=12 (1) 47+y=12 
(2) z+2y=10 (2) 8¢+2y=24 (2) 4x+y=10 
解 的 个 数 唯一 解 (2, 人 无 穷 多 组 解 , 例如 : 无 解 
(1, 8), (2, 4),， 
(3, 0)， (4, —4), 扩 盾 
解 集 S={(2, 4)} S={(2,W|47+y=12} 人 一 多 
图 象 说 明 两 相交 直线 ， 两 条 重合 的 直线 ， | 珊 条 相 异 的 平行 直 
一 个 交点 无 穷 多 个 公共 点 “| 线 , 没有 公共 点 


【 例 4 
(1) 4y(10z 一 3) 一 5z(8y 十 77)+165=0 | 采 出 括号 并 重 排 
(2) 9z(4y—7)+2y(5—1272) 一 一 114 


(1) 一 355 一 12y= -| .5 下 
(3 —63r+15y= 一 114} .4 ~35.3—12 165 | 
(1 一 175z 一 60y= 一 8251 十 | 


(2") 一 252z 十 60y= 一 456 
—427c= —1281 |:(—427) 


T= 


验算 表明 上 述 计算 正确 无 误 . 这 里 8={(3, 5)}。 


【 例 5] 方程 以 分 数 形式 给 出 ， 应 注意 分 母 必 须 不 等 于 零 ， 解 集 
是 S={(3, 2)}, 


人 THYtT ,37 (9) Ls-Yytli 1 Nl) z+ y=5 | 
~ x+y-1 3 Ztytl 3 一 一 (20) 27 一 划一 一 3 
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【全 6】 在 下 列 方 十 | (1 zy=2a 1 一 
程 中 ,变量 是 z+、y, a (2) sty | 


a . -一 一 一 
与 3 息 卖 参数 , 解 保 是 二 -3 
S= foTD ob)}, 2 

【 例 7】 由 于 第 

一 个 方程 是 第 一 个 方 

福 的 代数 ， 内 此 任 之 


满足 第 一 个 方程 的 有 (22/3=1 | 一 一 ~ (1) 30-2n~3 
订 歼 车 也 能 交趾 第 二 (2) 60— 6=4n 一 @) 0g-6| 


各 古人 8 的 丽 广 7 

下 相 容 的 ， ~ — (GD) 4g+35= 

程 组 无 解 ，S= 名。 和 33 了 | 一 3 d+=3| 
导致 线性 方程 组 的 应 用 题 


【 例 9】 分 配 问 题 。 用 一 只 热 水 龙头 和 一 只 冷水 龙头 往 水 池 里 放水 。 
如 果 把 热 水 龙头 打开 三 分 钟 , 冷水 龙头 打开 一 分 钟 , 则 有 50 奢 特 水 流 进 
水 地。 但 若 热 水 龙头 打开 一 分 钟 而 冷水 龙头 打开 两 分 钟 , 则 有 40 夸 特 水 
流 进去 。 问 每 只 龙头 在 一 分 钟 内 流入 水 地 的 水 有 多 少 ?9 

引入 变量 , 设 热 水 龙头 每 分 钟 放水 xz 夸 特 , 冷水 龙头 每 分 钟 放水 和 夸 
特 ， 于 是 我 们 得 出 下 列 方程 组 及 其 解答 ; 热 水 龙 头 每 分 钟 放 水 12 压 特 ; 
冷水 龙头 每 分 钟 放水 14 夸 特 。 

(1) 3x+y=50, (2) z+2y=40, 

【 例 10】 混合 物 问 题 。 为 了 防止 汽车 汽缸 里 的 水 冻结 与 冷却 系统 
冻 坏 , 要 在 冬天 开始 时 在 汽车 水 箱 里 密度 为 1 的 水 中 注入 密度 为 1.135 
的 防冻 液 。 如 果 混 合 液 的 密度 为 1.027, 则 防冻 性 能 可 以 维持 到 一 10°C 
《相当 于 14° 了 )。 为 了 得 到 100 压 特 的 这 种 混合 液 , 问 要 用 多 少 夺 特 防冻 
液 和 多 少 夸 特 水 进行 混合 ? 

引入 变量 , 设 所 需 防冻 液 的 量 为 x 夸 特 , 水 的 量 为 Y 夺 特 , 则 得 到 下 
列 方 程 组 并 求 出 它 的 解 是 ， 为 了 获得 所 需 的 混合 物 , 要 用 20 夸 特 防冻 液 
与 80 硅 特 水 。 


4.2 织 性 方程 ” 14 


z+Yy=100, 
1.135z+y=1.027.100,。 


线性 方程 与 线性 方程 组 的 图 解法 

为 了 用 图 解法 来 解 方程 , 需要 建立 解 与 某 些 点 集 之 冯 的 一 一 对 应 。 通 
过 某 个 坐标 系 来 表示 这 些 点 集 , 可 以 得 到 方程 的 近似 解 。 这 里 , 所 用 的 代 
标 系 是 笛 卡 尔 直角 坐标 系 。 

单 变量 线性 方程 的 图 解法 为 了 用 图 象 办 法 来 解 方程 cz+b=0， 
其 中 4 二 0, 我 们 考察 由 方程 y=az+b, 4 半 0 来 表示 的 函数 , 它 的 图 象 是 
一 条 直线 (参看 I 第 5 章 )。 遂 数 的 零点 , 即 该 直线 与 xX 轴 交 点 的 模 坐 标 就 
是 所 给 方程 的 解 。 

【 例 1】 为 了 解 方程 22 一 6=0, 可 以 考察 泡 数 y=22 一 6。 它 的 图 象 
是 一 条 直线 , 它 与 + 轴 交 于 点 了 = (3, 0)， 故 3 是 方程 2z 一 6= 0 的 解 ( 见 
图 4.2-1)。 


人 hh ; 
P{1, 2) 
1 7 
图 4.2-1 方程 2z 一 6=0 _ [47—y=2 
4,2- 对 
的 图 解法 图 4.2-2 方程 组 {2 3 
的 图 解法 


二 元 一 次 方程 组 的 图 解法 ”用 图 象 表示 两 个 方程 的 解 集 ， 然 后 确定 
它们 的 交集 。 为 此 目的 ， 要 把 所 给 的 方程 看 成 是 函数 并 作出 这 些 函 数 的 
图 象 ,一 般 说 来 它们 是 直线 。 位 于 第 一 条 直线 上 的 一 切 点 ,并 且 也 只 有 这 
些 点 的 坐标 能 满足 第 一 个 方程 。 同 理 , 第 二 条 直线 上 的 一 切 点 ,而且 也 只 
有 它们 的 坐标 能 满足 第 二 个 方程 。 我 们 根据 图 形 可 以 确定 同时 位 于 第 一 
条 和 第 二 条 直线 上 的 一 切 点 ， 也 就 是 它们 的 交点 。 每 一 个 这 种 点 的 坐标 
与 方程 组 的 一 个 解 之 间 成 一 一 对 应 。 根 据 直 线 的 相对 位 置 ， 交 点 的 个 数 
可 以 是 正好 一 个 、 是 无 穷 多 个 或 者 没有 交点 ; 也 就 是 说 , 方程 组 可 以 唯一 
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地 解 出 、 不 能 唯一 地 解 出 或 者 无 解 。 

【 例 2] 为 了 用 图 象 法 解 方程 组 .要 作出 与 这 些 方程 祖 应 的 函数 图 
形 。 交 点 卫 = (1, 2) 表 明 ( 二 3) 是 这 个 方程 组 的 唯一 解 ( 见 图 4.2-2)。 

【 例 3】 在 用 图 象 法 解 方程 时 ， 我 们 得 到 两 条 重合 直线 。 因而 位 于 
直线 一 Z 十 9 一 2 上 的 每 一 点 的 坐标 都 是 方程 组 的 解 ( 见 图 4.2-3)。 

(1) 4z-vy=2 dQ) —z+y=2 

(2) x—2y=—3 (2) —3z 二 3y=6 


图 4.2-3 线性 方程 组 
a) 无 解 ; 5) 有 无 穷 多 组 解 


方程 GD)y+3z=3 与 (32)4+3X= 一 2 的 图 形 是 两 条 平行 线 , 即 没有 交 
点 ,所 以 解 集 3= 包 


4.8 ”二 次 方程 


在 一 个 一 元 二 次 方程 中 ， 变 量 的 二 次 宕 至 少 出 现 一 次 ， 并 且 更 高 次 
的 第 都 不 出 现 ， 例 如 ，22? 十 5 二 16 一 z 是 一 个 关于 了 的 二 次 方 种 , ?二 


如 +6 是 一 个 关于 a 的 二 次 方程 。 分 式 方程 一 + 二 了 一 2 在 两 
乘 以 最 小 公分 母 (u 一 2 (w+3) 并 重新 排列 后 ,可 以 化 为 二 次 方程 24? 一 
gu 一 5 0。 如 果 一 个 方程 中 出 现 几 个 未 知 数 ， 其 中 至 少 有 一 项 的 赛 指数 
之 和 等 于 二 ,而 更 高 次 宕 并 不 出 现 ， 则 这 样 的 方程 也 叫 二 次 方程 ; 例如， 
避 二 y= 和 2.y 一 常数 ,都 是 二 元 二 次 方程 。 

以 下 处 理 方法 是 关于 一 元 二 次 方程 的 。 
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变量 为 < 的 一 元 二 
次 方程 的 一 般 形 式 


rER, 4, B,CER; 
A440 


Ax?+Br+O=0 


这 里 , > 是 变量 ， 4， B,0 是 实 参数 。4z? 这 一 项 叫 二 次 项 ，Bz 电线 
性 项 ,0 叫 常 数 项 。4 半 0 是 必要 的 ,否则 方程 将 会 是 一 次 方程 。 

用 4#0 去 除 一 般 形式 4z2+ Be 十 0 一 0 的 两 端 可 以 得 出 一 个 与 之 等 
价 的 方程 e+ 也 4 十 导 一 0, 如 果 采 取 简 便 写 法 子 =p, 所 ~& 就 可 以 得 
出 标准 形式 。 


二 次 方程 的 标准 形式 | x? 十 px 二 4 二 0 ZER; p, 46 及 


其 特点 是 二 次 项 的 系数 为 +1。 如 果 没 有 缺 项 , 即 p 产 0, 9 寺 0， 就 叫 
作 已 化 成 标准 形 的 混合 型 二 次 方程 。 


1. p=0; au=0 | 1I. p=~0; gF0 | III. p+0; g~0 IY. p+*0; 9 地 0 
22 一 0 22 二 CQ 一 0 22 十 DZ 一 0 雪 十 2 十 g 一 0 


缺 常数 项 与 一 次 | ” 纯 二 次 方程 缺 常数 项 的 混合 型 | 混合 型 二 次 方程 
项 的 纯 二 次 方程 二 次 方程 相 


转 殊 情 形 


二 次 方程 的 数值 解法 

I. 缺 常数 项 的 纯 二 次 方程 方程 x?=0 或 <%=0 只 可 能 有 解 x1= 
zz 一 0, 即 解 集 5={0}, 因为 对 zx 之 0, 都 有 人 刀 > 0,， 反之 亦 然 。 

II， 纯 二 次 方程 ” 当 g>0 时 ， 方 程 z2+T9q=0 在 实数 域 及 内 无 解 ， 
因为 这 时 左 端的 表达 式 永远 满足 x? 十 g >>0。 

如 果 %<0, 则 一 4>0, 此 时 表达 式 x? 十 4 由 平方 差 公 式 %2 一 如 = 
(a 一 b) (a+) 化 为 2 的 两 个 一 次 表达 式 的 乘积 , 即 22+g== 民 一 (V 一 4)? 
一 (Z 一 Vg) (x 十 V~q)。 故 方程 (4 一 VY 一 D) (2 十 V4) =0 与 给 定 方 
程 等 价 。 由 于 当 且 仅 当 加 =0 或 一 0 时 两 个 表达 式 的 葬 积 B12 为 
和 直 , 因而 从 等 价 方程 可 得 出 x 一 V 一 4=0 或 十 Vg=0。 所 以 纯 二 次 
方程 的 解 可 归结 为 两 个 线性 方程 的 解 。 从 第 一 个 方程 可 得 出 Xi 一 一 4 
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从 第 二 个 方程 可 得 出 22= 一 V 一 4。 因此 给 定 的 方程 有 两 个 解 实 与 za， 
可 以 写成 复合 解 的 形式 ，z1,2= 土 V 一 4q。 解 集 9 是 两 个 线性 方程 的 解 集 
的 并 集 , 即 8S={V 一 4， 一 V 一 gj。 

验算 ， 1.〈 士 V 一 92 十 4 一 0 2, 如 q<0, 则 二 Vg 

一 4 十 4 一 0 是 实数 。 
0=0 真 。 

但 是 如 果 我 们 把 变量 域 取 为 复数 集 6, 则 当 g>0 时 ,方程 有 两 个 只 
相差 符号 的 虚 根 , 只 要 把 表达 式 2 十 g 分 解 为 (z+V 一 9) (2 一 V 一 4), 从 
形式 上 看 来 ,解法 与 上 面 所 述 者 相同 。 


纯 二 次 | 2+q 一 0 


ve 及 | <0 解 是 实数 
方程 g€R 


4>0; 无 实数 解 


;和 解 是 虚数 


[ 例 1] x2-4=0; zeR 
X1,2 二 土生 


21,3 一 土 2; S={—2, +2}。 
验算 1,，(《 土 2)? 一 4=0 
4 一 4 二 0 真 。 
2. 十 26 及 真 
一 2ER 真 。 
【 例 23]】 xz?T144=0 
z1,2= 土 MV 一 144 
对 ze 及 无 解 , 因 V 一 144€ BR; 
故 S=f。 
对 ze@, 则 x1 二 二 12i, 
故 S={ 一 12i， 十 12}。 
验算 1，( 土 1]2i)?+144=0 
-144+144=0 真 。 
2. 土 12EO 真 。 
III， 缺 常数 项 的 混合 型 二 次 方程 ”把 z 提 到 括 弧 前 面 就 可 以 将 方 
程 妈 十 ziz=0 变换 成 等 价 方程 z《x 十 p) 一 0， 骨 此 可 得 zx=0 或 z+BD=0。 


me 一 
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第 一 个 方程 只 有 唯一 解 x1 =0, 第 二 个 方程 的 解 则 是 xz2= 一 2。 因 此 缺 常 
数 项 的 混合 型 二 次 方程 总 是 有 两 个 实数 解 ,其 中 一 个 是 零 ; 解 集 是 5= 
10, —p}。 
验算 :02 十 p'0=0 对 一 切 p ER 都 真 ; 
《一 p22? 十 p( 一 p) 二 0 对 一 切 p ER 都 真 。 


缺 常 数 项 的 混合 | 于 十 pz 一 0; ZE 及 


0 De 有 8=1{0, 二 
【 例 】 Tz? 一 2z=0 验算 : 
z(7z 一 2)=0 对 zi 7.0 一 2.0=0 真 , 0E 及 真 ; 
z(z- 子 )-0 对 zo; 7.(#) -2 了 -0 
so 了 和 入 -0 真 , ER 真 


IV. 混合 型 二 次 方程 2+pw+g~0 解 题 的 思想 是 在 添加 适当 
的 一 项 后 , 把 表达 式 好 十 pz 配 成 一 个 完全 平方 ， 从 而 把 方程 化 为 一 个 纯 
二 次 方程 。 这 里 添加 的 二 次 附加 项 是 (名) , 即 标准 形 中 一 次 项 az 的 系 
数 之 半 的 平方 。 为 了 对 给 定 方程 作 等 价 变换 ， 必 须 加 上 (号 ) (号 ) 。 
例如 , 对 方程 ?十 26 一 5 一 0 来 说 , p=~2, 故 ( 提 ) =T。 在 加 上 1 一 1 以 
后 , 原 方程 变 成 22+25+1 一 5 一 1 一 0 或 (z+1)? 一 6 一 0， 这 就 化 成 了 关于 
(e+DD 的 纪 二 次 方程 由 它 的 解 即 可 得 出 原 方程 的 解 ， 即 从 (2 十 1)1.2= 


士 V 可 得 出 ms 一 1 士 VE。 为 了 使 这 纯 二 次 方程 在 下 面 的 解法 中 


总 是 有 解 , 暂时 将 变量 域 取 复 数 集 C。 

-| 人 -人 的 
-xmam aeet( 人 -的 ea 

-xia (+ 引 [的 -0 
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解 的 公式 zl, =-8+V(8) -a 


ee 


混合 型 二 | 好 十 pz 十 g 一 0 
次 方程 ?, 9€ER 


判别 式 |D=( 卫 ) 


. D<0 


求 根 公 式 也 包括 了 各 种 特殊 情形 下 解 的 公式 , 这 可 以 把 2= 0 或 4 一 
0 或 两 者 都 等 于 0 代 进 去 而 得 到 验证 。 二 次 方程 一 经 化 成 标准 形式 , 即 
可 应 用 求 根 公 式 。 
判别 式 ”显然 从 求 根 公式 中 可 以 看 到 ， 二 次 方程 的 解 的 性 质 由 根 的 
被 开 方 数 DD 一 (各 ) 一 g 来 决定 ， 它 叫 作为 列 式 。 如 果 忆 与 4 是 实 参数 ， 
并 且 仍 以 实数 集 了 及 作为 变量 域 , 则 必须 区 别 三 种 情形 ，(I) 有 两 个 相 异 
的 解 , II) 有 两 个 相等 的 解 , (III) 没有 实数 解 。 
如 果 变 量 域 取 为 复数 集 @., 则 当 D<0 时 将 出 现 两 个 共 斩 复数 解 , 如 
果 变 量 域 取 为 实数 集 的 某 个 子 集 , 则 解 集 就 可 能 不 相同 。 
【 例 1】 xz?+4z 一 5=0; ZE 及 验算 ， 
Z12 一 一 2 士 WV 末 十 5 对 x1; 
zl3 一 一 2 士 V 9 12+4.1—5=0 
X1,2== 一 2 土 3 1+4 一 5=0 真 |1€R 真 ; 
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Z1 一 工 对 za， 
z= -5 (-5)?+4.(-5)-5=0 
S=—{—5, 1} 25 一 20 一 5=0 真 | 一 5€ 民 真 。 


这 里 有 两 个 相 异 的 实数 解 。 但 如 果 所 取 的 变量 域 不 同 ， 璧 如 说 ， 取 
XEN,MS={1}, 因 一 5EN。 
【人 网 2】 2z? 一 16z 二 36=0; z ER; 验算: 
2 一 8 二 18=0 2(44iV 2)2~16(4 LiVa)+36=0 
x1,29=4Lt VIi6—i8 2064+8iV 2 —2)-64T 10iV 3 +36=0 
z12=4tV -2 32t1l6iV3—4-64T16iV2? -+36=0 
0=0 真 。 
5S= 无 实数 解 , 因为 V 一 2 ER。 但 如 果 取 xz€EC, 则 有 两 个 相 异 
复数 解 , S= {4+iV 2, 4 一 iV 2}。 
【 刚 3】 方程 -1 和 2 十 和 9~0 在 z ER 有 两 个 相 重 的 实数 解 ; 8= 
{7}, 验算 表明 恰 是 如 此 。 


~ Zl 4r—3 
【 刚 4] 对 ZER 分 } 式 方程 二 地 一 庆生 一 J5 乘 以 最 小 公分 母 


10Ge+4D -区 (其 中 -与 2 多 后 可 等 从 地 变换 有 二 次 方 隐 
一 39z+12 一 0。 这 个 分 式 方程 的 解 集 是 8 一 和 3, 对 。 


【 列 5] 验 工 ; 
Mzt2+ VT7=4 | 平方 ”对 zeV2 二 3 十 V 也 本?7-4， 
z+2+ V3z+7=16 V30=4 假 ; 
WV 玛 二 7=14--x | 平方 ”对 mV9T2+V 了 7-4 

2z 二 7 一 196 一 28z- 上 z2， 4=4 真 。 

2--30x 十 189= 0， 

xX1=21, 

2Z2 一 9。 


这 里 , 两 端 平方 是 一 个 不 等 价 变换 ， 正 如 验算 所 表明 的 , 只 有 ze=9 
是 原 方程 的 解 ,所 以 5= {9}。 
并 不 是 每 一 个 包含 二 次 根 式 的 方程 都 能 化 为 二 次 方程 。 一 切 具 有 整 
数 次 者 的 根 号 总 是 可 以 去 掉 。 例如 ; 方程 (xT?)* 一 Met?7=6 当 才 
EC 时 的 解 集 S 是 {一 15, 20}。 i 
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导致 二 次 方程 的 应 用 题 

【 例 1] 回声 测 深 。 为 了 测量 海 的 深度 ， 要 用 回声 测 深 的 办 法 。 设 
声 源 位 于 .4 处 , 接收 装置 位 于 妃 处 ( 见 图 4.3-1)。 船 的 宽度 为 52.5 英 
尺 ， 声 音 在 水 中 的 传播 速度 是 4956 英尺 / 秒 ， 假 定 在 测量 时 船 是 静止 不 
动 的 。 问 如 果 时 差 为 0.1 秒 ,水 深 是 多 少 ? 

设 水 深 z 英尺 , 声音 到 海底 所 经 过 的 距离 是 《55 全. 英尺。 

由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 以 得 出 : 

x2— Ca7.8)2 一 ( 2) 
一 60715.8， 
21 3 一 土 V60715.38 汪 246.3。 
故 水 深 大 约 为 246 英尺 。 负 值 没有 物理 意义 。 


HI 
Wi 


一 一 一 ~ 一 一 一 - 一 


中 
是 


川 


4.3-1 回声 测 深 图 4.3-2 一 口 井 的 深度 

【[ 例 2】 井 的 深度 。 为 了 确定 井 的 深度 , 可 以 在 井 里 丢 下 一 块 石头 ， 
然后 测量 一 下 从 下 落 瞬 间 到 昕 见 它 碰 到 井 水 时 的 时 间 间 隔 。 设 这 一 时 间 
间隔 是 4 秒 钟 ( 见 图 4.3-2)。 声 音 的 速度 取 作 六 =1092.9 英尺 / 秒 , 重力 
加 速度 9 一 33 英尺 / 秒 *。 问 从 井口 到 水 面 的 距离 是 多 少 ? 

设 z 是 石头 从 下 落 开始 到 碰 到 水 面 所 经 过 的 时 间 ， 则 它 所 经 过 的 距 
离 是 -16z? 英尺, 声音 用 (4 一 2) 秒 走 完 这 段 回 程 , 在 这 段 时 间 内 声音 走 过 
的 距离 是 (4 一 x) .1092.9 英尺 ,由 于 这 两 个 距离 是 相等 的 ,于 是 得 到 二 次 
方程 


”4.3 三 次 方程 153 


16x? 二 (4 一 x):1092.9 或 z?+68.3z 一 273.2=0。 

从 而 可 以 求 出 水 深 约 为 -239- 英 尺 ， 因 为 只 有 二 次 方程 的 正 数 根 zt 
3.79 秒 才 是 有 物理 意义 的 。 
， 【 例 3]1 测试 三 度 。 在 应 用 勃 列 尼 尔 (Brinell) 压 力 法 测试 材料 硬度 
时 ,已 知 半径 为 4=27 的 一 个 小 钢 球 在 被 测试 材料 里 压 进去 的 深度 hb, 可 
以 从 圆 弧 状 压 痕 的 直径 6= 32p 中 计算 出 来 ( 见 图 4.3-3)。 设 钢 球 的 直径 是 
q=27=I0 毫米 , 球形 压 痕 的 直径 是 6=2p=6 毫米 时 ， 问 压 入 深度 hh 是 
多 少 ? 

设 压 入 深度 为 丸 (单位 是 毫米 )。 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 得 出 ?2= 
(7 一 ?+P 或 加 一 2rh 十 p? 一 0, 在 两 个 根 有 ,二 + 土 V73 一 户 中 只 
hz 二 ?一 MV 7? 一 户 能 用 ， 因 为 当 深度 h>? 时 ， 球 形 压 痕 总 是 Wo 
Pp 二 7, 本 方法 就 不 再 适用 了 。 把 ?+ 与 p 用 已 知 的 数据 代入 ， 就 可 以 求 出 
h=1 毫米 。 


图 4.3-3 划 列 尼 尔 硬度 试验 图 4.3-4 一 只 空心 球体 的 具 面 

[ 例 急 。 评 体 测量 问题 。 一 只 空心 钢 球 的 质量 了 一 160.72 磅 ， 球 此 
厚度 是 也 =3.36 英寸 ( 见 图 .3-4。 如 果 密度 是 p=0.28 磅 /立方 英寸 
求 其 内 径 + 与 外 径 B。 

设 内 径 + 的 长 度 为 2 英寸 ， 则 外 径 是 =z 二 ww。 空心 球 的 质量 是 
LV 一生 w(B9 一 +9)p, 对 本 题 来 说 是 辽 一 千 aECz+D3 一 29]p。 从 而 得 出 
二 次 方程 


3 
24Laioz+ 人 -有 
2 十 OZ 十 5 pp 


=0, 


其 解 为 mY I 


vw /He 
3 可 二 pr ”1 
才 是 问题 的 解 ， 所 求 的 外 径 与 内 径 分 别 是 一 5.52 英寸, + 一 3.16 英寸 
二 火 方程 的 图 解法 
经 平移 的 标准 拖 物 线 “ 二 次 函数 yz + pz + gq 或 (z+ 如) 二 
(4 一 世 ) 的 零点 给 出 了 二 次 方程 避 +ps+q 一 0 的 解 。 这 个 函数 的 图 象 
是 一 条 标准 抛物 线 在 z 轴 方向 平移 一 忆 ， 又 在 y 轴 方向 平移 了 一 D 一 
(4 一 各), 因 而 抛物 线 项 点 Pz y,) 的 坐标 是 2 一 一 各 ;y= 一 各 -。 
根据 顶点 位 置 的 不 同 ， 标 准 抛物 线 或 者 与 z 轴 有 两 个 交点 (y,<0); 
或 者 与 z 轴 相 切 (y,~0); 或 者 与 2 轴 不 相交 Cy,>0); 与 之 相应 的 二 次 方 
程 分 别 有 两 个 不 等 实 很、 一 个 二 重 根 或 者 没有 实 根 。 
抛物 线 与 直线 的 相交 ”给 定 的 方程 z2 十 pz 十 9 一 0 在 化 为 z= 一 po 
一 4 以 后 ， 可 视 为 函数 y= 避 与 函数 y= 一 pz 一 9 对 某 些 横 坐 标 z 值 可 以 
得 出 相等 的 纵 坐标 y 值 的 一 个 条 件 。 肌 几何 学 观点 来 看 ,这 意味 着 要 确 
定 这 两 个 函数 图 象 的 交点 ， 从 而 交点 的 横 坐 标 给 出 方程 的 解 。 由 一 z， 
可 以 得 到 一 条 标准 所 物 线 ,由 y= 一 peg 可 以 得 出 一 条 直线 。 按 照 这 条 
直线 是 抛物 线 的 制 线 .切线 还 是 不 相交 ， 我 们 得 出 方程 的 两 解 ,一 解 或 
没有 实数 解 。 
[ 例 1] 党 -zz 一 3=0。 
考察 函数 yz 一 2， 其 图 象 是 经 过 平移 的 标准 抛物 线 , 顶点 为 


交 ( 寺 ,于 ) 
这 里 , y,<0， 抛 物 线 与 + 轴 相 交 于 Zi= 一 与 妇 = 3 ( 见 图 4.3-5)。 
把 方程 变换 成 2?=z 十 2。 标 准 抛 物 线 y==z? 与 直线 y=z 十 2 的 两 个 
交点 的 横 坐标 是 z1= 一 1 与 2=2( 见 图 4.3-6)。 
方程 . 22 一 5 一 2 一 0 
有 两 个 相 异 实 根 , 它 的 解 集 是 
d= 《一 也 2}。 


X1 二 一 
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图 4.3-5 二 次 方程 的 根 可 以 看 作 图 4.3-6 具有 一 条 图 定 
是 一 条 经 过 平移 的 标准 抛 物 线 与 的 标准 抛物 线 的 二 次 方程 
2 轴 的 交点 的 横 坐 标 图 解法 


【 例 3 2 一 2z+IT=0。 

考察 函数 y=x? 一 2+ 十 1， 其 图 象 是 经 过 平移 的 标准 抛物 线 ， 顶 点 为 
Vz(1, 0)。 这 里 , y,=0, 抛物 线 与 z 轴 相 切 于 4 一 zz 二 1 ( 见 图 4.3-5)。 

把 方程 变换 成 2?=2x 一 1， 这 时 , 标准 抛物 线 y=z? 与 直线 Y 一 27 一 1 
相 切 , 切 点 的 横 坐 标 是 1 一 22 一 1 ( 见 图 4.3-6)。 

方程 ?一 2c+1~=0 有 两 个 相同 的 实 根 , 解 集 是 S={1}。 

【 例 3】 2 十 x 十 2=0。 

函数 的 图 象 是 顶点 在 Ts ( 一 于 ，1 半 ) 的 经 平移 的 标准 抛物 线 。 这 
里 , y,>0; 抛物 线 与 zx 轴 不 柜 交 ( 见 图 4.3-5)。 

变换 后 的 方程 是 2 二 一 x 一 2。 直线 y 一 一 x 一 2 与 标准 抛物 线 Y=22 
不 相交 ( 见 图 4.3-6)。 . 

方程 台 十 4 十 2==0 没 有 实 根 , 解 集 是 

S=p 
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历史 简 述 


人 人们 的 实际 需要 ， 特 别 是 测量 问题 ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 导 致 二 次 方程 
的 早期 发 展 。 在 模 形 文字 的 书 板 中 , 留 传 给 我 们 许多 这 类 可 上 淹 到 巴 比 
伦 时 代 的 数学 问题 。 甚 至 连 多 变量 二 次 方程 组 也 在 那里 出 现 。 有 一 个 公 
元 前 2000 年 左右 的 问题 ， 如 果 用 近代 记号 来 表示 是 : 衫 一 29y 十 210 一 0; 


比 它 稍 后 一 些 的 ， 例 如 有 方程 组 z2 十 如 = 1000, y= 名 5 一 10。 


希腊 数学 家 们 用 几何 方式 ,也 就 是 通过 作 图 来 处 理 代数 问题 , 由 于 平 
方 根 总 是 可 以 用 圆规 、 直 尺 作出 ， 和 希腊 数学 家 们 便 旭 用 这 种 办 法 来 处 理 
一 切 有 实 根 的 二 次 方程 。 在 欧 几 里 得 《几何 原本 > 的 第 五 卷 中 有 这 些 方法 
的 经 典 氢 述 (大 约 公元 前 300 年 )， 据 说 还 可 以 一 直 追 湖 到 提 阿 梯 图 斯 
《Theattetus, 公元 前 410? ~368 年 )。 用 硕 噶 语 的 犹太 人 工程 师 兼 数学 
家 、 亚 历 山 大 里 亚 城 的 赫 伦 (Heron, 大 约 公元 100 年 ) 继 承 并 采取 了 书 比 
伦 入 与 古 埃及 人 的 二 次 方程 数值 处 理 的 传统 , 利用 近似 方法 来 开平 方 ,其 
至 在 阿 基 米 德 ( 公 元 前 278%~212 年 ) 的 著作 中 都 能 找到 这 个 方法 的 
一 鳞 半 爪 。 至 于 “ 根 要 成 对 出 现 ” 这 一 事实 的 发 现 则 应 归功 于 印度 数学 家 
们 ,特别 是 巴 斯 卡 拉 (Bhaskara, 生 于 公元 1114 年 )。 学 者 们 把 这 些 解法 
用 阿拉 伯 文 号 了 下 来 , 以 此 作为 媒介 , 这 些 方法 终于 传 入 欧洲 ， 并 获得 了 
进一步 发 展 。 


-和 ,4 三 次 与 四 次 方程 

一 般 地 说 ,代数 方程 的 次 数 愈 高 , 解 起 来 也 就 愈 困难 。 因 此 为 了 求 方 
程 的 数值 解 的 实际 需要 , 已 经 发 展 出 为 数 不 少 的 图 解法 与 近似 解法 , 这些 
解法 能 拒 高 次 方程 的 解 计算 到 小 数 点 后 面 任意 多 的 位 数 。 


三 次 方程 
三 次 方程 的 | 4z3 二 Bx?4+-Cz 填 D=0 EC 
一 般 形式 40 4A, B,C, DER 


在 三 次 方程 的 一 般 形 式 中 ,把 复数 集 C 取 为 变量 4 的 基本 域 。4, B， 
0, 也 都 是 实 参 数 。4z3 叫 三 次 项 , Bz? 岂 二 次 项 ，Cz 岂 线 性 项 ，D 叫 常 
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数 项 。 用 4*0 除 方程 的 两 端 并 令 卫 1， 折 ~s， 避 ~ 如 就 可 以 得 到 


与 上 述 方程 等 价 的 标准 形式 23 十 ?+22 十 St 十 t 二 0。 


re€Q 
23 十 ?02 士 522 十 t 一 0 


+, s, ER 


可 解 性 ,特殊 情形 在 复数 城中 每 一 个 三 次 方程 呈 都 有 三 个 解 ,其 中 有 
的 解 可 以 重合 。 由 于 每 一 个 奇 次 多 项 式 必 定 至 少 有 一 个 实 的 零点 ,因此 有 
一 个 解 永 为 实数 。 其 他 两 个 解 则 或 者 也 都 是 实数 ,或 者 是 共 斩 复数 -如 果 
zi 是 一 个 实 根 , 则 (参看 I. 第 5 章 ) 三 次 方程 可 以 分 解 为 一 次 因子 (2 一 21) 

一 个 二 次 多 项 式 的 乘积 。 由 于 当 一 个 因子 等 于 零 时 , 乘积 为 零 , 故 三 次 

方程 的 另外 两 个 解 也 就 是 这 个 二 次 方程 的 解 。 

根据 书 达 定理 ,三 个 根 的 乘积 x1' za za 等 于 常数 项 变 号 , 即 ( 一 从。 因 
此 , 如 果 已 知 原 方程 有 整数 解 时 ， 则 实 根 zi 可 视 为 (一 人 的 一 个 因子 ， 并 
通过 试探 法 将 其 找 出 。 例 如 ， 三 次 方程 到 一 5z? 一 8z 十 了 2=0 有 一 个 根 
zi 一 十 1 并 可 以 分 解 为 乘积 (2 一 了 (7? 一 47 一 12)=0, 由 于 二 次 方程 的 
根 为 -2 与 +6, 故 所 给 三 次 方程 的 解 集 是 S={ 一 2,，+1, 十 6}。 

如 果 三 次 方程 43 十 +x? 十 sz 二 0, 即 常数 项 t 为 零 时 , 则 由 因 式 分 解 可 
化 为 等 价 方程 (xz? 十 rz+s)=0。 除 了 实数 解 4=0 以 外 , 所 给 三 次 方程 
的 其 他 两 个 解 就 是 二 次 方程 2? 十 rx 十 s 二 0 的 解 。 1 

如 果 7?=0, s=-0， 则 得 到 一 个 纯 三 次 方程 za+t=0。 它 的 三 个 解 是 
21 一 以 一 四 2 一 oaYV 一 让 Za 一 osVY —to 这 里 ， wo 二 3 一 
二 -和 是 1 的 复 三 次 根 。 

如 果 上 也 等 于 0 的 话 , 即 ==0, 则 其 根 只 能 是 24 一 23 一 Za 一 0， 因为 
如 ZX 到 0 则 必定 s 玫 0, 反之 亦 然 。 

卡尔 达 诺 (Cardano) 公 式 ”这 个 三 次 方程 求 根 公 式 是 通过 两 步 得 来 


的 。 首 先 , 通过 代 换 zy 一 却 招标 准 形式 加 十 ?2? 十 s5 十 i 一 0 变 成 没有 
二 次 项 的 简化 形式 ; 


三 次 方程 的 简化 形式 | +py+4 一 0 
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这 里 已 用 了 简化 记 法 p= 一 全，0=-5 一 咏 


9z? 十 33z 一 65=0 经 过 代 换 以 后 可 以 化 成 多 ey 20=0。 

其 次 , 待 求 的 解 y 可 化 为 两 部 分 妈 与 2, 它们 可 分 别 确定 。 设 Y=w 十 
2， 则 (wx 十 32D(V 二 人 二 =0 或 内 Ta 二 人 十 人 (3 十 0 一 0。 现 
在 得 出 一 个 有 两 个 变量 与" 的 一 个 方程 ， 因 此 我 们 可 以 自由 地 利用 一 
个 联系 与 2 的 附加 条 件 。 我 们 取 此 条 件 使 因子 3 十 p 等 于 零 , 从 而 使 
最 后 一 项 等 于 零 34uw TD=0。 于 是 得 到 变量 与 的 一 个 方程 组 : 


如 十 雪 二 一 q | 两 端 平方 
ww 二 一 /3 | 三 次 方 后 A = — 4(p/3)Y 


再 乘 以 4 (0 ) = +4(p/3) 
由 该 方程 组 可 得 公 一 TY +4(p/3)3 
Wit+ 


4 十 24308 十 06 一 92 


w= 9/2+ VU DTP/ = 9/2F VC TD) 
如 果 把 根 号 前 面 的 正 负 号 上 下 对 调 ，x 就 变 成 了 必 ; 但 当 w 与 0 互 
换 时 ,方程 we 十 oa+g=0 与 wy 一 一 告 保持 不 变 , 因此 ， 只 要 考察 一 对 符 


号 中 的 一 个 (譬如 说 上 面 一 个 符号 ) 就 已 足够 了 。 一 个 复数 的 立方 根 有 三 
个 值 ; 除 了 一 个 解 x1 之 外 还 有 其 他 两 个 解 wazl 与 wazl, 这 里 wa 与 os 是 
1 的 复 三 次 根 。 于 是 ,对 % 及 v 所 得 到 的 值 是 


、 3 一 一 一 一 

m= -人 + 人 G) +() » Uo=UlW2,  W3 一 23 
3] 7VpN3 /pe 

wu-y -4-V(4) +(§) ; 83 一 0403， 23 一 0103o 


对 y=% 十 似乎 会 得 到 三 次 方程 的 九 个 解 (i=1, 2, 3; j=1, 2, 3)。 
但 是 实际 上 方程 的 解 只 有 下 面 三 个 : yi 二 Wi 十 01) Ya 二 Wa 十 V8, Ya 二 Wa 十 Yoo 


因为 只 有 at wzvs 与 va 才能 满足 附加 条 件 wy 一 一 恕 ， 这 是 由 于 
oxos=( 一 寺 + 计 V3)( 一 训 : 了 V5)= 了 + 13 1, 在 方 根 内 的 被 开 
广 数 为 和 负数 的 假定 下 , 即 【( 各 ) 人 ja 二 解 如 是 而 如 与 
如 是 共 罗 复数 ,正如 计算 所 素 明 的 
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Voi 一 一 此 二 + 和 VB 


Ys3 = W108 V102 = iV3. 


三 次 方程 的 简 


化 形式 
+py+a=0 


【 例 】 妨 一 15y 一 126 一 0。 方 程 已 经 是 简化 形式 了 ， 这 里 p= 一 15， 
9= 一 126, 代入 卡尔 达 诺 公式 : 


= /63+ VO +V 6 Ve -V/V I 


=5+1=6; | 
Ysa= -++iv 3=—3+2 V3; 
yi VE-3-2V3, 


因而 S~{6, -3+2WV3, -3-2iV3}。 

既 约 情形 , 三 角 和 解法。 显然, 当 二 次 根 式 中 的 被 开 方 数 (名 ) + (所) 
是 负数 时 ， 三 次 方程 的 解法 变 得 等 别 困难 , 因为 必须 去 永 复 数 的 立方 根 。 
从 另 一 方面 来 看 ,三 次 方程 总 是 至 少 有 一 个 实 根 。 十 五 .十 六 世纪 的 数学 
家 们 在 相当 长 时 期 内 未 能 找 出 这 个 实 根来 ， 认 为 这 种 解法 不 是 他 们 力 所 
能 及 的 ,因此 把 这 种 情形 叫做 “不 可 约 ”( 又 名 < 既 约 情形 ”7。 公元 1600 年 
前 后 , 过 达 用 三 角 办 法 得 出 了 解 。 事 实 上 , 在 看 来 如 此 复杂 的 情形 下 ,三 
个 根 全 都 号 实 数 。 四 

2 3 

因 ( 各 ) + (加) <0, 政 必 有 p<0; 令 p 一 一 则 好 为 正 数 ,而 简 

化 了 的 三 次 方程 如 二 大-+&=0 变 成 妨 py+4q=0, 这 里 妈 一 全 > 


i rr 
于 是 妇 或 妇 的 三 次 根 式 中 的 被 开 方 数 是 寺 士 V 一 -7 十 本 
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~ 和 + -( 寻 -要 [六 -+iY 寻 - 记 


A 写成 三 a 


_ 9 ea 

_/r7 . 5 ,， V5 4 

这 里 r=V 与 7，%05 9 一 PE sn9 9 
27 27 


由 棣 莫 佛 (De Moivre) 定 理 ， MY 7 (eos 有 二 isin 名) 可 以 得 出 如 或 


D1, 从 而 
Pp 9 


= -V7|[ 也 皇 +oos 旦 _ 9|= 9 
Yi1=ti 二 V1 9 | CoS 可 +igin 5 +eos 5 isin 一 28/[T cos 多 5° 


由 于 余 强 函数 的 周期 性 , 幅 角 的 值 也 可 取 为 p360° 或 p+720°, 因 
此 其 他 两 个 解 是 : 
Ya=2 Mr cos ($+120°), ys=2MY 7 cos (g +240°), 


AT+BrI+Ox+D=0| web; 4,B, 0, DEeR, A440 
. B CO D 
3 2 一 二 二 一 一 一 一 
妈 十 922 二 5 十 一 0 7 一 可; Ss 可 ; t 可 
mm 有 
2 了 
yrPYTI=0 
2 
4 一 27 3 
0 >0 时 3 yg VT D3 
2 TN IN-1 语 
一 个 实 根 与 两 个 共 思 


| 3 /一 一 
| 秘 mV- 和 -VY 他 + 如 
qV, /pp 

die +(§) ON yur 


三 个 实 根 ， 其 中 有 二 y= tiV3 
根 相等 3 
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) <0 时 


三 个 不 等 实 一 
三 个 个 等 实 根 扣 =2% Tcos 全 


4 一 2 F cos ($ +120°) 


ys—=2% 7 Cos (8+ 240°) 


[ 例 1 方程 继 一 981y113400 满足 不 可 约 情形 的 条 件 ,由 
计算 可 得 + ~ 型 有 cosp 一 9553， 通过 对 数 计算 可 得 出 近似 值 
9~16°30', 因而 多 一 5°30'。 : 


对 计算 go。 go 妇 的 公式 用 对 数 算得 其 近 
似 什 : 办 36, tp 心 一 21, % 一 15。 验算 表明 
等 式 成 立 , 于 是 解 集 

S={~21, ~—15, 36}, 

【 例 2】 一 只 标准 琉璃 源 斗 的 轴 截 面 是 一 
个 等 边 三 角形 〈 见 图 4.4-1)。 车 它 的 容积 是 
= 765 cms, 式 漏斗 的 宽度 dl。 图 4.4-1 标准 孩 锭 调 斗 
。 “由 于 宽度 4 是 轴 截 面 的 一 边 之 长， 漏斗 的 高 度 是 1 将 V 3 , 底 半 径 
是 + 二 各。 根据 圆锥 的 体积 公式 了 一 二 m1 二 得 


1 dav /a 765.24 
?7 3 (i) (Ev 或 d3 = 一 om3 
65 em "(8) (3 3) 或 4 3 cm 


在 4 的 三 个 根 中 当然 只 有 实 根 是 有 意义 的 ， 由 计算 可 求 出 漏斗 的 宽 
度 4dm=15 em。 

三 次 方程 的 图 解法 ”由 三 次 方程 4z8 十 Bz? 十 COz 十 也 =0 可 以 考察 三 
次 函数 % 一 422 十 Bo 二 Cz 十 D。 这 一 函数 的 图 象 与 = 轴 的 交点 的 粕 坐标 
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给 出 了 三 次 方程 的 解 。 我 们 先 得 出 近似 
解 , 然后 将 其 改进 ( 警 如 月 千 顿 方法 ), 使 之 
达到 所 需 的 任意 准确 度 。 一 般 人 们 满足 于 
先 用 图 解法 找到 一 个 解 z+， 再 用 一 次 因子 
7 一 Xl 去除 所 给 的 三 次 多 项 式 , 这 样 便 可 得 
到 一 个 二 次 方程 ,再 去 求解 就 不 难 了 。 
【 例 】 由 方程 
8z3—20z2—2x+5=0 
考察 三 次 函数 
2 一 8z3 一 20z2? 一 27 十 与 
图 4.4-2 三次 方程 ( 见 图 4.4-2), 由 下 列表 格 可 作出 其 图 
8z3 一 202 一 92% 十 5=0 的 图 解法 “” 象 : 


Z| … -2 -1 0 1 2 3 … 


y| … -135 -31 5 -9 -15 35 .. 


在 这 样 好 的 近似 中 ,我 们 将 期 望 函数 的 零点 位 于 za- 二 , fo 一 二 二， 

= + 三 。 这 里 。“ 轴 与 y 灿 的 单位 不 同 不 会 影响 零点 的 位 置 。 顺便 说 

一 下 , 甚至 在 具体 作 图 以 前 , 从 上 述 表格 中 根据 纵 坐标 符号 的 改变 就 可 以 
看 出 ,零点 必 在 一 1 与 0 之 间 , 0 与 1 之 间 , 以 及 2 与 3 之 间 。 

把 这 些 数值 代入 方程 ,我 们 发 现 所 期 望 的 这 些 零点 确实 是 方程 的 解 。 

但 是 实际 上 只 要 对 必 一 半 验算 一 下 即 已 足够 , 因为 在 多 项 式 相 除 以 后 ， 

即 〈8x8 一 20z? 一 2 十 5) : (c-- 到 )=s2 一 ltz 一 10, 只 只 要 解 二 次 方程 

8z? 一 16z 一 10 一 0， 它 的 根 是 zis=1 二 二。 这 就 是 对 用 图 象 法 得 到 的 根 


进行 的 验证 , 这 里 8 | 一 翅 ， 寸 豆 ， 十 号 |。 


历史 简 述 ”简单 三 次 方程 在 古 第 腊 、 印度 与 阿拉 伯 数 学 中 即 已 出 现 ， 
由 于 希腊 数学 家 们 是 用 几何 方法 处 理 代数 问题 的 ， 因 而 在 处 理 三 次 方程 
上 面临 着 重大 困难 。 . 

用 希腊 语 的 犹太 工程 师 兼 数学 家 、 亚历山大 里 亚 城 的 赫 伦 ( 约 公 元 
100 年 ) 在 处 理 三 次 方程 方面 迈 开 了 重要 的 一 步 。 回 顾 更 古老 的 巴比伦 
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与 埃及 的 数值 开 方 的 近似 解法 , 他 成 功 地 解 出 了 纯 三 次 方程 。 但 是 ,在 数 
值 解法 与 开始 把 计算 步骤 代数 化 方面 真正 的 进步 应 归功 于 印度 和 阿拉 他 
的 数学 家 们 。 他 们 能 够 对 各 种 类 型 的 二 次 方程 与 一 些 最 简单 类 型 的 三 次 
方程 进行 数值 求解 , 但 是 在 解决 一 般 三 次 方程 方面 则 未 能 成 功 。 欧洲 数 
学 家 们 紧 紧 追随 阿拉 伯 入 , 在 方程 的 数值 解 方面 亦 是 如 此 。 但 是 在 代数 
学 的 发 展 上 有 很 多 贡献 的 鲁 加 .站 奇 欧 利 (Luca Pacioli, 公元 1445~1514 
年 ) 则 认为 , 找到 一 个 一 般 三 次 方程 代数 解法 的 普遍 公式 是 不 可 能 的 。" 

这 个 公式 在 公元 1500 年 左右 被 波 罗 那 城 的 教授 西 比 尼 : 戴 : 蓝 罗 
(Scipione del Ferro of Bologna, 约 1465~1526 年 ) 找 到 了 ,但 没有 发 表 。 
尼 十 洛 ` 塔 尔 塔 利 亚 (Niccolo Tartaglia, 约 1500~1557 年 ), 一 位 数学 家 
兼 武器 专家 ， 也 独立 地 发 现 了 这 一 公式 (目前 这 个 公式 叫做 卡尔 达 诺 公 
式 ), 并 由 于 成 功 地 在 那 时 经 常 举行 的 公开 解 题 比赛 中 运用 它 而 博得 了 不 
小 的 名 声 。 威 尼斯 城 的 野心 勃勃 的 教授 吉 洛 尼 摩 ,卡尔 达 诺 (Geroniino 
Cardano, 1501~1576 年 ) 也 想 找到 求解 公式 但 未 成 功 ， 经 过 多 年 闫 强 努 
力 , 终于 在 1539 年 从 塔 尔 塔 利 亚 那里 获得 了 这 个 公式 ,他 向 后 者 庄严 宣 
状 要 把 它 视 为 一 种 职业 性 的 机 密 , 永 不 泄露 。 可 是 , 卡尔 达 诺 背 弃 了 他 的 
斤 言 ， 他 在 1545 年 出 版 的 著作 < 代数 法 则 的 重大 技艺 > 中 收入 了 这 个 方 
法 。 由 于 公式 是 首次 出 现在 以 卡尔 达 诺 名 义 发 表 的 印刷 品 中 , 因此 就 被 
人 叫 作 “ 卡 尔 达 诺 公式 ”。 塔 尔 塔 利 亚 提出 了 抗议 ,引起 一 场 剧 烈 争吵 ,但 
是 也 没有 用 。 顺便 说 一 下 , 以 卡尔 达 诺 命名 的 船舶 罗盘 的 万 向 悬挂 方法 
实际 上 也 是 弄 错 了 人 的 , 在 他 以 前 老 早 就 在 用 了 。 


四 次 方程 


Ars*+ Bai+0rz2+ Dr+E=0 ZEOC 
A a 
] em | aes | 


“对 一 般 四 次 方程 , 也 有 一 个 一 般 的 求解 公式 , 然而 它 比 三 次 方程 复杂 
得 多 , 因而 在 求 方程 的 数值 解 时 难得 应 用 。 这 里 只 说 一 下 方法 的 大 概 , 详 
细 计 算 就 不 给 出 了 。 通过 代 换 了 =% 一 全 ,可 以 从 标准 形式 对 十 qz 十 bm 
十 cz 十 a 二 0 变换 成 简化 方程 仿 十 Py? 十 9y 十 ?二 0， 这 里 p, 9, 7 是 新 的 系 
数 ， 它 的 四 个 解 Yis Y2, Y3» Ya 有 如 下 关系 : | 
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2n= Vat Vat™V a= VV Ves 
2p=— VatVa Va Wm—VU—VatY se 
而 #41, 22, za 则 是 给 定 四 次 方程 的 三 次 预 解 式 的 三 个 根 ， 这 个 预 解 式 是 
43 十 210z2 十 《22 一 4r)24 一 492 一 0。 
附加 条 件 是 三 个 根 的 乘积 44128283 一 必须 是 正 数 。 在 复数 域 中 , 简化 四 次 
方程 的 解 可 分 为 下 列 三 种 情形 ， 


三 次 顶 解 式 的 根 拉 ,sa，23 四 次 方程 的 根 i, Ys, Ys, Ya 


全 部 都 是 正 实 根 四 个 实 根 
一 个 正 根 ,两 个 负 根 两 对 共 匈 复 根 
一 个 实 根 ,两 个 共 竹 复 根 。。 | 。 两 个 实 根 与 一 对 共 思 复 根 


”” 双 二 次 方程 ”四 次 方程 有 一 种 特例 经 常 出现 , 它们 是 容易 处 理 的 , 这 
.就 是 双 二 次 方程 x 十 Pz? 十 9 二 0。 它 与 一 般 形式 的 区 别 在 于 ,变量 Zz 只 是 
以 偶 次 窜 出 现 , 因而 方程 可 看 作 是 关于 妇 的 二 次 方程 ， 这 就 是 它 得 到 其 
名 称 的 由 来 。 设 y=z?, 便 可 得 到 妇 十 Py 十 9 二 0。 再 对 y 解 二 次 方程 , 然 
后 由 方程 22*~y 的 解 得 出 双 二 次 方程 的 解 。 

【 例 】 2 一 29z? 十 100=0; 

| Yi=25, 2=4; Z1= +5, Za=—5, Xs=2, t= —2; 
S={~—5, —2, +2, +5}。 

历史 简 述 一 般 四 次 方程 的 求 根 公 式 是 由 卡尔 达 诺 的 一 位 学 生 兼 合 
作者 北 泣 里 (L. Ferrari, 1522~1565 年 ) 发 现 的 。 此 公式 被 卡尔 达 诺 收 
入 到 他 的 著作 < 大 术 > 中 。 


4&.5 一 般 定理 


代数 基本 定理 ” 喜 拉 特 (Girard, 1595~1632 年 ) 已 经 作出 了 下 述 狂 
想 ， 在 复数 域 中 ,一 个 % 次 方程 有 个 根 。 后 来 箔 卡尔 、 吉 思 达 庚 贝 尔 
《Jean D'Alembert) 与 其 他 学 者 作 了 种 种 努力 试图 加 以 证 明 , 但 只 有 高 斯 
才 在 1799 年 得 出 了 一 个 没有 漏洞 的 严格 证 明 , 它 成 为 其 论文 的 主题 。 后 
来 ,高 斯 又 找到 了 关于 “一 个 代数 方程 总 有 一 个 解 "的 其 他 不 同 证 法 。 
代数 基本 定理 : 任 一 ? 次 代数 方 和 


(其 中 asGi=1, 2， 1) 实 二 和 数 ) 和 复 和 直至 少 有 一 个 拥 。 


I 
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分 解 因 式 ”根据 代数 基本 定理 ,方程 x 十 aiz""1 十 gsz"? 十 … 十 qn-1% 
十 on 一 0 必 有 一 个 解 ， 设 它 为 ZI。 在原 方 程 中 以 z=zi 代入， 则 得 到 
好 十 qz 十 qz 十 十 an-i21 十 an 一 0， 两 者 相 减 以 后 有 (加 一 友 ) 十 
ax(20 1 一 他- 十 … 十 ao-1(GZ 一 好) 一 0。 由 于 每 一 项 都 包含 因 式 (% 一 27)， 
因此 可 把 它 括 出 来 ,得 (4 一 41) [Zz" 十 … 十 an- 品 一 0。 

左边 方 括 强 由 的 表达 式 是 一 个 4% 一 1 次 多 项 式 , 根据 基本 定理 , 它 也 
有 一 个 解 , 设 这 个 解 为 z2, 则 因 式 (x 一 x2) 就 可 以 分 出 , 从 而 得 到 

(Z 一 0)(Z 一 22)[z 2+. + =06 

继续 施行 这 一 方法 ,最 后 就 可 以 得 到 乘积 表达 形式 。 


天 次 方程 的 乘积 AX" tax TI 十 … 十 Ch 1 十 Go 


表达 形式 一 (ze 一 z1) (一 22) (2 一 Zr) 一 0 


解 的 个 数 ”从 乘积 表达 形式 立即 可 以 得 出 一 个 重要 定理 : 一 个 变量 
的 ?次 方程 正好 有 个 解 。 这 些 解 不 一 定 都 不 相等 。 

如 果 一 个 解 出 现 过 2, 3, …, 次 ,就 说 它 是 一 个 二 重 根 , 三重 根 , :… 
大 重 根 。 如 果 方 程 的 系数 是 实数 , 则 当 方 程 有 一 个 复数 根 as 十 包 时 , 其 共 
谣 复 数 4 一 包 也 是 该 方程 的 一 个 根 。 

根 的 韦 达 定理 ”如果 把 乘积 表达 形式 的 右 端 乘 出 , 合并 同类 项 , 然后 
比较 系数 , 就 可 以 得 出 根 的 韦 达 定理 。 此 外 ,下列 定理 也 成 立 : 


1 十 Xe 十 十 Un 
XI1XZ2 十 2W183 十 Wo2Xg 十 … 十 Zn_izn 


1Z2W3 + XIX2T4 十 … 十 Z7-27n-IWn 一 


人 [人 2X3 Xn 


1 十 02 一 一 轧 


z?2+pr+g=0 


TX1T2 =—d 
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1 十 02 十 03 一 一 人 


28 十 rZ2 十 sX 十 1 一 0 21422 十 ZaZ3 十 2321 一 3 


122038 一 一 站 


根 式 可 解 性 ”代数 基本 定理 保证 了 任意 痰 数 的 方程 
xm" tam liar 2 +d T+ d= 0 

根 的 存在 性 ， 对 于 nn 一 2, 3, 4 来 说 可 以 写 出 一 个 普遍 适用 的 求 根 公 式 。 
在 n=3 时 ， 公 式 中 有 一 串 根 号 ， 一 个 包含 在 另 一 个 中 ， 解 的 形式 是 
ITYVD; 对 n=4 来 说 , 解 的 形式 是 Ya+~Vb+Mo+ V9。 所谓 祖 式 
就 是 指 一 个 表达 式 经 过 多 次 开 根 , 而 根 指数 都 必须 是 正 整数 ,采用 这 种 记 
法 我 们 可 以 断言 : 

一 直到 四 次 为 止 的 代数 方程 都 能 用 根 式 解 出。 

显然 , 根 式 有 着 无 穷 无 尽 的 变化 , 人 们 因此 曾 想 到 也 许 能 通过 选 营 根 
式 的 各 种 组 合 来 得 出 五 次 方程 的 解 。 但 是 实际 情况 则 不 然 。 相 反 ， 当 
n>4 时 ,用 根 式 去 解 一 般 次 代数 方程 是 不 可 能 的 。 

历史 简 述 当 三 次 方程 与 四 次 方程 的 求解 公式 于 文艺 复兴 时 期 相继 
发 现 以 后 ， 十 七 世纪 与 十 八 世纪 的 数学 家 们 顽强 地 搜索 着 五 次 与 更 高 次 
代数 方程 的 类 似 公 式 。 实际 上 ， 有 些 数学 家 ， 例 如 冯 - 切 思 豪 斯 (von 
Tschirnhaus, 公元 1651~1708 年 )， 相 信 他 们 已 经 汪 明 了 用 根 式 求解 的 
可 能 性 。 

可 是 人 们 逐步 地 认识 到 ， 用 根 式 解 一 个 更 高 次 的 一 般 方程 也 许 是 办 
不 到 的 , 拉 格 朗 日 与 高 斯 天 示 了 这 个 意见 ,在 鲁 非 尼 《Ruf8ni) 于 1799 年 
作出 了 一 个 尝试 性 的 .其 中 含有 漏洞 的 证 明之 后 , 尼 尔 斯 亨利 克 : 阿 贝尔 
(Niels Henrik Abel, 公元 1802~1829 年 ) 一 一 一 位 在 其 青年 时 代 死 于 肺 
结核 病 的 卓越 数学 天 才 一 -成功 地 证 明了 一 般 5 次 方程 以 及 次 数 更 高 的 
方程 是 不 能 用 根 式 解 出 的 ,理解 高 次 方程 的 可 解 性 问题 之 所 以 如 此 困难 ， 
其 原因 之 一 是 下 列 事实 ， 某 些 特殊 的 高 次 方程 确 是 能 很 好 地 用 根 式 来 解 
的 。 对 于 一 切 能 用 根 式 求解 的 方程 的 一 个 正确 与 全 面 的 概述 在 佑 罗 华 的 
理论 中 给 出 。 埃 瓦 里 斯 特 ' 其 罗 华 (也 variste Galois, 公元 1811~1832 年 》 
研究 工作 的 起 点 是 高 斯 在 分 圆 问题 上 所 获得 的 结果 。 他 是 一 位 天 才 ,又 
是 一 个 热血 沸腾 的 共和 党 人 。 象 沙皇 统治 下 的 俄罗斯 的 普希金 一 样 ,他 
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在 一 次 决斗 中 死 于 非 命 ， 而 其 对 手 很 可 能 是 反动 王朝 移 察 局 所 雇用 的 一 
名 密探 。 | 

在 伽 罗 华 理论 中 , 对 每 个 方程 都 能 构造 出 一 个 群 。 这 个 群 的 结构 给 
出 了 方程 是 否 能 用 根 式 求解 的 信息 ( 见 于 .第 3 章 )。 | 


4.6 非 线性 方程 组 


革 些 类 型 的 非 线性 方程 组 出 现 得 颇 为 频繁 ， 例 如 在 坐标 几何 学 或 与 
常 微分 方程 组 有 关 的 问题 方面 就 是 如 此 。 这 里 , 在 大 量 的 非 线性 方程 组 
问题 中 选 了 几 个 例子 。 系 统 的 讲授 是 不 可 能 的 。 在 下 文中 ， 所 有 变量 的 
基本 域 都 取 实数 域 卫 。 

一 个 线性 方程 与 一 个 二 次 方程 所 联 立 的 方程 组 利用 代入 法 ， 这 种 
方程 组 很 容易 解 出 。 例如 ， 当 需要 确定 一 条 圆锥 截 线 与 一 条 直线 的 交点 
时 , 就 会 出 现 这 种 方程 组 。 四 
[ 例 ] 

妇 十 急 十 4 一 1 一 0 
& 十 gf 一 一 上 


(FID + + Yl) 1=0 
2 一 一 YI 纪 一 %g 一 3=0 
- 位 = -3 za 一 0 1=2; y= 一 1 
验算 证 实 求 出 的 这 些 值 是 解 ，S=={( 一 3, 2), (0, 一 1)}。 | 


两 个 二 次 方程 联 立 的 方程 组 “这 类 问题 出 现 于 两 条 圆锥 截 线 相交 的 
场合 。 如 果 其 中 没有 zy 项 而 且 两 个 方程 中 空 与 妈 项 的 系数 只 相差 党 


数 因子 0, 则 在 乘 以 二 并 把 两 方程 相 减 以 后 , 二 次 项 就 被 消 掉 ， 从 而 


得 出 一 个 一 次 方程 ,再 通过 代入 法 , 把 它 代入 上 面 两 个 方程 中 的 一 个 , 就 
能 消去 一 个 变量 。 


【[ 例 1] ， ， 本 
0| 
47~—28y+216=0 
一 -42 一 18y+80=0 Z 一 79 一 54 

| yi=10; Ya=8 X=16; Zz2=2 | 
验算 证 实 83= {(2, 8) ,16, 10)} 是 方程 组 的 解 集 、 
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2 1 好 十 从 一 
es [B+ a 


(2) zy 2 方 方法 工 ， 
《zZ 十 从? 一 4 十 20 | (1) +2.(2) a) vb/ 4 
E+ | $8/ Ne 3 ly 儿 2 


.2% 十 4 一 土 WVa 十 2 fay Fs =0 
x 一 y= 上 Va 一 可 双 二 次 方程 


幼 ,3= 十 (LI/23)(CVa 十 20 Va 一 兄 ) 

,2= 十 (LV2) (Vatdb+Va-2) Y=0/2+ (1/2) Va a 
多 ,= (4) (4a++a i2 Vy eo? 2 一 0/2 填 WAVaT 可 
22= (1/4) atta~BTF2VE -yy 


我 们 看 到 两 个 方法 得 出 同一 结果 。 
三 个 变量 的 三 个 二 次 方程 ”这 类 特殊 的 方程 组 是 由 下 列 坐标 几何 学 
中 的 问题 而 产生 的 : 求 通过 三 点 的 圆 的 方程 ,例如 ， 这 三 点 是 Pi= 
《一 8, 12), P=( 一 4 多， Ps 二 (9， 一 和。 要 求 的 是 圆心 坐标 CCa, 5) 与 
贺 的 半径 *。 我 们 可 以 得 出 变量 4, b, ”应 满足 的 下 列 方程 组 : 
(一 8 一 0a)2? 二 《12 一 D)2 一 72 
(一 4 一 9)? 十 (4—b)?=7?, 
(9—0)2+C—5—b) 7? 
展开 二 次 军 , 从 第 一 个 方程 分 别 减 去 第 二 个 和 第 三 个 方程 , 就 得 出 变 
量 4 与 5 的 二 个 线性 方程 ,并 从 而 求 出 4=16, b=19。 把 这 些 算出 来 的 
a, 5 值 代入 原 方程 组 中 的 一 个 方程 ,就 得 出 一 个 > 的 纯 二 次 方程 , 它 的 正 
根 就 是 要 求 的 半径 ,在 本 例 中 7?=25。 
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与 方程 的 概念 一 样 ,不 等 式 吴 念 也 是 通过 表达 式 来 定义 的 , 如 果 两 个 
表达 式 Bi 与 .Bs 通过 下 列 关系 符号 之 一 连接 起 来 , 即 >《〈 大 于 )、> (大 于 
或 等 于 )、< (小 于 )、< (小 于 或 等 于 )、 关 (〈 不 等 于 )， 则 可 得 出 下 列 不 等 式 
中 的 一 个 , 即 EB1> Es, Bi1> Eo, Bl1<E2, Bi<Eo 或 Bl 和 Ba; 例如 , 32<5, 


o>9,2<8,2+y>6, 部 于 等 者 是 不 等 起 。 下 文 要 加 以 讨论 的 不 等 式 
仅 限于 Bi1> Bs 与 BE1<E2。 


也 象 方程 的 情况 一 样 , 在 不 等 式 中 要 区 分 不 包含 变量 的 不 等 式 与 包 
含 变量 的 不 等 式 ; 前 者 是 关于 不 等 式 的 命题 , 可 真 可 假 , 而 后 者 是 关于 不 


等 式 的 谓词 ;例如 2<8, 去 > 圭 是 命题 ,而 sr<9, c+y>6 是 谓词 
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不 等 式 的 解 与 解 集 ”在 单 变 量 不 等 式 中 ， 用 定义 域 中 的 一 个 数 去 代 
换 变量 而 能 得 到 一 个 真 命题 时 , 则 这 个 数 就 叫 作 不 等 式 的 一 个 解 。 这 里 ， 
不 等 式 的 定义 域 是 由 方程 定义 域 类 比 而 定义 的 。 如 果 不 等 式 包含 两 个 .三 
个 ……、 2 个 变量 , 则 不 等 式 的 解 便 是 一 个 有 序数 对 ,三 数组 ……、n 数 
组 。 解 集 S 则 是 与 不 等 式 定义 域 有 关 的 一 蕊 解 的 集合 ; 例如 ,对 自然 数 集 
黄 来 说 ， 不等式 z<4 的 解 是 0, 1, 2, 3, 故 3={0, 1, 2, 3}。 但 如 果 
x EZ, 则 解 集 8= 人 …， 一 3， 一 2, 一 1, 0, 1, 2, 3}。 若 + EH, y EH, 则 
不 等 式 z+y<2 的 解 集 是 S={(0, 0)，(1, 0)，(0, DD}; 而 当 z€ 2 
y EZ 时 , 该 不 等 式 有 无 穷 多 组 解 , 即 一 切 满足 z+y<2 的 有 序 整 数 对 , 例 
如 , (一 5, 了 D 或 (1, 一 他。 

相 容 , 不 相 容 与 永 真 不 等 式 ”根据 一 个 含 变量 的 不 等 式 关于 其 定义 
域 有 解 或 无 解 而 把 不 等 式 叫 作 相 容 或 不 相 容 。 


相 容 不 等 式 不 相 容 不 等 式 
对 ZEZ,Z<0: oo 
S={; ~3, —2, —1} 对 TIEN, w<0. S=$ 
对 aEN, 22>0: oo 
S={1, 2, 8, 4, 5, .££} 对 aEN, a?<0. S=f 
对 zER2z>32: 


S= {zlzER 昌 zc<0 对 YEN，27z>37，8S 一 有 
vt 对 yER: 对 YER, y+3<Yy+4. S$ 


这 里 ,对 yeE 了 来 说 ,不 等 式 y 十 3<4 十 4 不仅 相 容 ,而 且 还 是 永 真 的 ， 
因为 一 切 y ER 都 是 它 的 解 。 一 个 具有 ?2 个 变量 的 相 容 不 等 式 叫 作 永 真 
不 等 式 , 如 果 定 义 域 中 的 一 切 有 序 %* 数 组 都 是 不 等 式 的 解 的 话 ; 例如 , 所 
谓 三 角形 不 等 式 la + 5| < le| + 151 对 一 切实 数 对 都 适合 ， 因 此 ， 对 
a ER, bER 来 说 , 它 是 永 真 的 。 

等 价 不 等 式 ” 两 个 包含 变量 的 不 等 式 称 为 是 等 价 的 ， 如 时 它们 是 有 
相同 的 定义 域 与 相同 的 解 集 的 话 ; 否则 ， 就 称 这 两 个 不 等 式 是 不 等 价 的 。 
例如 ， 对 自然 数 集 丁 而 言 , z+4<? 与 2<3 是 等 价 的 , 因为 两 个 不 等 式 
的 解 集 都 是 人 1 二 {0, 1，2}。 类 似 地 ,对 4E2, 不 等 式 一 20>4 与 4< 一 2 
也 是 等 价 不 等 式 , 因为 它们 都 有 581=S2={…, 一 6,， 一 5, 一 和 一 3} =5。 
然而 , 不 等 式 y>0 与 y> 一 2 在 耳 上 是 等 价 的 ,可 是 在 Z 上 不 等 价 。 把 
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一 个 不 等 式 变 成 与 之 等 价 的 另 一 个 不 等 式 的 变换 叫做 等 价 变 撞 。 它 们 是 
建立 在 算 木 的 基本 法 由， oe 


- ”人 解 不 等 式 全 不 等 式 的 工作 就 是 要 确定 一 个 不 等 式 关于 给 定 的 变量 
基本 域 中 的 全 部 解 。 换 名 话说 , 要 找 出 解 集 来 -正如 解 方程 一 样 ,在 解 不 等 
式 时 , 要 进行 一 系列 适当 的 等 价 变换 , 最 后 得 到 一 个 极为 简单 的 、 可 以 直 
接 读 出 其 解 集 的 不 等 式 。 我 们 通常 (尤其 在 估计 时 ) 要 利用 < 或 > 关系 的 
传递 性 , 即 由 加 < 如 2, < Bs 而 推出 1 < 上 Bs。 对 一 元 一 次 不 等 式 来 说 ， 
有 一 种 利用 变换 定理 的 解法 。 


人 ER 


命题 1 

5z 二 2<3z 一 人 | 一 3z 一 2 
( 命题 3 
5z 二 2 一 3z 一 2<37 一 4 一 3z 一 2 
命题 1 
27< 

(, 命题 和 
2¢/2<—6/2 | :2 
人 / / 命题 1 
2<< 一 3 


解 集 由 所 有 小 于 一 3 的 实数 所 组 成 : 即 S={w|lz ERR 且 x< 一 3}。 这 
个 解 集 可 用 数 轴 图 示 法 加 以 说 明 ( 见 图 4.7-1)。 

验算 ， 对 不 等 式 不 象 对 方程 那样 ， 它 们 一 般 不 可 能 用 一 切 解 代替 变 
量 来 验证 计算 的 正确 性 , 但 是 在 解 集中 , 选取 一 些 个 别 元 素来 验算 是 有 帮 
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助 的 ,例如 ,对 于 上 面 的 例子 , 由 于 一 56 及 , 故 有 : 
2( 一 5) 十 2 十 3( 一 5)<3( 一 和) 一 8 十 4 


一 I0 十 2 一 15 把 一 仿 一 8 十 4 
一 23 二 一 19， 真 。 
-3 -2 -1 0 1 2 -10 12 34567 
二 一 一 一 一 0 一 0 一 0 一 0 一 9- 
图 4.7-1 解 集 S={zlzER 且 图 4.7-2 解 集 S={alaEN 且 
7% 之 一 3} 的 图 示 … . a>2} 的 图 示 


把 8 中 的 一 切 元 素 都 写成 <= 一 3 一 hlh>0) 的 形式 ， 就 真 。 可 以 完 
全 地 进行 这 一 验算 ， 只 要 把 它 代 入 原 不 等 式 ， 再 检查 一 下 对 一 切实 的 
7> 0 来 说 , 变换 后 的 不 等 式 命题 是 否 为 真 。 


【从 十 
25—34<22—2a; .+ a€EN|+24-—25. 
25—34+24—25<22-24+24-25 . 
| a<—2  - (= 
4>3。 ， 
解 集 由 所 有 大 于 2 的 自然 数 所 组 成 : 


S={ala€EN a>2}={3,4, 5…}( 见 图 4.7-2)。 
【 例 2】 yx<4, x EN, y EN|-z; 
4 到 一 2 十 4 
解 集 是 S={(0, 0)，(0, 1),(0, 2), (0, 3), (1, 0), (1, 1)(1, 3)， 
(2, 0), 《2, 1),《3, 0)}( 见 图 4.7-3)。 
如 果 罗 9 的 变量 域 取 为 R, 则 位 于 直 | 、 
线 y= 一 + 十 4 下 面 的 半 平 面 中 的 一 切 点 的 


\ ytHomd 


| 
坐标 都 是 不 等 式 的 解 。 | 、 
【 例 3] | | po、 
2 一 4 >0, weR; iiy oo、 
(£2—2)(z+2)>0。 | > 
当 且 仅 当 乘 积 的 两 个 因 式 为 同 号 时 ， 一 一 一 一 一 一 一 一 


、 ， 图 4.7-3 不 等 式 z 十 <4 
乘积 才 是 正 的， 因此 要 讨论 下 列 两 种 情 。 wy en, yEN 以 有 sR 


形 ; - 1 、 y ER 时 解 集 的 图 示 
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情形 一 ; 
rz—2>0 与 Z 十 2>0 
2Z>2 与 2Z> 一 3 
2Z>2。 
情形 二 : 
- 2 一 2<0 与 r+2<0 
Z<3 与 X< 一 3 
2Z< 一 2。 


故 解 集 由 所 有 大 于 3 或 小 于 ~2 的 实数 所 组 成 ( 见 图 4.7-4)。 


图 4.7-4 不 等 式 吧 -4>0; ZER 的 解 集 的 图 示 
[ 例 科 z?—4<0, ze 及; 
(rz~2)(z42)<0。 


当 且 仅 当 乘 积 的 两 个 因 式 为 异 号 时 , 乘积 才 是 负 的 , 因此 要 讨论 下 列 
两 种 情形 : 


情形 一 ; 
2 一 2<0 与 r+2>0 
z<2 与 xX> 一 2 
一 2<2zZ<2。 
情形 二 : 


zZ 一 2>0 与 r+2<0 
z>2 与 Z< 一 2 不 相 容 。 
故 解 集 由 所 有 在 一 2 与 +2 这 一 区 间 内 的 实数 所 组 成 , 即 
4&S={zlzec 了 有 是 一 2<Z<2}。 


【 例 5】 -如 二 和 > 省 “6 了 R。 不 等 式 的 定义 域 是 x+] 的 一 切实 数 


的 集合 ,对 于 分 式 不 等 式 , 我 们 必须 讨论 两 种 不 同情 形 : 
情形 一 : 


(z+2) 
(2—1) 
%+2>4(2—1) 与 xz>1 


>4 与 2 一 上 >0 
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2 二 2>47 一 人 与 rz>1 
6>3x 与 zx>1 
IT<2 与 zx>I1 
Si={z|lz ER 且 1<x<2}。 
情形 二 : 
T+2 >4.. 与 x 一 1<0 
xz—1 - 
zz 十 2 一 4(z 一 1 与 xz<1 
x+2<4r 一 和 与 rz<1 
6 一 37 与 也 一 工 
Z>2 与 2 < 工 
不 相 容 52=f。 


故 这 个 不 等 式 的 解 集 是 5=S1U 5Ss=S1， 它 由 区 闻 TI<z<2 内 的 全 部 实 
数 所 组 成 。 
【 例 6】 la+5]<2,，a€Z; 按照 绝对 值 的 定义 ， 当 4+5>0 时 有 


lat5|=4at5, 当 azr5<0 时 有 1a+5|= 一 (4a+5)。 故 应 分 下 列 两 种 情 
形 ; 


情形 一 ; 
at+5<=2 与 a+58>0 
d= 一 3 与 a>—§ 
、 -91 一 { 一 所 一 委 。 
情形 二 : _ 
一 (二 5) <2 与 wa+5<0 
一 4 一 5 一 2 与 a<—5 
i 一 4<7|. (一 了 与 as 一 5 
a> 一 7 与 < 一 5 


Ss={—6, —5}。 
故 原 不 等 式 的 解 集 是 S=51U S52={ 一 6, 一 5, 一 4}, 对 这 个 例题 来 说 ,用 
代入 法 逐一 加 以 验算 是 容易 做 到 的 。 
【 例 7】 要 从 菜 些 物理 量 a, 5 的 真 值 来 估计 其 商 的 最 大 误差 , 设 
这 些 物理 量 的 实测 值 为 a, 8, 对 4 和 5 的 测量 误差 分 别 为 8&1 和 62; 设 
_181>>82, 由 假定 la 一 |<s1 与 18 一 B|<s2o 于 是 : 
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a oaB-ba_ [Ba-o ~a(B—B)] 
b 8B bB DA 
-S| -| -181a 一 ai 十 lallp 一 81 
D B le8| lol18]| 
<|818: 十 |ajss 
121168 ” . 
由 于 ij81> 62 即 相当 于 151<s82+181, 因 而 
-<1 
5 B! IBIUBI+es) 
就 是 商 的 最 大 误差 。 


特殊 不 等 式 ” 以 下 各 不 等 式 的 基本 变量 域 都 是 实数 集 ， 


三 角形 不 等 式 ; 对 与 5, 我 们 有 atbl<<1a|+15|。 
和 = 了 9102 9 E 及 ,有 下 列 不 等 式 : 
[ai 十 as 十 as 本 | ia 士 |as| 十 |os| 十 … 十 [as|。 
2、 类 似 地 ,对 一 切 4a, 5€R, 我 们 有 : 11al 一 |211<1a-+bl。 
3、 对 一 切 自然 数 %, 恒 有 2”>n( 可 用 数学 归纳 法 证 明 )。 
4. 对 于 实数 w>0, b>0 与 %=1, 2, 3,，…， 由 二 项 式 定理 可 推出 
不 等 式 ao 十 bn) 所 (4 十 b)"。 
5. 伯 努 利 不 等 式 ，(1+a)n">1I+na 对 向 然 数 PP2 及 实数 gt0 
且 4> 一 1 成 立 。 
6， 对 于 实数 a>0, b>0, 必 有 nb< (2 ) 或 /< oe, 一 


般 地 说 , 对 me 机 与 实数 ait>>0，…an>0， 必 有 不 等 式 iaa om < 
和 2; 也 就 是 说 ,几何 平均 值 总 是 小 于 或 等 于 算术 平均 值 
7 在 算术 平均 值 4 一 -9027 an， 几何 平均 值 Ga 


与 调和 平均 值 如 = 一 了 一 一 一 一 之 间 有 下 列 关系 . 4 之 G> 了 H， 
"| 一 -一 十 上 + 四 
1 2 


这 里 的 是非 负 实 数 , 2 是 一 个 自然 数 。 

8. 柯 西 - 许 瓦 尔 英 不 革 式 ， 对 一 切实 数 3, a9， …， Qn; bl bo， ……， 
bs 我们 有 

(abi1 +t 920s + Fanon) Tt 二 a) (CDI + 二 +) 


5.1 


5.2 


第 5 章 
基本 概念 ee 175 
喜 数 的 概念 173 
阵 数 的 表示 法 177 
特殊 类 型 的 函数 ………p…… 182 
反 示 数 185 
多 项 式 和 有 理 函 数 …… 189 
有 理 函 数 的 概念 ………… 189 
线性 函数 ppp 189 
二 次 通 数 pe 191 
三 次 涵 数 ee 194 
正楷 数 的 繁 函 数 ……… 196 
多 项 式 溃 数 …e 197 
多 项 式 的 因 式 分 解 …… 198 
震 占 ee 199 
多 项 式 函 数 在 无 穷 远 
处 的 性 态 ……… 和 9 205 
负 指 数 的 矫 水 数 …………… 207 


有 蛙 函 数 的 一 般 形式 … 
5.1 基本 概念 
雯 数 的 概念 


5.8 


5.4 


数 


有 理 函 数 的 替 点 和 极点 209 
有 理 函 数 在 无 穷 远 处 的 


仁 态 多 ee 210 
分 解 成 部 分 分 式 :……… 213 
非 有 理 函 数 ……………… 216 
根 光 数 216 
绰 数 洲 数 ee 218 
对 数 函 数 :…p 220 
三 角 函 数 和 图 函数 …… 220 
双 曲 闸 数 … 222 
双 曲 红 数 的 反思 教 …… 223 
多 于 一 个 自 变量 的 函 
着 225 
一 般 定义 se 225 


具有 即 个 自 变量 的 实 函 
数 交 1 229 


按照 欢 拉 在 1794 年 所 给 的 定义 ,函数 通常 被 解释 成 一 个 变量 依赖 于 
另 一 个 变量 。 在 多 数 情 况 下 ， 这 样 的 函数 定义 已 足够 了 。 但 是 随 着 数学 
的 深入 发 展 ， 对 函数 的 概念 下 一 个 更 一 般 和 更 抽象 的 定义 显得 更 加 必要 
和 有 用 。 函数 概念 的 本 质 并 不 是 量 之 间 的 依赖 性 (人 们 通常 把 量 理解 为 
能 用 “小 于 或 大 于 ”的 关系 进行 比较 的 数字 ), 而 是 对 应 关系 本 身 , 依据 这 
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种 对 应 关系 , 某 些 事物 被 看 成 是 由 另外 一 些 事物 所 确定 的 。 函数 的 概念 
归结 为 集合 论 中 的 有 关 定 义 。 

对 应 关系 ”每 一 根 金 属 棒 在 加 热 时 都 会 改变 它 的 长 度 。 假 定 有 一 根 
铜 棒 ， 在 0°C 时 长 度 为 二 200 个 长 庆 单 位 (例如 厘米 或 英寸 ), 于 是 在 
温度 为 fC 时 它 的 长 度 可 表示 成 1=200(1+0.000016 作 。 根 据 这 一 公 
式 ,对 于 0°C 到 100°C 之 间 每 一 个 1 的 信 就 有 200 单位 到 200.32 单位 之 
间 的 某 一 个 长 度 1 与 之 对 应 。 类 似 地 , 对 于 每 一 批 货物 都 有 一 笔 作为 它 
淮 价 的 金额 与 之 对 应 ,对 于 本 书 中 的 每 一 个 页 数 ,都 有 一 个 在 该 页 上 有 多 
少 字母 的 数字 与 之 对 应 。 

不 仅 在 数字 之 间 存 在 对 应 关系 , 而 且 更 一 般 地 在 集合 4 中 的 元 素 a 
和 集合 BB 中 的 元 素 5 之 间 也 存在 对 应 关系 。 例如 ,在 一 场 演出 中 剧院 内 
的 每 个 座位 对 应 着 一 张 入 场 券 或 一 
位 具体 的 观众 。 因 此 这 种 对 应 由 在 
4UB 上 定义 的 关系 也 (参见 开 . 第 1 
章 ) 所 确定 , 其 定义 域 为 DCF) 忆 4， 
信 域 RCF) GE B。 如 果 在 对 应 关系 
玉 下 ， 定 义 域 D(C) 中 的 每 一 个 元 
索 2 在 值 域 RCF) 中 有 一 个 而 且 
仅 有 一 个 元 素 b 与 之 对 应 ， 则 这 种 
关系 称 为 单 值 的 对 应 ， 叫 作 集 合 4 

图 5.171 函数 图 到 集合 中 的 澶 数 或 映射 ( 见 图 
5.1-1)。 值 域 中 与 定义 域 中 原始 元 素 4 相对 应 的 元 素 5 称 为 a 的 象 。 这 
样 一 来 ,函数 是 有 序 对 (a, 5) 所 组 成 的 集合 , 它 的 第 一 个 元 素 属 于 定义 
域 DCF), 第 二 个 元 内 属于 值 域 RCF)。 对 于 4 到 B 中 的 一 个 映射 ,我 们 
有 DCF) =4; 即 4 中 的 每 一 个 元 素 ec 4 都 是 原始 元 素 。 藻 说 映射 是 4 
到 B 上 的 映射 , 则 要 求 妃 中 的 每 一 个 元 素 都 是 象 。 

元 素 7X 通过 函数 了 所 确定 的 元 素 y 通常 用 了 (x) 表示 ,于 是 对 应 关系 
被 写成 cy 一 f(z), 或 更 简洁 归 , y 一 f (起 。 元 素 z 称 为 自 变量 ， 对 应 的 
元 素 y 称 为 在 点 二 处 的 函数 位 了 (z) 。 函 数 zx->%g 一 (zc) 的 定义 域 用 及 表 
示 , 值 域 用 了 表示 。 如 果 了 是 从 4 到 互 中 的 函数 , 那 末 显然 和 ES4 及 
YCEB, 


定义 域 信 域 


5.1 基本 概念 177 
成 的 一 个 非 宝 集合 ， 其 中 x EXS 4, y EYGB, 对 于 每 一 个 xEXX 只 有 


为 了 要 描述 一 个 函数 , 必须 给 出 它 的 定义 域 , 它 的 值 域 以 及 它们 的 对 
应 关系 。 

图 示 法 ”在 函数 图 示 法 中 , 定义 域 和 值 域 用 图 来 表示 ,对 应 关系 用 箭 
头 指 示 ( 见 图 5.1-1)。 从 定义 域 中 每 一 个 元 素 只 能 画 出 一 根 箭头 ， 但 指 
向 值 域 中 的 一 个 元 素 的 箭头 可 以 是 一 个 或 多 于 一 个 。 


| xm lals[elslelr| 
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图 5.1-2 疗 数 的 数值 表 


列表 法 ”对 应 的 法 则 也 可 列 成 一 张 表 ( 见 上 图 ), 而 不 用 图 来 表示 。 定 
义 域 的 元 素 写 在 表 的 上 面 一 行 , 在 它 的 下 面 写 上 与 它 所 对 应 的 值 域 元 素 。 
列表 法 只 能 给 出 有 限 多 个 有 序 对 ,所 以 要 完整 描述 一 个 任意 函数 , 列表 法 
是 不 够 的 。 | 

文字 表达 ”如 果 一 函数 的 定义 域 和 值 域 不 是 有 限 的 ， 或 者 范围 太 广 
以 致 不 能 在 一 张 纸 上 用 图 或 表 来 表示 , 那 末 只 要 能 对 定义 域 、 值 域 以 及 定 
义 域 元 素 和 值 域 元 素 的 对 应 规则 作出 精确 的 描述 也 就 足够 了 。 一 个 函数 
可 以 完全 不 用 数学 符号 而 用 日 常用 语 加 以 定义 。 例 如 ， 对 于 足球 联赛 中 
第 一 阶段 的 每 场 比赛 ， 都 有 一 个 售 出 的 入 场 券 票数 与 比赛 所 在 地 的 居民 
人 数 之 间 的 比值 和 它 对 应 ， 这 就 定义 了 一 个 函数 , 这 函数 在 一 定 程 度 上 
能 反映 公众 对 各 场 比赛 的 兴趣 。 函 数 的 对 应 法 则 能 够 全 部 地 或 部 分 地 用 
文字 加 以 找 述 的 例子 可 以 找到 很 多 。 

【 例 1】 对 于 每 一 个 实数 2, 根据 它 是 无 理 数 还 是 有 理 数 有 0 或 
与 它 对 应 ,例如 V2 一 0; 〈3/4) 一 1。 

【 例 2] 9(o) 一 [四 ,这 里 z 表示 一 个 实数 , [2] 表 示 小 于 或 等 于 x 的 
最 大 整数 。 

图 形 表示 法 ”用 图 形 同 桩 可 以 表示 一 个 函数 。 只 要 在 横 轴 上 选取 一 
数 集 作为 定义 域 ,在 纵 轴 上 选取 一 数 集 作为 值 域 , 并 且 对 于 定义 域 中 的 自 
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变量 x 可 以 这 样 来 确定 y 的 值 ,使 得 坐标 为 x,y 的 点 是 图 形 上 的 一 点 。 然 
而 在 坐标 系 中 不 是 每 一 条 曲线 都 表示 一 个 函数 。 由 昌 线 给 出 的 对 应 关系 
必须 是 单 值 的 ， 也 就 是 说 用 与 纵 轴 平 行 的 直线 和 图 形 曲 线 最 多 只 能 有 一 
个 交点 。 

公式 表示 法 “在 数学 中 表示 一 个 函数 的 最 常用 方法 是 用 公式 。 在 这 
里 定义 域 和 值 域 的 元 素 只 能 是 数 ,或 至 少 是 数学 对 象 , 对 这 些 对 象 我 们 可 
以 给 出 适当 的 计算 规则 。 例 如 ，(D y=7z 十 2 (2) y=V(t 一 区 ; 
(3) y=sin x。 如 果 对 定义 域 未 作 特 殊 的 说 明 ， 则 通常 认为 那些 能 使 公 
式 得 到 一 确定 值 的 数 都 属于 该 函数 的 定义 域 。 在 例 (D 和 例 (3) 中 定义 域 
是 所 有 的 实数 ,在 例 (2) 中 定义 域 是 所 有 大 于 或 等 于 4 的 实数 。 而 值 域 
为 : (1) 一 <y<+%; (2) 0 和 yy 天 十 cei (3) ~l<y<+1, 

对 定义 域 加 限制 。 然 而 对 定义 域 可 任意 加 上 限制 。 例 如 ，(D ”一 
rz 十 2( 一 3<Z2<5) 或 CD)** y= 二 7% 十 2( 一 8<.x<0) 等 等 。 于 是 值 域 为 
(DD)* 一 1]9<y<37, (1)** 一 54<y<2。 根据 函数 概念 的 定义 , (1)，(D* 
和 (DD)** 表 示 完 全 不 同 的 函数 。 这 一 点 是 本 质 的 。 这 是 因为 要 使 两 个 集 
合 完全 相等 ,它们 必须 有 相同 的 元 素 。 如 果 属 于 方 的 每 个 元 素 对 (z, )， 
(x, ) Efi; 也 属于 fo，(z, Y) € fo, 并 且 反 之 亦 然 ， 则 两 个 函数 1 和 fo 
同 祥 是 完全 相等 的 。 但 (1)，(4D)* 和 C1)** 中 的 函数 并 非 如 此 。 

【 例 1 如 果 符 号 了 表示 价格 ，2 表示 某 一 商品 100 克 的 价格 ; m 
表示 它 的 质量 , 单位 为 克 。 于 是 书 =2.w/100 即 为 该 物 的 质量 积 价格 之 
间 的 关系 式 。 如 果 用 0.72 代替 式 中 的 p, 用 100, 200,，300，… 代 蔡 公 式 
中 的 r, 可 得 到 P 卫 的 值 为 0.72, 1.44, 2.16,.…。 

[ 例 2】 钢 棒 加 热 时 的 长 度 公式 为 1 一 10 《1 十 0,000016t)， 式 中 符号 
1 和 t 具 有 不 同 的 意义 ，! 表示 长 度 域 内 的 数字 ，t 表示 温度 域内 的 数 
字 。 当 t 在 0C 到 100°C 之 间 取 值 时 公式 成 立 。 . 

【 例 3】 正方 形 面积 是 根据 方程 式 4= 吧 来 计算 的 。 这 里 符号 4a 表 
示 正 方形 的 边 长 为 4 个 长 度 单位 , 符号 4 是 表示 它 的 面积 为 4 个 面积 单 
位 。 

如 果 抽 去 .上面 各 个 例子 的 具体 内 容 ,我 们 得 到 下 列 结果 : 

1， 引 进 变量 表示 定义 域 和 值 域 中 的 元 素 。 在 上 面 一 些 例 子 中 , 这些 
变量 是 符号 m, i, a, 和 P, 1， 4。 在 数学 中 , 常 采用 符号 2 或 9 作为 函数 
中 的 变量 , 而 用 符号 f,，g, 9 等 表示 函数 。 
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2. 借助 于 变量 ,用 一 方程 来 定义 对 应 的 规则 。 与 定义 域 元 素 (2) 相 
对 应 的 值 域 元 素 (y) 可 以 首先 用 (x) 代 痊 方程 中 变量 2 然后 算出 y 的 值 。 
例如 ， 如 果 函 数 由 方程 y= 一 22? 十 4 一 VX 定义 ， 这 个 函数 的 定义 域 为 
0<z< 十 ww， 于 是 对 应 于 x=9 的 值 可 用 代入 法 得 到 : y= 一 2.9?+4.9 
一 V9 一 一 129。 因 此 根据 这 个 函数 , 数 一 129 与 数 9 相对 应 。 与 定义 域 
中 每 个 数 相对 应 的 值 都 可 用 同样 的 方法 得 到 。 

代表 定义 域 中 元 素 的 符号 称 为 自 变量 ， 代 表 一 函数 值 域 中 元 素 的 符 
号 称 为 因 变 量 。 给 出 函数 所 定义 的 对 应 规则 的 方程 称 为 函数 方程 。 

作 图 表示 法 ”从 函数 方程 别 出 一 数值 表 ， 常 可 得 到 该 函数 的 直观 表 
示 。 借助 于 平面 坐标 系 (参见 工 . 第 13 章 )， 对 每 一 个 数 对 (x, 中 都 可 在 
平面 上 作出 一 点 P, 点 卫 的 总 体 称 为 函数 的 图 形 。 根 据 定义 域 和 函数 方 
程 的 特性 , 可 得 到 一 列 孤 立 点 .一 些 曲 线 线段 或 一 条 连通 的 函数 曲线 。 

【 例 】 如 果 z 是 定义 域 -1<z< 士 2 中 的 自 变量 , 则 由 方程 y=2/2 
所 确定 的 函数 , 其 值 域 是 一 (11/2)<y<+1。 对 于 x 的 一 些 值 可 得 到 下 面 
的 数值 表 . 


首先 在 定义 域 一 1<z<2 中 画 出 函数 曲线 的 一 些 点 。 如 果 对 更 多 的 自 变 
量 进行 函数 值 的 计算 ， 可 得 到 更 密集 的 点 列 ， 它 们 都 落 在 同一 条 直线 上 
〈 见 图 5.1-3)。 | 


图 5.1-3 函数 y=2/2 的 图 形 

习惯 上 和 镭 卡 尔 直 角 坐 标 系 的 横 轴 表示 自 变 量 , 而 纵 轴 表 示 因 变量 。 

显 式 表示 法 “一 函数 方程 的 形式 为 g= 4(z)， 其 中 4(2) 是 一 任意 
表达 式 ， 且 除了 变量 x 外 , 它 只 含有 数字 或 基本 数 域 中 的 元 素 , 这 种 形式 
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称 为 显 式 。 

隐 式 表示 法 ”反之 , 隐 式 的 特点 是 至 少 在 方程 的 一 边 同时 出 现 两 个 
变量 。 例 如 人 G) 和 一 2 = 6 (2) zy =1; (3) y = sin zsiny 十 2Z2 
(4) z2 十 妇 =16; (5) 22 二 zy 十 妨 二 VC2Y)。 如 果 一 函数 的 方程 用 显 式 
表示 , 那 末 作 为 一 种 规定 ， 将 分 离 出 来 单独 在 方程 一 边 的 变量 称 为 因 变 
量 , 另 一 边 的 变量 称 为 自 变量 , 而 它们 究竟 是 用 x, y; w, 人 s, 二 还 是 用 其 
他 符号 表示 是 无 关 紧 要 的 。 用 隐 式 表示 ， 通 常 不 是 如 此 明显 。 当 采用 z 
和 2% 时 , 常 认为 y 是 因 变 量 。 但 经 常 要 加 以 说 明 , 特别 是 采用 其 他 一 些 变 
量 时 , 更 是 如 此 。: 然而 也 可 能 将 隐 式 方程 中 的 两 个 变量 同等 看 待 。 要 注 
意 , 用 隐 式 表示 的 方程 不 是 总 能 解 出 一 个 变量 使 成 为 显 式 的 。 例 (tb 和 例 
(2) 是 很 容易 做 到 这 一 点 的 ， 可 得 到 (H) % 一 2 一 3 和 (2) y~1/z。 然而 
例 (3) 和 例 (5) 是 怎么 也 不 能 做 到 这 一 点 的 。 在 这 两 个 例子 中 , 既 不 能 将 
y 分 离 出 来 也 不 能 将 x 分离 出 来 (参见 1I. 第 6 章 ), 例 (4) 清 楚 地 表明 了 另 
一 种 情形 。 众 所 周知 ,22 十 内 =16 是 以 坐标 原点 为 圆心 .以 4 为 半径 的 圆 
的 方程 。 在 这 个 例子 中 ， 对 于 每 一 个 x 值 ， 有 两 个 y 值 满足 方程 。 将 y 
看 成 因 变 量 ， 这 就 定义 了 一 种 非 学 值 的 对 应 关系 。 由 于 这 个 原因 ， 所 以 
(4) 式 不 是 函数 方程 。 另 一 方面 , 显 式 Y= 十 M16 一 侣 确实 表示 了 一 个 函 
数 ， 但 它 的 象 只 组 成 上 半 个 图。 属于 下 半 个 圆 的 函数 方程 是 y= 
一 V0Q6 一 z5。 有 时 将 两 个 函数 合并 写成 y= 土 V (16 一 友 ) ,但 将 这 种 写 
法 团 成 多 值 函数 的 方程 是 错误 的 。 因 为 根据 定义 ,函数 是 单 值 对 应 的 。 

参 变 量 表示 法 “首先 考虑 两 个 显 函数 方程 ,每 个 都 确定 了 一 个 函数 ， 
并 且 两 个 函数 具有 相同 的 定义 域 。 因此 用 一 般 形 式 表 示 有 纺 2 一 户 (b 
和 t=>y=fs(t)。 如 果 现 在 对 每 一 个 %0 二 (to) ， 可 陋 定 一 加 一 户 (to) 与 
之 对 应 ,这 样 就 可 得 到 fi 的 值 域 到 户 的 值 域 上 的 一 个 映射 ， 当 然 它 不 一 
定 是 单 值 的 。 

[ 例 1】 设 %= 中 和 y=1/2, 一 <t< 二 co。 于 是 两 个 函数 的 数值 
表 如 下 : 
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第 一 行 和 第 二 行 是 关于 函数 ¢= 吕 的 ， 而 第 一 行 和 第 三 行 是 关于 函数 
y=t/2 的 。 属于 同一 个 上 值 的 2 和 2 值 又 决定 了 一 个 新 的 对 应 ， 它 在 
表 中 自 第 二 行 和 第 三 行 给 出 。 这 种 新 的 对 应 显然 是 单 值 的 ， 从 数值 表 中 
能 一 眼看 出 , 这 个 对 应 可 用 新 的 函数 方程 y=z/# 来 描述 。 从 x 一 由 可 得 
t 一 子 。 用 表达 式 2/2 代入 y~tf/2 中 ， 即 得 y=z/4, 这 样 就 消去 了 参 变 
量 t。 

【 例 2】 设 x 一 信和 y=1/2, 它们 的 定义 域 为 -<t< 十 w=。 数值 


然而 在 这 例子 中 , 对 应 x>y 不 再 是 单 值 的 了 ， 对 于 每 一 个 * 值 对 应 着 两 
个 y 值 。 但 车 对 定义 域 加 以 限制 ,就 可 使 它 成 为 单 值 肖 数 , 例如 限制 0< 
t< 十 ceo, 于 是 对 应 2>Y 又 成 为 一 个 函数 ,其 方程 为 y= 和 Vz/2。 

【网 3】 设 z= cost 和 2% 一 2 (定义 域 为 一 ce <t< 十 co)。 我 们 知道 
z=eost 是 个 周期 函数 ,当主 在 实 轴 上 变化 时 ，z 值 在 一 和 十 1 之 间 不 
断 重 复出 现 〈 一 Ts<x 和 十 1)。 另 一 方面 , 对 于 %=2!， 值 域 为 一 co 过 V< 
十 ce。 如 果 现 在 考虑 对 应 x->y, 很 明显 ， 与 一 个 x 对 应 的 y 值 有 无 穷 多 
个 。 只 要 取 一 特殊 值 ， 就 是 以 说 明 这 点 了 。 对 于 t=0，i= 土 2%w，t= 
士 4r 等 等 , 我 们 都 可 得 到 Z= 一 1。 于 是 y=0，%= 土 4r，2% 一 一 8r 等 都 与 
2Z= 工 相对 应 。 但 若 对 定义 域 加 以 限制 , 比如 0<t<w, 就 能 再 一 次 得 到 单 
值 对 应 。 这 个 单 值 所 定义 的 函数 其 方程 为 y= 2arc cos x, 定义 域 为 一 1< 
X11, 值 域 为 0<y 志 2m。 

如 函数 z~>9g=Fz) 由 形 为 一方 (O 和 % 一 户 (9 的 两 个 函数 表示 , 那 
未 变量 i 就 称 为 参 变 量 。 采 用 这 种 参量 表示 法 ， 常 可 将 z 和 之 间 的 隐 
函数 关系 用 两 个 显 冰 数 来 表示 。 例 如 : 2?+2=1 可 用 z=c0s ty 一 sini, 
0<t< 和 2r 来 表示 。 为 了 得 到 单 值 性 ， 必 须 对 t 的 定义 域 加 以 适当 的 限 
制 。 

合 函 数 ” 如 果 元 素 a 在 映射 吕 下 对 应 于 元 素 5， 在 另 一 映射 了 下 
元 素 5 对 应 于 元 素 , 然后 逐次 应 用 这 两 个 股 射 三 和 G, 就 可 得 到 一 个 
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映射 ,在 这 个 映射 之 下 元 素 4 对 应 于 元 素 ce。 由 这 种 方式 定义 的 映射 称 
为 映射 了 和 G 的 积 (或 复合 )。 因 此 ， 
(a; 0) E.G 的 充 要 条 件 是 存在 一 
个 元 素 5, 使 (a,5) EG 和 (b,c) EF。 
FG 忆 显然 元 素 ” 必须 同时 属于 将 的 定义 
域 Xp 和 G 的 值 域 Yo ( 见 图 5.1-4)。 


GE 由 此 可 得 出 仅 在 XsNnYa+#9, FG 
6 才 有 意义 。 而 且 , 在 逐次 进行 映射 时 ， 


图 5.1.4 映射 和 了 的 合成 也 .G; 次 序 是 重要 的 , 因为 一 般 R.G 六 GP。 
定义 域 互 re 是 集合 全 psp 中 Ya 关于 G 如 果 半 Fp,， Xa, Xp.g 和 Ynp, Yg, 了 p.g 
的 所 有 原始 元 素 ; 值 域 Zre 是 ”分别 表示 玉 , G，F.G 的 定义 域 值 域 ， 

ne 关于 的 象 于 是 只 有 在 oNnYe#9, 和 ae CS Xa 
和 了 zr.eGYzr 了 时, 了.G 才 有 了 明确 的 意义 。 说 得 更 确切 些 , 和 r.e 恰好 是 由 Xag 
中 在 映射 G 下 其 耳 数 值 落 在 和 rn Ye 内 的 那些 元 素 组 成 , 而 Ys.g 由 了 
中 的 元 素 组 成 ， 它 们 恰好 是 Xz NYg 中 的 自 变量 在 映射 下 下 的 函数 值 。 
函数 方程 为 y=f (24) 和 =g(x) 的 两 个 函数 1 和 9g 的 积 沁 9, 常 写 成 y 一 
了 [g(x)], 称 为 两 个 函数 g 和 在 这 种 次 序 下 的 复合 。 在 此 式 中 , 称 g 为 
复合 函数 访 g 的 内 函数 , 为 复合 函数 的 外 函数 。 

【你 】 函数 g(x) =22--2 和 jc)=Vz 的 定义 瑾 和 值 域 是 了 = 
(一 0, 十 0), 了 ,=[ 一 2, ce) 及 Xj=[0, %w), 了 y=[0, %w)。 复 合 函 
数 了 9 的 方程 为 f[g(w)]==V (2 一 2)。 其 定义 域 Xy.o 就 是 那些 和 中 关 
于 在 g 的 作用 下 其 函数 值 落 在 rn 了 =f0，) 中 的 元 素 。 但 这 些 元 素 ， 
就 是 所 有 满足 z?>2 的 z, 即 为 一 V 3 到 +WV32 这 区 间 以 外 的 所 有 实数 全 
体 组 成 的 集合 。 复合 函数 9 .jy 的 方程 为 gLf(z)]= (Vz)? 一 2=zx 一 2, 
定义 域 入 or 为 [0,， 0)。 


特殊 类 型 的 函数 


以 下 考虑 那些 定义 域 和 值 域 包含 在 实数 域 中 的 函数 ， 通 常 称 它们 为 
实 函 数 。 按照 某 些 共同 的 特性 ， 可 将 一 些 特殊 的 实 函数 归纳 在 一 起 成 为 
一 个 类 。 例 如 单调 函数 有 界 函 数 、 偶 函数 . 奇 函 数 或 周期 函数 。 

单调 函数 ” 称 一 函数 zy 一 f(x) 在 区 间 gc<Z<b 中 为 单调 递增 的 ， 
是 指 对 此 区 闻 内 任意 的 两 个 值 和 za 中 较 大 的 一 个 za, 其 函数 值 f(z2) 
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也 总 是 比 另 一 个 大 。 即 如 果 2 <ze, 那 未 了 (2!) <fGo)。 

【 例 1】 记 数 Y=2*, 其 定义 域 为 一 ce <Z< 十 ce。 在 它 整个 定义 域 
内 是 一 单调 递增 函数 。 

【 例 2 函数 y=sinz， 其 定义 域 为 一 so 二 2 < 十 w。 但 它 仅 在 
一 Sm/2<x< 一 3m/2， 一 wm/2<x<m/2，3w/2<z<5m/2 等 区 间 上 是 单 
调 递 增 的 。 在 整个 定义 域 中 , 它 并 不 表示 一 单调 递增 的 函数 。 

称 一 函数 在 区 闻 4<7x<b 中 是 单调 递减 的 ,是 指 当 4a<z1<x2<b 时 ， 
总 有 f(zx2) >>f(x2)。 

【 例 1】 函数 y=1/x, 在 一 ><xzx<0 和 0<z< 十 ww% 上 是 单调 递减 
的 。 当 z==0 时 函数 没有 定义 。 

【 例 2]】 括 数 Y=z?, 在 一 <x 志 0 上 是 单调 递减 的 。 而 在 z>0 
上 ,函数 是 单调 递增 的 。 

【 例 3】 遂 数 y= 一 3z+5 在 整个 定义 域 中 是 单调 递减 的 。 

有 时 在 一 区 间 内 如 果 X1 二 X22， 总 有 f(t) 所 了 (22) [或 总 有 f 《21) 之 
了 《x2)], 则 也 称 函 数 在 此 区 间 中 是 单调 的 。 这 些 函 数 应 该 更 确切 地 称 为 
非 着 减 (或 非 递增 ) 函 数 。 对 照 之 下 , 前面 所 讨论 的 函数 是 严格 单调 的 ( 递 
增 或 递减 )。 

有 界 函 数 ”一 个 函数 Z->y=(z) 在 一 区 间 ( 开 的 或 闭 的 ) 内 是 有 界 
的 ， 指 的 是 如 果 存 在 一 个 常数 妃 > 0, 使 得 对 于 区 间 内 的 每 一 个 都 有 
1f 2) ] 志 B。 特 别 若 对 于 定义 域内 每 个 x 都 有 |7(2)| 志 8， 则 称 xy = 
了 (2w) 为 有 办 函数 。 

【 例 1】 函数 y=zx? 在 每 个 闭 区 间 内 都 是 有 界 的 。 例 如 在 闭 区 间 0< 
za 中 ,| 了 (2)| 志 B=g3。 然 而 它 不 是 一 个 有 界 函 数 , 因为 找 不 到 这 样 一 
个 数 B, 使 定义 域 一 <x< 十 上 的 任 一 函数 值 都 不 超过 它 。 

【 例 32】 子 数 y=x ?在 任何 形 为 a<z< 十 ~w 的 区 间 上 都 是 有 界 的 ， 
其 中 4&>0。 而 在 0<z<5 上 则 不 是 有 界 的 。 

【 例 3】 函数 y=V 100 一 开 在 整个 定义 域 -10 和 xz< 十 10 上 都 是 有 
界 的 , 因为 |V 100 一 于 [S08 是 成 立 的 ( 见 图 5.1-5)。 


【 例 4] 函数 y~ 轧 二 在 整个 定义 域 中 都 是 有 界 的 ， 将 它 改写 成 
二 -的 形式 就 可 以 看 清楚 了 。 这 里 对 于 每 个 = 都 有 |1- 元 4T|<1。 
有 界 函 数 着 用 图 形 来 表示 ， 则 其 图 形 的 特点 是 ， 总 可 找到 两 条 平行 


4 一 ] 一 


图 5.1-5 巴 数 4 一 (100 一 三)》 


的 图 形 


图 5.1-6 偶 函 数 % 一 12| 和 奇 函 


数 y 一 一 1/5 的 图 形 


于 x 轴 的 直线 使 函数 的 图 形 全 部 藻 在 这 两 条 直线 之 间 。 
偶 函 数 和 奇偶 数 ” 如 果 函 数 zy = Ca) 对 其 定义 域内 的 每 一 个 
都 有 7 一 站 = Go), 则 称 此 函数 为 俩 的 。 如 果 函 数 ->gy 一 Po) 对 其 定义 
域内 每 一 个 “都 有 (一 2) = 一 了 (2), 则 称 此 函数 为 坷 的 。 
偶 函 数 的 图 形 关于 y 轴 对 称 。 奇 函数 的 图 形 关 于 原点 (0, 0) 对 称 ， 
绕 这 点 旋转 180* 后 图 形 的 两 部 分 重合 ( 见 图 5.1-6)。 


偶 范 数 
4 一 一 02[2 4 一 圾 


y=|z| y=——1/% 
3 一 (2 一 /2 十 芒 | y=2/2 
Y=apn Y= wnt1 
a@60, n=0, 土 1， 土 2,… 


2 一 C93 了 2 一 Sin 和 


图 5.1-7 原始 周期 x=2 的 
周期 涵 数 图 形 
则 在 zx 轴 方 向 平移 一 段 等 于 周期 整数 倍 的 距离 后 ， 其 图 形 又 会 重复 出 现 


奇 还 数 


周期 函数 x~>y = f(x) 是 
一 非常 数值 函数， 如 存在 一 数 
a>>0, 使 对 于 每 一 个 可 能 的 x, 都 
有 f(z) 一 了 Cz 十 q), 则 称 函 数 是 
周期 的 。 此 时 也 成 立 

fx) =f (r+2a) 
和 

GD =f (2—0), 
更 一 般 地 ， 对 于 每 个 整数 成 立 

f (0) =f (z+ na), 
只 要 值 (% 十 nq) 属于 函数 的 定义 
域 。 每 个 这 样 的 数 a 称 为 一 个 周 
期 。 秘 使 Fo) 二 (z+ 成 立 的 
最 小 正 数 为 此 周期 函数 的 原始 
周期 。 周期 函数 若 用 图 形 表 示 ， 
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《〈 见 图 5.1-77。 最 熟悉 的 周期 函数 是 三 角 函 数 ， 用 这 些 三 角 函 数 可 以 进 
一 步 构 造 更 多 的 周期 函数 。 例 如 ， 逊 数 y 一 b sin(az) 的 周期 为 2r/a, 这 
里 5#0 及 a 和 叶 0。 象 Y 一 bi1sin (oz) 十 62sin《4sx) 这 样 的 复合 函数 也 是 周 
期 函数 ,只 要 q1 和 as 之 比 是 有 理 数 ， 也 就 是 只 要 qa1/qo 二 m/n, 其 中 加 和 
2 是 互 为 素数 的 整数 。 第 一 个 函数 的 周期 是 2w/a1, 第 二 个 函数 的 周期 
是 2m/ao, 它 们 的 比 为 (2mz/ai) :2m/as) = 二 42/41 一 n/m。 因 此 第 一 个 通 数 
周期 的 放 倍 正好 等 于 第 二 个 函数 局 期 的 4 倍 。 因 而 复合 函数 的 周期 为 
M (2 /01) = (2r1/ao)。 

【 例 】 由 于 和 函数 y=sin(2x) +2sin(3z/2) 的 各 个 被 加 函数 的 周期 
为 zw 和 4w/3, 它们 周期 之 比 为 my/4zrV/3=3/4。 因 此 所 给 的 函数 的 周期 
为 铀 ( 见 贺 5.1-83)。 


T 2 
2 一 Sin(2z) 


-2 

ysin(2 7) 十 2sin G3 9 ) 

图 5.1-8 函数 y=3in(2%), ysin(3x/2) 和 
y 一 Sin(22) 十 2 sin(32/2) 的 图 形 


反光 数 


可 逆 函 数 ”一 个 函数 次 定 了 定义 域 和 什 城 的 元 素 之 问 的 单 值 对 应 ， 
反 过 来 对 值 域 中 的 每 个 元 素 有 定义 域 中 一 个 或 一 个 以 上 的 元 素 与 之 对 
应 。 使 值 域 每 个 元 素 只 作为 定义 域 中 唯一 的 元 素 的 象 ， 那 这 种 函数 具有 
转 殊 的 意义 。 因 为 这 种 逆 对 应 也 是 单 信 的 , 对 于 值 域 中 每 个 元 素 7, 在 定 
义 域 中 只 有 一 个 元 素 4 与 之 对 应 。 在 这 种 情况 下 ， 所 给 函数 了 的 值 域 
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可 以 看 成 是 新 函数 9 的 定义 域 。 如 果 所 给 函数 了 所 确定 的 对 应 为 
4>7= 一 (9)， 那 末 新 的 函数 2 所 确定 的 对 应 为 >d=p(C)。 换 句 话说 ， 
(7, 4) Eq 的 充 要 条 件 是 (4, ?7) Ef。 定 义 域 卫 和 值 域 了 之 闻 的 对 应 能 
按 上 述 意义 反 过 来 的 函数 称 为 可 遂 函 数 ( 见 下 图 ), 存 在 义 到 了 上 的 一 一 


图 5.1-9 非 可 省 浮 数 ( 左 ) 和 可 道 函 数 ( 右 ) 


对 应 . 严格 单调 函数 属于 可 逆 函 数 类 : 任何 严格 单调 函数 总 是 可 逆 的 。 另 
一 方面 ， 可 逆 函 数 不 一 定 是 单调 的 。 例 如 定义 域 和 值 域 可 以 不 是 有 序 的 
合 , 因 此 函数 的 单调 性 不 能 定义 。 又 , 非 单调 函数 也 可 以 是 可 逆 的 。 例 
如 下 表 所 给 出 的 函数 就 是 这 样 的 一 种 例子 ， 它 的 定义 域 和 值 域 只 由 有 限 
_ z 123456789 10 
个 元 素 组 成 : 一 一 O02 4 6 3 1 3 5 7 3 
反 函 数 ” 如 果 将 可 逆 函 数 的 值 域 了 看 成 新 浮 数 9 的 定义 域 , 新 函 
数 的 值 域 是 了 的 定义 域 怀 ; 如 果 将 由 函数 所 给 出 的 集合 了 和 集合 了 之 
间 的 单 值 对 应 反 过 来 ， 就 能 得 到 给 定 函 数 了 的 反 函 数 p。 反 范 数 本 身 也 
是 可 逆 的 。 考 虑 4 一 r= 了 (qd) 和 r=4==p(r)， 很 容易 看 出 一 给 定 函 数 了 
的 反 函 数 的 反 通 数 就 是 本 身 。 因 而 ,可 以 讲 f 和 9 于 为 反 消 数 。 
【 例 I 函数 了 pp 


信 域 12345 
如 果 y= 二 了 (XY) 是 一 可 逆 函 数 的 方程， 那 末 很 自然 也 能 用 同样 的 方程 


来 描述 反 函 数 ,只 要 把 y 看 成 是 自 变量 和 把 看 成 为 因 变 量 就 可 以 了 。 然 
而 由 于 习惯 , 人 们 约定 在 用 公式 表示 的 函数 方程 中 , “总 是 表示 自 变量 和 
y 总 是 表示 因 变 量 ， 并 且 希 望 函数 方程 尽 可 能 用 显 式 表示 。 因 此 将 方程 
进行 如 下 的 整理 ; 
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在 特殊 区 间 内 的 反 函 数 在 讨论 单调 函数 时 已 讲 了 非 单调 函数 在 定 
义 域 的 某 些 区 间 内 可 以 是 单调 的 。 在 这 些 区 间 
内 ,它们 也 是 可 逆 的 。 

【 例 1 函数 y= 在 区 间 0<z< 十 内 
是 单调 和 可 逆 的 。 在 这 区 间 内 , 它 的 反 函数 为 
y 二 Vw。 当然 在 区 间 一 <z<0 内 也 是 单调 
和 可 道 的 ,在 此 区 间 内 它 的 反 函 数 为 

gg 一 一 Vz。 

【全 23】 可 将 y=sinz 的 定义 域 分 成 一 些 
区 间 , 在 这 些 区 闻 内 所 给 的 函数 是 单调 的 ,其 
反 函 数 用 y==arc sin zx 来 表示 ， 但 在 每 一 种 情 
况 下 对 其 值 域 必须 加 以 说 明 。 因 为 不 然 的 话 ， 
就 不 知道 反 函 数 是 原来 函数 在 哪 一 个 单调 区 间 
上 的 反 函 数 。 例 如 , 如 果 % 一 sinz 在 区 间 3%/2 
<2Z<5or/2 内 求 反 函 数 ， 那 末 反 函数 应 该 用 
y= arc Sinx (3xr/2<%<5r/2) 来 表示 。 如 对 值 

图 5.1-11 =arcsinz 域 不 加 说 明 ， 那 末 are sinz 总 是 被 理解 为 是 主 
的 图 形 ， 细 线条 表示 主 。 值 。 它 的 值 在 区 间 [一 w/2, 十 w/2] 内 ， 并 用 

入 y=Aresins Are sinz 表示 ( 见 图 5.1-11)。 

[ 例 3] 对 于 其 他 的 三 角 函 数 也 可 选择 一 些 区 间 ， 在 这 些 区 间 内 阔 
数 是 单调 的 。 因 此 在 这 些 区 间 内 可 定义 一 些 圆 函数 作为 它们 的 反 函 数 。 
例如 ;函数 y=cos x 在 区 间 0<z 和 二 内 从 y= 十 1 单调 递减 到 y= 一 Lo。 
在 递减 过 程 中 它 值 域内 所 有 的 值 只 取 一 次 。 因 而 在 这 区 间 内 存在 一 反 函 
数 , 它 用 y=arc sin x 表示， 它 的 定义 域 为 一 I<x<+1, 值 域 为 n>y 
之 0。 如 里 对 函数 了 =cosx 在 另 一 个 区 间 内 《〈 在 这 区 间 内 函数 是 单调 的 ) 
求 反 函 数 , 例 如 在 区 间 <z 和 2 内 ,于 是 %g 一 arc cos % 的 值 域 为 %<y< 
2r。 为 了 表明 所 要 的 是 哪 一 个 反 函 数 ,必须 在 每 一 种 情况 下 给 出 其 值 域 。 
如 果 没 有 说 明 , 那 末 arc cos z 总 被 理解 为 是 主 住 , 它 的 值 域 为 0<arc coszx 
<z, 并 用 Arc cosz 来 表示 。 

下 面 两 个 函数 的 情况 完全 类 似 ， 对 于 函数 y=arctan x 有 一 上 /3 < 
Arc tan x 二 十 wm/2， 对 于 函数 y 一 arc cot zw 有 0<Arccotw< 十 wmw( 参 见 工 
第 10 章 )。 
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5.2 多 项 式 和 有 理 函 数 


有 理 函 数 的 概念 

称 表达 式 anar 十 an-1Zo IT 十 十 al2 十 ao 为 名 次 多 项 式 ， 这 里 即 是 自 
然 数 , 系数 mr 是 任意 的 实数 , 且 on 和 0。 

有 理 函 数 的 例题 ， 1，g 一 8z 一 3。3. yy 。 

3. y=V 0 0, 4. 9 一 /zt 

非 有 理 函 数 的 例题 1. y 一 和 区。2. gb 一 cos2z。 

28 5 x ba Xan+l 
EE 

有 理 闵 数 是 这 样 一 种 函数 ， 其 形式 为 p/4, 这 里 p 和 4g 蚌 多 项 式 函 
数 , 4 至 少 有 一 个 系数 不 为 0。 

对 于 多 项 式 函 数 , 以 所 有 实数 组 成 的 域 及 作为 它们 的 定义 域 。 如 果 
没有 用 特殊 条 件 加 以 限制 的 话 ,总 认为 及 是 它 的 定义 域 。 对 于 有 理 函 数 
也 是 如 此 , 只 要 将 那些 使 分 母 等 于 0 的 值 排除 在 定义 域 之 外 。 也 应 指出 
有 理 函 数 常 在 整个 定义 域 中 是 连续 的 , 且 是 任意 阶 可 微 的 。 

下 面 先 考虑 多 项 式 防 数 , 然后 考 虚 有 理 孙 数 。 在 得 出 一 般 的 性 质 之 
前 , 首先 考察 那些 经 常 遇见 的 类 型 特殊 的 函数 。 


3，% 一 2 一 


线性 函数 


函数 9 =z 函数 g= 一 Z，g 一 2/3 和 % 一 一 4x/3 的 数值 表 给 出 了 一 
些 数 对 (z, Y)。 从 这 些 数 对 可 以 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 得 到 台数 图 形 的 一 些 
点 ( 见 图 5.2-1)。 
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由 于 数 对 (0, 0) 总 是 出 现 ,因此 曲线 总 是 通过 坐标 原点 。 这 些 曲线 是 
直线 , 这 是 因为 由 %= mx 可 以 看 出 , 任意 选择 的 点 Pi Pa,…,P 的 坐标 总 
是 满足 /zi 一 yo/z2 一 … 一 y/4 二 wp, 在 这 里 对 于 每 个 函数 办 总 是 一 常数 
( 见 图 5.2-2)。 如 果 Pis, Po ,Po 是 点 Pi,，Po,…, 卫 在 z 罗 上 的 投影 ， 
于 是 三 角形 OP1Pl。，OPsP:。 是 相似 的 。 既然 点 Pis, Pon,…, Ps 在 一 条 直 
线 上 , 因此 点 Pt Pz,…, 卫 也 一 定 在 一 条 直线 上 。 因 为 % 是 常数 ,各 点 所 对 
应 的 坐标 是 成 比例 的 , 1/z1 二 go/X2，Y 的 大 小 和 z 的 大 小 成 正比 ,常数 
人 是 比 仙 因子。 如 果 一 工作 的 进度 工 正 比 于 工作 时 间 t( 以 小 时 为 单 
位 ), 二 者 之 闻 的 关系 可 用 线性 函数 =mt 来 表示 , 比例 常数 表示 每 小 时 
的 进度 。 从 线性 函数 y=”mz 的 图 形 以 及 函数 9 一 六 y==7/2 和 y= 一 4x/3 
的 数值 表 ， 可 以 看 出 函数 是 单调 的 。 对 于 正 的 %， 函数 是 单调 递增 的 。 
对 于 负 的 %, 函数 则 是 单调 递减 的 。 对 于 道路 和 铁路 ， 这 个 常数 称 为 坡 
度 ( 见 图 5.2-3)。 在 数学 上 , 坡度 定义 为 高 度 的 落差 BC 与 水 平 距离 4B 
之 比 ( 见 贺 5.2- 邹 。 它 用 比例 或 百分比 的 形式 给 出 ， 例 如 : 1;50,3:150， 
1/50, 2/100, 2% =0.02 都 表示 园 样 的 意义 。 


1 Po Pas Pz 


图 5.2-2 y=~mw 的 图 形 
是 一 条 直线 


图 5.2-1 函数 y 一 7，2V 一 2/23 4 一 一 42/3 0 
的 图 形 , 二 1, ==1/2, m= 一 4/3 


高 底 益 
水 平 下 离 iB 


图 5.2-3 一 陡坡 的 符号 图 5.2-4 坡度 


~ 
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函数 y=mz 二 ce ”如 果 在 直线 y= 二 mz 上 对 每 一 个 zx 将 纵 华 标 Y 加 
上 或 减 去 一 固定 的 值 c, 这 就 意味 着 将 直线 y 一 mz 作 一 平移 。 这 一 点 最 容 
易 从 它 在 y 轴 的 截 距 为 c 上 看 出 来 ( 见 图 5.2-5)。 这 样 ， 泡 数 Y=mx 填 c 
的 图 形 是 一 条 直线 ， 其 针 举 为 仙 ， 在 
4 轴 上 的 截 距 为 c( 参 见 工 .第 10 章 )。 


《mm 站 


图 5.3-5 函数 gg 一 more 图 5.2-6， 另 一 此 函数 一 ?nd 十 的 图 样 


在 作 这 条 直线 时 实际 上 不 必 真 的 进行 平移 ， 可 先 在 y 轴 上 标 出 截 距 
2 想象 通过 蕉 距 这 一 端点 有 一 根 平行 于 z 轴 的 直线 , 然后 作 所 需 的 直线 ， 
使 它 关于 想象 的 直线 的 坡度 为 所 给 的 斜率 ( 见 图 5.2-6)。 

线性 函数 的 隐 式 表示 ”在 箔 卡尔 坐标 系 中 , 只 要 4 和 B 不 同时 为 
0, 47+ By+C==0 的 图 形 总 是 一 条 直线 (参见 工 . 第 13 章 )。 此 外 ， 如 果 
B+0, 则 4z+By+C=0 就 能 化 成 用 显 式 表示 的 线性 函数 。 经 过 整理 ， 
它 的 显 式 表示 为 y= 一 《4/B)z 一 (0/B) ,或 y=mz 二 0, 这 里 w= 一 (4/B) 
及 c= 一 (C/B)。 当 4=0 和 B<0 时 ,所 得 的 函数 是 一 常数 值 , 它 的 图 形 
是 一 条 平行 于 z 轴 的 直线 。 当 4 关 0, B=0 时 , 方程 根本 不 是 函数 方程 。 
方程 4z+TC=0 的 图 形 是 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 。 


二 次 通 数 


函数 二 x? 由 函数 方程 y=z? 得 到 的 曲线 称 为 标准 抛物 线 ( 见 图 
5.2-7)。 


y 二 2 的 数值 表 为 ; 


y 对 于 表 中 列 出 的 那些 值 之 间 的 值 可 通 
过 平方 去 查 得 ， 平 方 表 是 一 张 经 过 精 
巧 排列 的 函数 y= 必 的 数值 表 。 
性 质 。 因 对 于 每 个 z 值 都 有 
X20, 
故 曲线 总 是 在 x 轴 的 上 方 。 这 样 , 对 
应 于 定义 域 
一 ce<2< 十 co 
的 值 域 为 
OQ0<y<+oo 
标准 抛物 线 关 于 y 轴 是 对 称 的 ( 轴 对 
称 )。 称 零点 为 其 顶点 ,零点 的 对 称 点 
1 7 即 为 本 身 。 和 直线 相对 照 ,标准 抛物 
5 8_7 作为 函数 一 吕 的 。 线 的 向 率 可 根据 下 列 的 事实 粗略 估计 
图 形 的 标准 抛物 线 出 来 , 即 当 |z| 均匀 增加 对, y 的 变化 
越 来 越 大 。 在 表 内 列 出 了 变量 < 和 4 的 增 量 4 和 水 的 数值 ,以 及 4 各 的 
增 量 Ly 的 数值 。 它 表明 了 4 虽然 不 变 , 但 如 在 增加 , 并 且 只 有 49y 才 


1 1 1 1 1 1 1 1 
x 一 2 一 工 0 1 2 3 4 5 6 
yl -HL 0 + +4 +9 +16 -25 十 36… 
hy -3 -1 + +3 +5 +7 +9 +1 

My| … 2 2 2 2 2 2 2 


为 了 能 比 绞 直 观 地 理解 曲 奏 ， 可 以 想象 有 一 辆 汽车 按 2Y 值 增加 的 方 
向 沿 着 曲线 行驶 ， 如 果 方 向 盘 必 须 向 左 转 才 能 使 汽车 保持 沿 着 曲线 行 
驶 , 那 末 称 这 上 曲线 的 曲率 是 正 的 ; 如 果 必 须 向 右 转 , 则 称 其 曲率 是 负 的 。 
于 是 ,在 整个 标准 抛物 线 上 , 其 曲率 都 是 正 的 。 

函数 9g= zx? 二 pz+g 用 配方 方法 ， 即 车 播 进 线性 项 pz 系数 一 半 的 
平方 , 则 所 给 出 的 函数 可 以 表示 为 Y= 《2 一 0)? 十 0 的 形式 : 

9 一 022 十 DZ 二 dg 一 22 十 DZ 十 (22)2 一 (2/3)2 二 9 
= +p/2)? 一 (一 D/ 和。 
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记 a= 一 p/2, 8 一 (gq 一 外/ 儿 ,就 可 得 y= 《2 一 0)?++b 址 (YD) 二 (zr 一 0) 
即 n 一 如 ,其 中 yy 一 0 一 mn, X% 一 4=&。 这 就 意 昧 着 在 $n 华 标 系 中 请 数 的 图 
形 是 标准 抛物 线 n= 经 。 但 &$-n 坐标 系 可 经 线性 变换 2 一 4=&，Yy 一 b= 
7 变换 成 z-y 坐标 系 , 这 种 变换 相当 于 坐标 系 的 平移 ( 见 图 5.2-8)。 在 
z+-Yy 坐标 系 中 ， 标准 抛物 线 习 = 如 的 顶点 坐标 为 (a, 8)。 若 用 所 给 的 二 次 
函数 方程 y 一 空 十 pz 十 9 的 系数 表示 ， 
则 顶点 坐标 为 (一 DV[2， 9 一 好 /和 ( 见 
图 5.2-9)。 


图 5.2-8 函数 V=22 十 2 的 图 形 图 5.2-9 函数 y=(z 一 0)? 的 图 形 


例如 ,将 函数 方程 y 二 x2 十 6x 十 11 进行 配方 得 y= (22 十 6z 十 9 一 9 十 
11 ,或 人 十 3)2? 十 3。 这 样 ,可 以 马上 知道 它 的 图 形 是 由 标准 抛物 线 经 过 平 
移 得 到 的 , 其 顶点 为 (一 3, 2)。 

一 般 二 次 函数 Y 二 4x?+ Bx+C 在 这 方程 中 假定 4 下 0, 否则 ， 它 
根本 不 是 二 次 函数 。 这 样 ,因子 4 可 以 提出 : 

y= Afz?+ (B/A)z+ (0/4)]=4:Y, 
下 面 这 些 二 次 函数 了 的 图 形 是 已 知 的 : 

Y=2+ (B/A)T+ (C0/4)=7+pr+ gq, 

Y= (r+p/2)+ (q~p/4) =[z+B/(24)J+ [0/4— BY (442)]， 
这 里 p=B/4, 9==0/4。 了 了 的 数值 是 标准 抛物 线 [ 它 的 顶点 在 x 轴 方向 
被 平移 了 %/2= 一 B/《(24)] 的 纵 人 符 标 [zx 十 B/C(34)]? 和 在 y 轴 方向 的 平 
移 量 b5=4q 一 p23/4 二 [0/4 一 B32/(44?)] 之 和 。 但 方程 y=4. 了 表示 了 的 
每 一 个 秆 与 数 4 相 蔷 。 当 4>1 时 ,标准 抛物 线 的 纵 坐 标 以 及 [C/4~ 
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Az 1 1 I 1 1 1 1 I 
ba 一 4 一 3 一 2 一 工 0 i 2 3 4 
y -64 -27 -8 -1 0 1 8 27 64 
hy 37 19 7 1 1 7 1 37 
/oy -18 -12 -6 0 6 12 1 
Ly 6 6 6 6 6 6 


三 次 抛物 线 的 曲率 在 zx<0 时 是 负 的 ,在 x>>0 时 是 正 的 ,在 原点 处 改变 符 
号 。 这 种 点 称 为 扬 点 。 因此 三 次 独 物 线 在 原点 有 一 拐点 。 
J 


图 5.2-12 函数 方程 y 一 好 图 5.2-18 函数 一 儿 一 3z2 一 2 十 3 
的 三 次 抛物 线 的 图 形 

其 他 三 次 函数 ”为 了 考察 其 他 三 次 函数 的 图 形 和 特性 ， 常 在 同一 坐 
标 系 中 讨论 它们 与 函数 y= 吉 的 关系 ， 因 此 y= 的 图 形 也 称 为 比较 
三 次 抛物 线 或 标准 三 次 抛物 线 。 例如 函数 y= 一 2” 的 图 形 是 标准 三 次 
抛物 线 关于 x 轴 的 镜 象 。 对 于 函数 y~hx3 《扩展 因子 >0), 在 >1 时 ， 
它 的 图 形 是 由 标准 三 次 抛物 线 通 过 扩展 而 成 的 三 次 抛物 线 。 而 在 *<1l 
时 ， 它 的 图 形 是 由 标准 抛物 线 通 过 压缩 而 成 的 三 次 抛物 线 。 最 后 ， 隐 数 
2 一 他 一 0 十 的 图 形 可 从 将 标准 三 次 抛物 线 作 一 平行 于 坐标 轴 的 平移 
得 到 , 它 具 有 新 的 对 称 中 心 2= (a, D)。 
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一 般 的 三 次 函数 Yy 一 4zm3 十 Br?+Ozx+DD 总 是 有 三 个 零点 。 若 对 系数 
之 间 的 关系 加 上 某 些 条 件 , 则 其 中 两 个 零点 互 为 共 纪 复 数 。 另 外 , 在 微分 


学 中 可 以 证 明 当 有 三 个 实数 零点 时 , 函数 有 两 个 极 位 ,一 个 是 (局 部 ) 极 大 
值 , 另 一 个 是 (局 部 ) 极 小 值 。 由 此 说 明 这 样 一 种 函数 的 图 形 不 能 由 标准 
三 次 抛物 线 经 过 简单 的 变换 得 到 ( 见 图 5.2-13)。 

例如 ;y=23 一 32? 一 t 十 3。 
数值 表 


正 指数 的 堆 函 数 


埃 函 数 的 概念 ”函数 y 一 2 为 寡 函 数 , 其 中 小 是 一 整数 。 如 果 即 是正 
的 ， 则 台数 是 一 多 项 式 ; 如 果 %?* 是 负 的 , nx 一 一 v《v>0, 是 一 整数 )， 那 末 


函数 可 以 表示 成 y= 坊 - 的 形式 。 这 是 一 个 有 理 函 数 。 
如 果 是 偶数 指数 %=2m, 则 多 项 式 函 数 Yy 一 xz? 是 偶 函 数 。 在 一 < <Z 
么 0 中 , 函数 单调 递减 ; 而 在 0<%< + ce 中 ,函数 单调 递增 。 当 指 数 为 奇 
数 ?2=2m 十 上 时， 函数 y= 2 是 奇 函 数 。 它 在 整个 实 轴 上 是 单调 递增 的 。 
偶 次 多 项 式 堆 函数 Y=x?” 这 些 函 数 的 曲线 关于 2 轴 对 称 , 它们 的 
曲率 在 各 处 都 是 正 的 〈 见 图 5.2-14)， 
每 根 曲线 都 经 过 原点 以 及 点 Q@( 一 1， 
十 1) 和 PC+1 十 了 在 顶点 附近 , m 
越 大 ， 它 的 切线 越 平 。 而 在 @ 和 书 点 
附近 ，m 越 大 ,切线 越 陡 。 对 于 在 
y 一 22" 上 的 每 一 个 点 《zy yD ,用 微 积 
分 的 方法 可 在 y=22" 《m2>>?m1) 上 决 
定 一 点 (x2, 92), 使 这 两 点 的 切线 相互 
平行 。 这 些 有 曲线 称 为 2m 次 抛物 线 ( 见 
图 5.2-15)。 
图 5.2-14 函数 一 zzm(m 一 0,1,2) 奇 次 多 项 式 署 函 数 Yy 一 x*"* 它 
的 图 形 , yw 在 z=0 处 无 定义 。 的 曲线 关于 原点 中 心 对 称 。 除 第 一 象 
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限 和 第 二 象限 的 角 平 分 线 y==z 外 , 在 定 义 域内 所 有 的 负 值 (一 <x<0) 
上 ,这 些 曲 线 的 曲率 为 负 ; 而 在 所 有 的 正 值 (0<zx< 十 w) 上 ,曲率 为 正 。 因 
此 原点 是 它们 的 拐点 。 这 些 2m 十 1 次 抛物 线 中 的 每 一 条 曲线 都 通过 
《十 二 十 和 (一 1 一 1) 这 两 点 。 在 这 两 点 附近 , m 值 越 大 ,切线 就 越 陡 。 
但 在 它们 的 公共 拐点 (0, 0) 附 近 , m 值 越 大 ,切线 越 平 ( 见 图 5.2-16)。 


D1 O2030405060708 09 1 


图 5.2-15 作为 2m 次 抛物 线 的 通 数 图 5.2-16 遂 数 Y="+1 
4 一 cam 曲线 的 一 部 分 (mn 二 0, 1, 2) 的 图 形 
多 项 式 函 数 


在 上 面 已 定义 了 表达 式 4n2? 十 4n-1X" 十 … 十 qz21 十 Qo《qn 半 0) 为 7 
次 多 项 式 。 多 项 式 是 一 种 特殊 的 有 理 函 数 。 

例如 :4%=2(z? 一 贡 ? 二 (Z 十 2) (23 一 2 -- 27 十 22 一 工 

一 224 一 422 十 2 十 好 一 20 十 2za -4 一 27 十 2 一 1， 
或 9g=3z4++ 273 一 3z2? 一 4 一 3 是 一 个 四 次 多 项 式 ， 系 数 为 qi 一 3，as 一 2， 
dz= —3, Ql 一 一 4, ao 一 一 3。 

多 项 式 表示 的 唯一 性 ”两 个 不 同 的 多 项 式 能 表达 同一 个 有 理 函 数 的 
假定 , 会 导致 矛盾 。 因为 如 果 y==0nx" 十 044-12" 1 十 … 十 Q1x 十 qo 和 角 二 
bnz" bn-12" 1 十 … 十 bix 十 bo 是 两 个 不 同 的 多 项 式 ， 则 必定 或 者 有 二 
m, 或 者 有 n==m, 而 此 时 至 少 有 一 对 系数 使 4; 玫 bi。 它们 的 差 

(qs?+ An-12" 1 二 QT a0) — (Dor™ tb Ir" -1+ + br! + bo) 
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根据 z 的 宕 进行 归并 以 后 仍然 是 一 个 多 项 式 ， 且 至 少 有 一 个 系数 不 为 
和 零 ， 它 的 次 数 不 会 超过 % 和 中 较 大 的 数 。 因 此 这 个 多 项 式 只 有 有 限 个 
不 超过 它 的 次 数 的 零点 。 但 由 于 假定 ys 和 刀 是 表示 同一 个 函数 ， 它 们 
的 差 必须 桓 为 零 ， 即 对 于 所 有 的 * 函数 值 重 为 零 。 从 这 一 矛盾 可 以 得 到 
下 面 的 结论 ; 两 个 多 项 式 具 有 相同 的 次 数 办 = 7 它们 相对 应 的 系数 也 相 
等 wu=pi。 因为 只 有 这 样 两 个 多 项 式 的 差 才 二 等 于 零 。 

在 这 种 意义 上 我 们 说 多 项 式 函 数 的 表示 式 是 唯一 的 。 上 述 对 应 系数 
相等 的 结论 ， 常 被 用 来 决定 一 多 项 式 的 系数 , 这 种 方法 称 为 条 数 相等 法 。 
例如 , 在 部 分 分 式 的 分 解 中 和 解 微 分 方程 时 都 要 用 这 种 方法 。 


”多 项 式 的 因 式 分 解 


P(x) 是 一 次 数 nn 之 的 多 项 式 ， 如 它 能 表示 成 次 数 更 低 的 多 项 式 的 
乘积 , 则 称 它 是 可 约 的 。 如 果 这 种 表示 是 不 可 能 的 , 则 称 此 多 项 式 是 不 可 
约 的 ,次数 为 零 的 多 项 式 是 常数 值 函数 。 由 于 它们 既 不 是 可 约 的 ,也 不 是 
示 可 约 的 , 故 对 它们 不 进行 这 样 的 分 类 。 然 而 一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 。 

如 果 % 次 多 项 式 P(z) 是 可 约 的 ， 即 如 果 它 能 分 解 成 乘积 了 P(X) = 
和 ua 人 z) "pa《2)， 那 末 多 项 式 1 (z) 和 za(z) 的 次 数 至 少 为 1 且 必 须 小 于 
nm。 如 果 p1(Xz) 或 pa(z) 是 可 约 的 ， 可 以 重复 上 面 的 过 程 。 最 多 经 过 ? 步 
后 ,多 项 式 被 分 解 成 乘积 P(x) =g (x)h (wm)k(z)…, 两 个 或 更 多 的 多 项 式 的 
羔 积 车 能 被 一 不 可 约 多 项 式 落 除 ， 那 末 柔 积 中 至 少 有 一 个 多 项 式 一 定 能 
被 此 不 可 约 多 项 式 整除 。 借助 于 这 个 定理 (在 此 不 加 以 证 明 ) 就 能 证 明 
可 约 多 项 式 的 因 式 分 解 (除了 次 序 和 一 个 常数 因子 外 ) 是 唯一 的 。 如 果 
P(m=o(cia(ONa(o… 和 了 (cz)=9gCDPCZ)NG2)… 是 两 种 因 式 分 解 ， 
其 中 每 个 因子 是 不 可 约 因 子 , 那 末 9:(2) 一 定 能 整除 多 项 式 g(z)，Po)， 
k(z),… 中 的 一 个 。 但 由 于 这 些 因 式 本 身 都 是 不 可 约 的 , 因此 除了 一 常数 
因子 外 , 它 一 定 等 于 其 中 的 一 个 。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 g(x) 就 是 这 
个 多 项 式 。 于 是 g1(2) =cig(z)。 用 9g(z) 除 卫 (X) 有 : 

CIOL COR 一 POOR 
同 理 有 加 (2) =0%(z)， 因而 cic2% (2)… 二 (2)…。 于 是 除了 常数 因子 
外 , 这 两 种 因 式 分 解 是 完全 一 样 的 。 

至 于 一 个 多 项 式 是 否 可 约 的 问题 ， 当然 主要 取决 于 它 的 系数 和 不 可 

约 因 式 的 系数 是 属于 哪 一 种 数 系 。 例如, 4 一 1 在 整数 域内 是 不 可 约 的 ， 
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但 在 实数 域内 是 可 约 的 。 避 一 2 在 有 理 数 域内 是 不 可 约 的 ,而 在 实数 域内 
可 分 解 为 (Y 一 M2)(z+ M3)。 而 民 十 4 在 实数 域内 是 不 可 约 的 ， 但 在 
复数 域内 可 分 解 为 (2 十 2) (x 一 2)。 如 果 多 项 式 的 系数 可 以 取 任意 的 复 
数 ， 那 末代 数学 的 基本 定理 证 明了 每 一 个 %? 深 多 项 式 函 数 可 以 分 解 成 % 
个 线性 因 式 (Z 一 x), =1, 2.…n 的 乘积 , 数 a 是 函数 的 零 点。 在 多 项 
式 系数 为 实数 的 情况 下 ， 如 果 复数 a=a+bi 是 它 的 零点 ， 那 末 这 个 复数 
的 共 斩 复数 <=4 一 昼 也 是 它 的 一 个 零点 。 于 是 对 应 的 线性 因 式 的 乘积 
是 GCC 一 o) (CC 一 0) 一 (2 一 一 Di (Ca 二 Di) 一 (一 92 十 要 一 22 一 20z 十 
《2 上 pz?) , 即 是 一 系数 为 实数 的 二 次 多 项 式 。 如 果 用 这 种 方法 将 所 有 的 共 
入 复数 对 所 对 应 的 线性 因子 集中 在 一 起 ， 那 末 在 实数 域 上 不 可 约 的 因 式 
或 者 是 实数 的 线性 因 式 ， 或 者 是 系数 为 实数 的 二 次 多 项 式 。 当 系 数 限 于 
实数 域 时 ， 那 未 所 有 不 可 约 多 项 式 的 次 数 最 多 为 2。 如 果 进 一 步 要 求 所 
给 定 的 多 项 式 和 它 的 因 式 的 系数 都 要 是 有 理 数 , 这 一 条 定理 就 不 再 成 立 。 
例如 , 在 实数 范围 内 , 因 式 分 解 2 一 5=《z? 二 V5)Ce 一 V 5) 就 不 能 允 
许 。 


零点 


如 果 函 数 z 一 y 一 7z) 在 “的 值 为 0 , 即 xc 一 fa) =0, 那 末 称 a 为 访 
序数 的 一 个 零点 。 这 样 , 当 为 多 项 式 时 就 有 f(a) =ana" 十 an- 一 十 … 
十 alx 十 ao=0。 

在 涵 数 的 图 形 由 ,一 实 的 零点 就 是 曲线 和 z 轴 的 交点 或 切 点 。 

如 果 a 是 多 项 式 了 (x) 的 零点 ， 那 末 f(x) 就 能 被 (x 一 a) 整除 。 因 
此 ,存在 一 多 项 式 g(x), 使 f(x) = (% 一 a)g(x)。 

在 任何 情况 下 , 多 项 式 f(z) 总 能 用 (% 一 Q) 去 除 , 其 中 a 是 任意 的 这样 
除了 以 后 ,可 得 一 商 函 数 g(x), 其 次 数 低 于 jz) ,而 余数 ?一定 比 & 一 o) 的 
次 数 低 , 因此 它 一 定 是 个 常数 ,于 是 有 了 (2%) 二 (Zz 一 2)g (Xz) 十 r+。 如 果 a 是 
一 零点 , 那 末 令 XY 二 a, 这 一 方程 变 为 0=0.9(a)+yo 因 而 余数 必定 为 堆 ， 
即 范 数 f(2) 能 被 线性 因 式 (2 一 oa) 整除 而 没有 余数 ，f 《x) = (2% 一 a)g(X)。 
这 一 定理 的 推广 可 用 归纳 法 来 证 明 。 

如 果 oa aaas、 oz 是 多 项 式 f(X) 的 震 点 , 那 末 和 来 积 (X 一 Q1) (% 一 Qo) 


(TV 一 Q4) 是 f(T) 的 一 个 因 式 ， 即 (2) 可 表示 成 (XY) 三 (XT 一 a1)(T 一 9a) 


gas 
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例如 ， 多 项 式 了 (x) = 江 一 5x?+7x 一 3 有 一 零点 7 二 3, 用 (x 一 3) 除 启 

得 商 22 一 2x 十 1。 因 此 多 项 式 可 表示 成 
f(T)= (2—3) (2 一 27 十 1 一 (一 3)(Z 一 上)2。 

多 项 或 fx) 二 anx" 寺 an-1w" 十 … 十 mx 十 0 最 多 有 并 个 不 同 的 办 

用 归纳 法 证 明 ，1. 对 于 ”=1， 即 对 于 多 项 式 a1f 十 mo《4q1 关 0， 否 则 
的 话 多 项 式 就 不 是 一 次 的 )， 定 理 成 立 ， 因 为 这 多 项 式 只 具有 一 个 零点 
2 一 一 0ofai。 

2. 设 Jz) 是 nl 次 多 项 式 , a 是 多 项 式 的 一 个 零点 。 根 据 前 面 的 
定理 , f(x) 能 表示 为 f(z) = (x 一 a)g(x) 的 形式 ， 这 里 g(x) 的 次 数 仅 为 
和 次。 乘积 (X% 一 a)g(x) 只 有 当 其 中 至 少 一 个 因 式 为 零 时 才 为 零 。 妆 
z 一 4 时 , 第 一 个 因 式 为 零 ， 同 时 根据 归纳 法 假设 最 多 有 "个 不 同 的 < 值 
使 第 二 个 因 式 为 零 。 因 此 , 最 多 有 %+1 个 不 同 的 zx 值 , 使 乘积 也 就 是 使 
f(X) 等 于 零 。 定 理 证 毕 。 

零点 的 重 数 一 零点 为 a 的 多 项 式 可 能 不 仅 被 (Xx 一 中 整除 ， 也 可 能 
被 (z 一 a)?，(z 一 a)? 或 (X 一 a) 的 更 高 窒 次 所 整除 。 如 果 f(7) 能 被 (2 一 0)” 
整除 ,但 不 能 被 (Zz 一 a)*+! 整除 ， 那 末 称 a 为 函数 (x) 的 上 阶 零点 或 称 此 
零点 的 重 数 为 (8 之 1, 为 一 整数 )。 

【 例 】 多 项 式 对 一 9z38 十 27x2 一 317 十 13 有 一 二 阶 零 点 z= 二 1， 即 它 
能 被 (x 一 1)? 整 除 ,但 不 能 被 (Xx 一 1)? 整除 。 

Fo) 一 (Z 一 1)2(022 一 77 十 12) 一 (2 一 2 一 3) (7—4)。 

单 阶 和 多 阶 零点 。 零 点 的 重 数 不 同 会 引起 它 附近 的 函数 图 形 的 形状 
也 未 同 。 在 单 阶 冬 点 ( 重 数 为 1) ,曲线 的 斜率 不 为 零 ( 正 的 或 者 负 的 ) .而 
在 多 扒 零 点 曲线 的 斜率 为 零 ， 因 此 曲线 在 该 点 的 切线 和 zZ 轴 重 合 〈 见 图 
5.2-17)。 . 

重 数 为 偶数 和 奇数 的 零点 。 曲 线 的 形状 也 根据 霍 点 的 重 数 是 偶数 还 
是 奇数 而 变 。 设 为 F(z) 的 阶 零 点 ， 那 末了 C2) 可 因 式 分 解 成 (2) = 
(XT 一 Q)*g(z)。 由 g(x) 的 连续 性 , 它 在 a 的 一 个 令 域 内 不 为 0, 因而 在 此 
邻 域内 函数 不 改变 符号 。 于 是 ， 存 在 一 e>0 使 得 对 于 每 一 个 满足 
lz 一 a| < 的 zx 成 立 g(z) 竹 0。 但 当 x 从 7z<a 变 到 7X>a 时 , 线性 因 式 
(人 一 oa 改变 了 符号 ( 见 图 )。 因此 当 且 仅 当 为 奇数 时 ， 多 项 式 f (2) = 
(z 一 0)*g(z) 才 在 zx 通过 零点 时 改变 符号 。 而 当 * 为 偶数 时 , 了 (x) 的 符 
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图 5.2-17 单 阶 零点 ”图 5.2-13 在 多 阶 零点 附近 的 曲线 c 是 重 数 
附近 的 函数 曲线 为 奇数 时 的 情况 ; 以 e 是 重 数 为 偶数 时 的 情况 
号 保持 不 变 ( 见 图 5.2-18)。 

林 点 和 因 式 分 解 。 每 一 个 多 项 式 函 数 都 能 表示 成 不 可 约 因 式 的 柔和 

f 0) =eCe a) Ta)" ty) "T+ t+ 01) 

“ (22 十 aa0X 十 Do)5 (2 w+ D0)"o 
在 这 个 表达 式 中 。 是 次 数 为 零 的 多 项 式 , 即 是 一 不 为 零 的 常数 。oo o% 和 
了 

凡是 实数 ,rr 和 是 自然 数 。 指 数 和 史 满 足 条 件 w 六 ri+3s- 显 


而 易 见 o 是 函数 的 零点 ,而且 没有 其 他 实 的 零点 。 当 Z 不 为 al、 ao、… 
ax 时 ,线性 因 式 (2 一 02i 一 1,2,…, 不 为 零 , 和 如果 当 z=a 时 ,二 次 多 项 式 
2 十 Qt 十 by 中 有 一 个 等 于 零 , 那 末 该 二 次 多 项 式 就 是 可 约 的 ,这 和 假设 节 
盾 。 对 于 所 有 实 的 z, 不 可 约 二 次 多 项 式 在 2 都 不 为 零 , 因为 它 的 零点 只 
有 两 个 互 为 共 轿 的 复数 ， 根 据 这 些 论述 可 得 到 下 面 的 定理 : 
偶数 次 多 项 式 的 实 的 零点 的 个 数 (按照 它 的 重 数 进行 计算 ) 是 偶数 。 
而 次 数 为 奇数 时 ,其 个 数 为 柯 数 。 特 别 是 吉 次 多 项 式 至 少 有 一 实 的 零点 
斯 图 席 (Sturm) 定理 ”如 果 已 经 知道 零点 附近 的 一 个 z 值 , 那 末 用 
逼近 法 , 例如 牛顿 逼近 法 可 以 将 多 项 式 的 这 个 根 近 似 地 计算 出 来 , 且 可 达 
到 任意 的 精度 。 币 卡尔 . 牛顿 和 传 里 时 (Fourier) 都 已 设法 找到 一 种 判别 
准则 , 用 米 判 别 一 多 项 式 在 定义 域 中 一 给 定 的 区 间 内 是 否 有 根 。 只 要 适 
当选 择 区 间 , 就 能 在 零点 附近 找到 这 样 的 x 值 。 
备 证 尔 符号 法 则 。 笛 卡尔 考虑 了 多 项 式 (5) 一 man 十 an-lzn1 十。… 
+aiw 十 a 系数 的 符号 ,这 里 假定 a 和 ao 都 不 为 零 ,如 当 其 他 项 的 系数 为 
0 时 ， 则 这 些 项 的 系数 不 包括 在 序列 Cr Cn-T 01，00 中 。 如 果 两 个 相 
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邻 系数 的 符号 不 同 , 则 称 为 发 生 了 一 次 变 号 。 
笛 卡 尔 发 现 多 项 式 的 正 霍 点 个 数 等 于 它 的 系数 序列 的 变 号 次 数 ， 或 


【 例 】 多 项 式 7) 一 灾 一 好 二 2203 十 好 一 22 二 2 的 正 零点 个 数 有 4 
个 、2 个 或 者 为 0, 因为 在 它 的 系数 序列 I， 一 4,2, 1 一 3, 2 中 发 生 了 四 
次 变 号 。 如 果 写 出 (一 力 二 一 5 一 24 一 223 十 tx? 十 35 二 2, 从 中 可 以 夏 班 
f(z) 一 定 有 一 个 且 恰 好 有 一 个 负 零 点 ， 因 为 在 (一 2) 的 系数 序列 中 只 
发 生 了 一 次 变 号 。 
关于 零点 的 精确 数目 是 由 斯 图 席 定 理 给 出 的 。 它 先 将 多 项 式 分 解 成 
GD) 一 c(Z 一 20mn(Z 一 aa)72 Kp)" (VIF OI + OI) 
22 十 Go 十 Do)5 (7X2 + r+ bb) 
如 果 式 中 有 多 重 不 可 约 因 式 , 则 只 要 考察 多 项 式 
PW) = La (一 ap(Z 一 ax) (LHIT THD) (+ 2 + bi) 
就 可 以 了 。 在 这 式 子 中 包含 了 每 个 因 式 , 但 每 个 因 式 只 出 现 一 次 。 于 是 
9(z) 和 f(z) 的 零点 相同 ,但 p(z) 的 零点 仅 是 单 阶 的 。 
利用 函数 乘法 的 微分 法 则 ， 求 得 的 导数 w (z) 是 一 和 式 。 在 和 式 的 
每 一 项 中 , 只 对 不 可 约 因 式 中 的 一 个 因 式 求 微分 。 因此 每 一 项 少 掉 了 一 
个 因 式 。 这 和 式 不 能 被 这 些 因 式 中 的 任何 一 个 整除 ，p(z) 和 9 (zc) 之 间 
除了 一 个 常数 外 没有 公 因 式 。 如 果 用 w (z) 除 p(z)， 可 得 到 一 多 项 式 
Gp/ pa qi(z) 和 一 余 式 一 92(%), 92(7) 的 次 数 比 9' (x) 低 ， 
Yqypa— ps 且 9(Y) = 91CGD9 (2) 一 pa(w)。 因此 用 oo(z) 除 
ps—qspa~— pa 9'(z)， 可 得 到 另 一 个 余 式 一 93《%)， 使 Yo) = 
3— qip4— Ps ga(Z)g92(7) 一 pa(X)。 这 一 过 程 经 过 有 限 次 后 就 会 
ps— gps— Pe 结束 。 将 符号 简写 , 可 得 到 下 面 的 附 表 。 从 最 后 的 
0 方程 式 往 前 一 步 一 步 地 推 ， 一 直 推 到 第 一 个 方程 
式 , 很 明显 wo, 是 gw-1 的 因子 , 9,-1 是 9,-2 的 因子 ， 
一 一 -一 9,-2 是 9, 3 的 因子 等 等 , 最 后 9' 是 9 的 因子 。 由 
于 gp 和 9 没有 公 因 式 , 故 p, 只 可 能 是 不 为 零 的 常数 。 这 些 函 数 所 组 成 的 
序列 p91,92,88，…,9; 称 为 斯 图 谋 链 。 在 斯 图 蛮 链 的 多 项 式 中 , 用 -特定 
的 值 a 代入 7x, 可 得 一 实数 序列 pC)，,， (9)，g2《(9)，,…, 1《Q), 如 果 在 这 
序列 中 ， 相 令 两 个 数 ps《9) 和 is1(Q) 的 符号 不 同 , 则 称 为 发 生 了 一 次 变 
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号 ， 用 信 (a) 表 示 斯 图 谈 链 中 在 +~a 时 发 生 的 变 号 次 数 。 很 明显 ， 变 号 
次 数 玉 (w) 只 有 当 自 变 量 z 通过 链 p，p，9po …，9j-1 中 某 一 个 多 项 式 的 
零点 时 才能 发 生变 化 , 首先 使 9 后 面 的 多 项 式 9'，p2,…, 91_1 中 的 某 一 
个 多 项 式 在 z= 等于零。 从 上 面 的 附 珍 可 以 直接 看 出 ,与 它 相 邻 的 两 项 
不 等 于 零 ， 且 符号 相反 ， 因 此 变 号 次 数 歼 (z) 在 通过 这 一 值 时 不 会 发 生 
改变 。 要 发 生 改 变 只 有 当 x 通过 9g 本身 的 一 个 零点 时 才 可 能 。 事 实 上 在 
这 种 情况 下 , 仇 Cw) 正好 减少 1。 由 于 9 只 有 单 阶 零点 , 因此 在 通过 零点 
时 中 改变 了 符号 。 币 9 在 这 点 的 某 个 邻 域内 不 为 零 , 且 由 gw 的 连续 性 知 
9 在 此 邻 域内 , 符号 不 变 。 这 就 证 明了 下 面 的 定理 。 

新 转 襄 定理。 如 果 9(2) 天 只 有 单 阶 夫 点 的 多 项 坟 >b 有 g(a) 


为 了 用 这 一 定理 来 决定 多 项 式 p(x) 所 有 的 零点 的 确切 个 数 ， 对 于 
zt 和 ts>w1 我 们 选取 数 一 政和 十 用, 使 它们 的 绝对 值 大 于 零点 绝对 值 的 
最 大 值 , 即 >max(|ar|，|gs|,…，|Qx1)， 其 中 ad aa， az 是 p(X2) 
的 零点 。 为 此 ， 要 在 不 知道 零点 的 情况 下 决定 站 ,而 这 是 能 做 到 的 。 因 
为 对 于 所 讨论 的 多 项 式 9(z) = 一 人 + 十 “十 0o， 它 的 零点 的 绝对 
值 有 下 面 的 估计 式 ; 

max(|ail，|as|，…， I 
怎 一 个 a 二 1 的 多 项 式 可 用 an 来 除 , 使 它 规范 化 , 这样 做 时 , 它 的 零点 不 
会 发 生 改 变 。 因此 可 以 选择 用 =1 二 16m-4| 十 … 十 |ar| 十 lao|。 于 是 可 
以 确定 p(x) 所 有 的 零点 荡 在 区 间 [ 一 用 , M] 内 。 这 里 如 对 此 加 以 证 明 , 将 
会 离 题 太 远 ， 然 而 如 果 想 到 Jo) =z?+ax+b 的 两 个 零点 zi 和 zs (假定 
为 实数 ) 和 系数 w 5 之 间 的 关系 , 那 末 对 这 点 是 容易 理解 的 。 众所周知 ， 
il 十 好 一 一 4 及 zizo=b。 从 这 里 可 清楚 地 看 到 zi| 和 |za| 不 可 能 非常 
大 而 同时 1a| 和 1b| 却 非常 小 , 换 名 话说 ,零点 的 绝对 值 不 可 能 超过 与 系数 
的 绝对 值 有 关 的 某 个 界限 。 

【 例 】 为 了 决定 多 项 式 p(z) = 相 一 2 一 2 十 2 实 的 零点 的 个 数 ， 必 
须 计算 斯 图 谎 链 。 为 了 简化 计算 , 用 一 正 数 乘 所 给 例子 中 的 链 多 项 式 , 感 
然 这 样 做 不 会 使 变 号 次 数 发 生变 化 。 从 斯 图 庶 链 以 一 零 次 多 项 式 为 结 遍 
这 一 事实 , 可 以 看 出 p(z) 只 有 单 阶 的 零点 ,因此 可 以 应 用 斯 图 庶 定 理 。 

对 于 所 给 的 例子 可 列 出 下 表 


PZ) 一 人 一 20 一 2+2 (+6)~=+5180 
9'(+€6)=+4751 


s+6)=+7053/g 


9 p39 | pal ~6) = —7244/s 
cy pa 一 ga 一 9 23 一 6 一 十 1600 pat+6)=+400 
6a9/25 9 pam gs | pil—6)— +34 | pa 人 二 6 一 一 242 
ps(—6)= —16 5 | ps(+6) = ~—165/s3 


gz) 一 5z4 一 Sr3 一 于 
atI) 一 1673/5 十 47 一 4815 
patzZ) 一 25723 一 100z 十 100 
qr)=—53r+76 
go(Z) = —16 /ss 


对 于 多 项 式 gp(z) = 好 一 2o4 一 z 十 2， 政 可 取 为 了 + 一 2 十 | 一 二 十 | 十 3| 
二 6。 于 是 多 项 式 所 有 的 零点 在 区 间 [ 一 6, 6] 内 。 在 玫 中 列 出 了 9p(--6)， 
gp'(—6), gal —6), gal—6), pel—6), ps(—6) 和 9p(6)，2 6)，93(6)， 
gs(6), 9a(6), ps(6) 的 值 。 计 算 一 下 变 号 的 次 数 可 得 全 (一 6)= 儿 
本 (6) =1。 因 此 多 项 式 只 有 4 一 1=3 个 实 的 零点 。 

零点 的 分 喇 “所 谓 零 点 的 分 隔 就 是 确定 一 些 区 间 ， 使 在 每 个 区 闻 内 
有 且 怡 好 只 有 一 个 零点 。 利 用 上 面 的 例子 可 以 看 到 ， 借 助 于 斯 图 训 定 理 
这 样 做 是 可 能 的 。 

用 z=0 代 入 p(w)= 芒 一 2z4 一 z 十 2 的 斯 图 广 链 , 由 WV( 一 6) 一 歼 (0) 得 
出 在 区 间 [ 一 6, 0] 中 的 零点 个 数 。 由 于 9(0)= 十 2, 7 (0) 一 一 二 92(0) = 
—93/s, wa (0)= +100, pa (0)=+76, ps (0) 二 一 1653Jss， 故 有 W (0)= 
3。 但 玉 ( 一 6)=4, 因此 邢 ( 一 6 一代 (0) =1。 所 以 在 区 间 上 一 6, 0 中 
恰好 有 一 个 零点 ， 另 外 两 个 零点 一 定 在 区 间 [0, 6] 内 。 为 了 将 它们 分 隔 
开 , 可 以 再 将 此 区 间 分 成 两 半 。 考察 X=3 的 斯 图 谍 链 ， 得 到 WW(3) 二 1。 
因为 本 (0) - 瑟 (3)=2, 故 两 个 零点 一 定 都 在 区 间 [0, 3] 之 中 ， 这 样 它 
们 还 是 没有 被 分 隔 开 。 再 将 区 间 一 分 二 ,可 得 镀 (1.5) ==2。 现在 歼 (0) 一 
本 (4.5)=1 W(1.5) 一 全 (3) 二 1， 因 此 在 区 间 [0, 1.5 和 [1L.5， 引 中 刚 
好 各 有 一 个 零点 。 现 在 将 三 个 零点 都 分 隔 开 了 。 

斯 图 谍 定 理 的 推广 ”现在 我 们 来 考察 斯 图 度 定 理 中 关于 在 Jo) 的 
因 式 分 解 中 没有 多 重 因 式 这 一 假定 。 对 于 一 给 定 的 多 项 式 一 般 不 可 能 一 
眼 就 看 出 它 是 否 满足 这 一 条 件 。 尽管 如 此 , 还 是 能 采用 斯 图 庶 的 方法 。 
如 果 能 用 欧 几 里 得 算法 决定 f(x) 和 (x) 的 最 大 公 因 式 ， 那 末 有 两 种 可 
能 ， 


a) 如 果 jz) 满足 给 定 的 条 件 ， 那 末 最 大 公 因 式 是 一 个 不 等 于 零 的 
常数 ,可 以 直 洲 应 用 斯 图 广 定理 。 
Dp) 如 果 了 f(x) 不 满足 条 件 , 那 示 Cz) 具有 C2 一 00) "或 (C++y2 十 by) 
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《74>>1 或 s;>1) 形式 的 因 式 。 从 函数 乘法 的 微分 法 则 可 以 看 出 ， 
(Z 一 co 或 (2? 十 4;%+by)*7 是 了 (7%) 的 一 个 因 式 。 故 这 些 因 式 的 乘积 
可 能 还 乘 一 常数 cLc 去 0, c 趟 1) 作为 (xz) 和 了 (x) 的 最 大 公 因 式 。 当 f(x) 
除 以 这 最 大 公 因 式 时 ,其 商 满足 斯 图 席 定 理 的 假定 , 因此 可 对 它 使 用 斯 图 
议定 理 。 ee 和 产 (2) 的 最 大 公 因 束 的 零点 则 不 必 进 一 步 去 研究 ， 
因为 它 的 零点 只 可 能 是 商 多 项 式 的 零点 。 


多 项 式 函 数 在 无 穷 远 处 的 性 态 


除了 零点 外 ,多 项 式 函 数 其 他 一 些 特 殊 的 性 质 也 很 有 兴趣 。 主要 有 
极 售 、 抛 点 、 在 零点 和 拐点 处 的 斜率 等 。 对 这 些 性 质 的 探讨 要 用 到 微 积 
分 , 因此 在 这 里 不 作 进 一 步 的 论述 。 然 而 , 这 些 探讨 的 共同 点 是 只 在 定义 
域 中 的 一 个 有 界 区 间 中 讨论 。 现 在 提出 了 这 样 一 个 问题 : 在 这 样 一 个 区 
间 外 面 , 多项式 函 数 的 图 形 是 什么 样子 的 ?如 果 1z| 大 于 函数 所 有 零点 、 极 
值 点 .拐点 等 绝对 值 中 的 最 大 信 , 函数 会 取 何 种 值 ? 对 这 些 问 题 的 回答 通 
常 就 被 称 为 是 函数 在 无 穷 远 处 的 性 态 。 将 表达 式 (x) 一 api 十 ar- 
十 … 十 a4Z 十 ao 的 az" 项 提出 得 : 

f(D = (+ Lo。 
从 这 表达 式 中 可 以 看 出 当 |zx| 关 限 二 站 本 |f Cz) | 也 无 限 地 增加 。 因 这 
时 括号 内 的 表达 式 趋向 于 二 而 |4,x”| 可 以 变 得 任意 的 大 。 这 一 特性 常 
用 符号 im |f(2?)|= ce 表示 。 当 2] co 时 ,函数 (2) 的 符号 只 取决 于 
aa2ne 因为 括号 内 的 表达 式 从 某 一 值 zp 开始 ,对 于 所 有 的 |z| > xz 肯定 
是 正 的 。f(x) 的 符号 只 有 在 表 内 列 出 的 几 种 可 能 性 。 
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【 例 1】 孙 数 y=24 一 9 一 2 一 X 一 2 的 实数 零点 为 z= 一 1 和 z=2。 
在 zs:I,3 处 函数 有 被 小 值 , 拐点 在 zs 0.73 和 Zz% 一 0.23 处 。 遂 数 在 无 
穷 远 处 的 性 态 为 im f(x) 一 十 w 及 lim 7 一 十 ce。 求 出 通 数 的 一 些 
值 可 得 到 下 面 的 数值 表 : 


图 5.2-19 函数 4 一 以 一 一 好 -2-2 图 5.23-20 函数 多 一 0.0250o5 十 0.05c 
的 图 形 一 0.6 妇 一 0.55272 十 2.5752 一 1.5 
的 图 形 
现在 函数 就 能 用 图 形 来 表示 了 ( 见 图 5.2-19)。 

[ 例 2】 函数 g=0.025z5 +0.05z: 一 0.6z3 一 0.55x? + 2.575x 一 1.5 
具有 单 阶 零点 X= 一 5, +== 一 3 和 X= 和 4 以 及 一 个 二 阶 零点 x 二 1。 局 部 极 
小 值 在 z= 一 1.53 和 z=3.16 处 出 现 ， 局 限 家 大 值 在 z= 一 4.24 和 z 一 
工 处 出 现 。 拐 点 在 = 一 3.22, 5 二 一 0.3 和 2z=2.32 处 (这 些 数字 是 近似 
值 )。 函 数 在 无 穷 远 处 的 性 态 为 im 7(z)= + 和 lim JoO)= -oo 可 
用 下 面 的 数值 表 来 画 出 函数 的 图 形 ( 见 图 5.2-20)。 
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一 5.3| —5 |—4.7!—4.23 


一 2.8| 一 3.22| 一 3 | 一 2.31 一 .58 


一 工 


一 8.25| 一 4.5| —4 


负 指数 的 办 函数 


最 简单 的 有 理 函 数 〈 不 是 多 项 式 ) 是 指 那些 对 应 规则 能 用 y=1/z” 
= 了 2 3 …) 表示 的 函数 。 称 这 些 函 数 为 负 指 数 舌 耳 数 ， 这 是 医 为 
可 将 To 改写 成 < ”"。 我 们 首先 来 研究 这 些 函 数 。 

函数 y=1/x 很 明显 这 是 一 个 奇 函 数 ， 因此 它 的 图 形 关于 原点 成 中 
心 对 称 ( 见 图 5.2-21)。 

y 一 1/z 的 数值 表 为 : 


图 5.2-21 函数 y=1/z 的 图 形 图 5.2-22 函数 y=1/w? 的 图 形 
当 1x1>1 时 , |z| 越 大 ,曲线 的 纵 坐 标 越 接近 零 值 。 而 在 区 域 -1<zx< 
十 1 中 , 当 ]z| 越 来 越 小 时 , 纵 坐 标 无 限 增 大 。 曲 线 趋 近 于 正 + 轴 和 人 负 z 
轴 , 也 趋 近 于 正 、 负 2 轴 , 但 不 与 它们 相交 。z 和 y 轴 是 曲线 的 渐 近 线 。 在 
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Z=0 处 函数 没有 值 , 即 函数 y=1/z 在 z=-0 处 无 定义 。 曲线 由 两 条 分 支 
组 成 , 它 是 一 直角 双 曲 线 。 

函数 9g=1/xz2"i+ 这 些 曲 线 的 形状 和 双 曲 线 y=1/z 的 形状 类 似 , 同 
样 也 是 奇 函 数 。 在 x=0 处 曲线 没有 定义 。 曲线 有 两 个 分 支 ， 一 支 在 第 
一 象限 ， 另 一 支 在 第 三 象限 。 所 有 的 曲线 都 通过 点 P(1,1) 和 RG 一 1 
一 1)。 在 区 域 -1<x<0 和 0<zx< 十 1, 9 越 大 它们 的 值 减 小 得 越 快 。 
对 于 |z|>>1, m 越 大 ， 它 们 趋 近 zz 轴 就 越 快 。x 轴 和 2 轴 也 是 它们 的 渐 

函数 9g=1/z2 它 是 一 偶 函 数 。 它 的 图 形 关 于 y 办 对称 ( 见 图 
5.2-22)。 在 xz=0 处 它 没有 定义 , 因此 它 有 两 个 分 支 。 正 、 负 x 轴 和 正 y 
轴 是 渐 近 线 。 

函数 y=1/x” 这 些 曲 线 和 y=1/x? 的 曲线 相似 。 至 于 曲线 变化 的 
情况 ,那些 关于 函数 y=1/z2"11 的 曲线 分 支 的 论述 同样 对 它们 适用 。 点 
P(l,1) 和 Q@( 一 1,1) 是 所 有 曲线 的 公共 点 。 

畦 函数 和 比例 从 2%= zx" 可 得 出 ， 对 于 所 有 的 对 应 信 比 例 

要 /对 一 Ya/ 允 二 …==y/X? 二 上 二 常数 ， 
我 们 说 7 的 nn 次 辕 正 比 于 y。 

在 y=%/z 中 ，y 越 小 2 就 越 大 , 反之 亦 然 。 这 个 关系 称 为 反比 例 
关系 ， 并 可 由 对 应 值 的 乘积 是 一 常数 zy= 记 这 种 性 质 来 明确 表示 。 这 两 
种 情况 都 称 为 比例 常数 。 

在 自由 落体 中 ， 下 降 的 距离 s 正比 于 时 间 t 的 平方 ， 两 个 物体 之 间 
的 吸引 力 了 与 它们 之 间 的 距离 + 平方 成 反比 ， 因 而 所 对 应 的 定律 一 定 
具有 s=Et? 和 玉 =m/r? 的 形式 。 这 时 如 果 知 道 一 对 值 (s, 力 或 (三 )， 
则 比例 常数 可 以 计算 出 来 。 


有 理 函 数 的 一 般 形 式 


和 多 项 式 函数 一 样 , 有 理 函 数 也 有 一 种 表示 式 作为 正规 形式 。 

每 个 有 理 函 数 .jz) 的 对 应 规则 能 表示 成 两 个 没有 公园 式 的 多 项 式 
的 商 ， 即 23f(7) 二 Pp(2)/q (zo 

如 果 分 母 多 项 式 的 次 数 为 0, 那 末 它 是 一 个 常数 , 这 是 多 项 式 函 动 的 
特殊 情况 。 以 下 假定 9(x) 的 次 数 至 少 为 1, 因此 所 讨论 的 有 理 函 数 就 不 
会 是 多 项 式 。 
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有 理 函 数 的 替 点 和 极点 


零点 一 有 理 函 数 只 能 在 那些 使 正规 形式 p(x)/gq《x) 的 分 子 取 零 值 
而 4(2) 不 为 零 的 2 上 才能 取 到 零 值 。 因 此 , 当 p(aq) =0 及 gla) 不 0 时， 
数 “ 就 是 零点 。 对 于 一 任意 给 定 的 有 理 函 数 J(z) 一 9(z)/jz) (这 里 
9《z) 和 和 hlz) 都 是 多 项 式 ), 也 可 能 发 生 对 于 同一 个 数 a, g(a) 和 Pa) 都 
为 零 的 情况 。 此 时 a 不 属于 定义 域 ,因为 f(x) 无 意义 。 发 生 这 种 情况 是 
由 于 f(x) 没有 用 正规 形式 来 表示 g(x) 和 hx) 有 一 公 因 式 。g《z) 可 以 
表示 成 9(2) =(% 一 4)*gi1(z)， 同 样 h(x) 可 表示 成 h(x)= (zf 一 0) Yh (7X)， 
其 中 名 之 lo。 这样 glz) 和 RZ) 有 公 因 式 《2 一 0)” 对 于 所 有 zw 到 4a， 可 
以 在 g(x)/hlzx) 中 消去 这 个 公 因 式 ， 这 里 mw 是 和 7 两 个 值 中 较 小 的 一 
个 。 于 是 有 三 种 可 能 性 :1. 当 %>1 时 ， lim 了 (x) 一 0， 因 此 f(z) 在 a 附 
近 的 情形 和 消去 (z 一 4)” 以 后 所 得 的 函数 在 零点 a 附近 的 情形 相同 。 
2. 当天 一 时 ， lim f(0)= Cc 才 0。3。 当 <2 时 ， lim Lo 一 oo， 因此 (2) 
在 a 附近 的 情形 和 消去 (Zz—a)™ 以 后 所 得 的 函数 在 极 点 & 附近 的 情形 相 
间 ( 参 见 下 面 的 一 段 )。 如 果 f 了 (x?) 一 p(z)/g(x) 已 经 是 正规 形式 ， 那 
末 ， 有 理 哆 数 的 零点 问题 归结 为 已 经 解决 了 的 多 项 式 %p(7) 的 零点 问 
题 。 . 
极点 ”如果 qd(o)=0, p(q) 关 0， 称 函数 fc)=D(Z)/9Gz) 在 z= 
处 有 一 极点 。 如 果 线 性 因 式 (x 一 a) 在 9(4z) 的 天 式 分 解 式 中 出 现 次 , 即 
g(x) = 《x 一 a)*q1《z), 那 末 称 这 极点 为 阶 极点 。 在 这 极点 附近， 通 数 


p(X) 1 ,px) 
f(x) 可 以 表示 成 了 (x) -a ge 的 形式 。 如 果 p(x) 和 


q(x) 没有 公 因 式 ， 那 末 pCx) 和 qi(z) 在 x=a 的 一 个 邻 域 中 两 者 都 没有 
零点 , 因而 它们 不 会 改变 符号 。 在 此 邻 域 中 它们 的 商 恒 取 正 值 或 负 值 (不 
为 零 ) 且 有 界 ， 但 是 函数 1/(x 一 0)* 在 za 时 无 限 增加 。 如 果 z2 的 值 以 
增 大 的 方式 接近 极点 (Z<Q)， 那 末 (2 一 Q) 是 负 的 ， 并 且 当 为 奇数 时 ， 
1/《z 一 a)* 趋向 于 一 co; 当 庆 为 偶数 时 , 4/(x 一 a)* 欧 向 于 十 o。 如 果 红 
的 值 以 减 小 的 方式 接近 极点 (%>a), 那 末 (z 一 0) 是 正 的 , 因此, TAG 一 
总 是 趋向 于 十 ce。 函数 1/(z 一 a)* 在 a 附近 的 这 种 性 态 只 是 在 因子 

2(z)V9i(z) 为 负 值 时 , 才 会 和 荔 数 jz) 的 性 态 不 同 , 这 时 函数 了 (x) 的 符 
号 要 和 1/(w 一 a)* 的 符号 相反 。 直 线 4 一 a 是 函数 的 渐 近 线 。 
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图 5.2-23 极点 的 阶 数 为 奇 图 5.2-24 极点 的 阶 数 为 
数 的 函数 图 形 偶数 的 沙 数 图 形 
有 理 函 数 在 无 穷 远 处 的 性 态 


先 讨论 一 般 形 式 
mm= 2(Z) = 
qz) Di 十 DZ 1 十 十 D 人 十 Do 
考虑 三 种 可 能 性 , 即 m<n, tw 一 2, m>n。 如 果 分 子 多 项 式 pz) 的 次 数 
比分 母 多 项 式 9(7) 的 次 数 大 或 相等 (m 之 2), 称 函数 了 (x) 为 假 有 理 函 数 。 
用 分 母 除 分 子 可 分 离 出 一 个 次 数 为 (m 一 ?2) 的 多 项 式 g(x): 
fr2)=p(2)/9(7) =9(7) + 7 (2) 

在 w= 的 情况 下 , g(x) 是 常数 am/ba。 余 项 rz) 总 是 一 真有 理 函 数 ， 
即 分 子 的 次 数 比 分 母 的 小 。 由 于 多 项 式 函 数 在 无 穷 远 处 的 性 态 已 经 知 
道 , 剩 下 的 只 要 研究 真有 理 苑 数 就 行 了 。 用 2"《m<m) 除 分 子 和 分 母 , 可 
得 


， m-—1 mh 
当 |z|~> ce 时, 分子 趋向 于 4m, 而 同时 分 母 的 绝对 值 可 以 任意 大 。 这 样 ， 
当 jz 一 ec 时 , | (x)1 一 0, 因而 xz 轴 是 函数 f(z) 的 浙 近 线 。 根据 a4m, bm 
的 符号 以 及 次 数 % 一 m 的 奇偶 性 , 函数 的 图 形 从 zx 轴 上 面 或 下 面 (函数 取 
正 值 或 负 值 ) 逐渐 趋 过 于 Zz 轴 。 例如 ， 如 果 an> 0 ps>0 及 7 一 人 是 奇 
数 。 于 是 当 zx 一 士 co 时 , f(z) 为 正 值 ; 当 z 一 一 co 时 , f(x) 为 负 值 。 将 
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多 项 式 函 数 9%(z) 从 假 有 理 函 数 了 Cx) 中 分 离 出 来 后 , 所 得 的 祭 项 *(z) 也 
有 相应 的 结论 。 当 lz| 一 = 时 洲 数 f(z) 逐渐 趋 近 于 函数 gz)， 如 果 
7(z) 的 值 很 小 , 且 是 正 的 ， 则 jz) 从 上 面 趋 向 9(z)。 如 果 7(z) 以 负 值 
和 向 于 零 , 则 jz) 从 下 醒 趋 向 9(z)。 函 数 9(z) 的 图 形 为 极限 曲线 。 特 
别 是 如 果 m=%, g《z) 一 am/bns， 那 末 和 zz 轴 相 距 gm/5 的 平行 线 是 函数 
f(z) 在 |zx1 oo 时 的 渐 近 线 。 


[ 例 1】 函数 % 一 -2 二 具有 一 个 零点 z=2。x 一 一 2 处 月 一 


单 阶 极点 ,在 z=1 处 有 一 二 阶 极点 。 在 zx 一 0.74 和 zs2.74 处 有 两 个 
局 部 家 值 , 且 都 是 极 大 值 。 函数 在 无 穷 远 处 的 性 态 是 lim y0。 因 此 z 
轴 是 函数 曲线 当 |z| -> 时 的 渐 近 线 。 为 了 考虑 在 整个 定义 域内 函数 值 
的 符号 ,将 函数 的 方程 改写 为 更 有 用 的 形式 ，% = -75 一 9 元 2 5， 容易 
看 出 ,对 于 一 ceo<z< 一 2, y 是 正 的 ;对 于 -2<z<1 和 1<z<2, y 是 负 
的 ; 对 于 z>2, y 又 是 正 的 ( 见 图 5.2-25)。 为 了 更 精确 地 画 出 函数 图 


形 , 需 列 出 下 面 的 数值 表 : 


6.15 | 一 7.27| 一 3.36 | 一 2.235 | 一 人 .14 


37 一 6 
{2—1)2(z+2) zw2—1 


5.2-25 ”函数 y 一 


的 图 形 图 5.2-26 函数 的 图 形 


22 十 工 
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【 例 2】 函数 y= (x? 一 I)/ (zx? 十 1) 有 两 个 零点 z= 一 1 和 z=1l， 它 
没有 极点 , 在 z= 0 处 有 一 裤 值 ( 极 小 值 ), 在 xz 闪 一 0.57 和 zs0.57 处 有 
两 个 拐点 。 分 子 和 分 母 相 除 后 得 g=1-2/(2+1)。 直 线 %g=1 是 函数 
曲线 的 浙 近 线 ,这 是 因为 lim y 二 1。 另外 又 容易 看 出 , 函数 的 图 形 全 部 
位 于 渐 近 线 的 下 面 ( 见 图 5.2-26)。 数 值 表 : 


【 例 3】 本 数 y= (zw? 一 2z--2)/(22 一 6) 有 两 个 等 点 z= 一 1 和 z=2， 
在 z=3 处 有 一 极点 ， 局 部 极 值 在 x=1 处 ( 极 大 值 ) 和 2=5 处 ( 极 修 值 )。 
将 多 项 式 部 分 分 离 出 来 ， 得 表达 式 y=x/2+1+4/(2z 一 6), 于 是 y= 
z/2+ 工 是 函数 曲线 的 渐 近 线 。 当 z 一 一 c 时 ,上 曲线 从 下 面 趋 近 涤 近 线 。 
当 z-> 十 oo 时 , 里 线 从 上 面 趋 近 渐 进 线 ( 见 融 5.2-27)。 


2 了 的 图 形 


六 了 符 昌 生 


八 
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[ 例 各 对 于 
y=—f(7) = (+2)/27, 
Y=/2 
是 它 的 极限 曲线 。 因 为 
(za 十 2)/2z 一 22/2 二 1/ 
[GTAaz 一 /2 一 limq/o 一 0。 


分 解 成 部 分 分 式 
为 了 对 有 理 函 数 jz) 积分 ,首先 必须 将 它 表示 成 部 分 分 式 的 和 。 假 
定 在 正规 形式 f(z) ==p(z)/q(x) 中 , 分 子 2(z) 和 分 母 g(z) 没 有 公 因 式 ， 
如 果 分 子 p(x) 的 次 数 大 于 或 等 于 分 母 的 次 数 , 那 末 两 者 相 除 后 可 将 一 多 
项 式 酒 数 9(z) 分 离 出 来 ，7z) 一 9g(z) 十 Pi《z)/q《z)。 除 了 一 常数 因子 
外 (此 常数 因子 可 并 入 分 子 中 ), 就 分 母 本 身 来 讲 , 它 能 表示 成 线性 因 式 的 
乘积 ; 
GZz) 一 (一 4) 一 aa) 
KZ 一 az 一 BCZ 一 Ba 
LB) zo— B,D, 
这 里 及 个 阶 数 为 1, 的 实 零点 ae 以及] 对 阶 数 为 s 的 共 斩 复 数 零 点 
B; 和 B,。 两 个 共 斩 复 数 线性 因 式 的 乘积 是 一 个 二 次 实 系数 多 项 
式 : 
(z 一 86) C 一 了 = 一 2 一 (6+B)z+BB 
一 和 2 十 ad 十 加 
这 里 用 4 代替 了 一 (8+ 有 ),D 代替 了 68。 于 是 q(z) 能 表示 成 下 面 的 在 
实数 域内 不 可 约 的 多 项 式 乘积 
d(O) 一 人 一 om (7 一 aa) 
“TL— AQ) TTT + 
“(0+ T+ OY 
如 果 一 个 真 分 式 的 分 母 是 线性 因 式 的 寡 或 不 可 约 的 二 次 多 项 式 的 需 ， 那 
末 这 种 真 分 式 称 为 部 分 分 式 。 在 前 一 种 情况 下 分 子 是 一 常数 4, 在 后 一 
种 情况 下 分 子 是 线性 多 项 式 妃 +Cz。 真 有 理 函 数 和 (zz)/e(z) 能 表示 成 
下 而 的 形式 ， 


A1i2 ,,, A1,, 
(KX— i)? (TZ— 01)"™ 


(WT— Op)"s 
Bii+ Ouz + B12+ C12% 
02 十 OZ 十 D1 (C+ar+h)’ 
十 _ Bi,tOwr 
(x? 十 CI 十 如 1 7 人 
B21 十 Co 十 B22 + C207 
iari (04aor+ bo)? 
+ Bos, 十 Co 
(z+ qo + 02) 


mrarto, (etart+b,)? 


B: tO TX 
二 一 一 2 一 
上 


这 里 4;;, Bij, Co 是 实 的 常数 。 从 下 面 可 以 看 出 ， 在 分 母 是 线性 因 式 的 
短 时 这 样 分 解 是 存在 的 。 设 a 是 分 母 9(z) 的 7 阶 零点 ， 因 此 q(x)= 
(X 一 0)"q1(X)， 这 里 a 不 是 qi《z) 的 零点 。 如 果 部 分 分 式 4/ 《一 0) "从 
所 给 定 的 真有 理 函 数 p1《2) /q(x) 中 分 解 出 来 ,可 得 : 

Ja(e) A _i()-40) G(x) 


LZ—o)"gq(z) (2-0)” (sa)"'q(z) 《2 一 0)7g1(C 
因为 当 x=a 时 , pi1(x) 和 91(7X) 都 不 为 零 。 待 定常 数 4 可 以 取 数 pCa)/ 
qi(q)， 这 样 就 保证 了 函数 G(z) =p1(z) 一 Aq1(x) 在 X=a 处 有 一 零点 ， 
于 是 有 人 B= 《zx 一 a)p(x)。 将 (z 一 Q) 消 去 后 可 得 

: p12) 4 g(x) 


| -os) (ta) (va)™ g(r) 
这 个 函数 又 是 一 个 真有 理 函 数 ， 因 为 p(z) 的 次 数 比 @(z) 的 次 数 小 1 
而 B(x) 的 次 数 至 多 等 于 Pz) 或 9i(z) 的 次 数 , 故 无 论 如 何 它 总 是 小 
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.于 g(x)=(z 一 0)"qi(z) 的 次 数 。 用 同样 的 方法 ， 部 分 分 式 43/ 《x 一 Q)"1 
和 区 下 人 人 和 和 天 了 全 0 的 和 
有 有 类似 的 结 
如 果 可 以 二 和 有 一 下 复数 , 那 末 对 于 分 母 9(z) 的 零点 B 和 6 也 
可 进行 同样 的 讨论 。 但 须 记 住 ， 用 BC8 的 共 斩 复 数 ) 代 入 实 系 数 函 数 
Pi《z) 和 gz) 中 随便 娜 一 个 , 仍然 有 和 (6) = 芒 (6) 及 9418) =41(8), 故 
有 41 =p1(B)/g1(8) 二 D1(B)/qi(B) 一 A1。 因 而 对 于 每 个 部 分 分 式 
4/(z% 一 B)", 也 会 有 部 分 分 式 女 / (x 一 6)"。 所 以 在 它们 的 和 
4(z 一 司 " 二 IC 一 6) 
[2 ~ (B+B)2+BB1 ° 
中 ,每 个 复数 用 它 的 共 思 M 复 数 取 代 ， 其 值 不 交 , 这 就 意味 着 它们 的 和 一 定 
是 实 的 , 并 且 具 有 有 h(z)/ (zx? 二 az 十 0)" 的 形式 。 这 里 zz) 的 次 数 最 多 为 
7。 如 果 它 的 次 数 大 于 1, 那 未 jz) 能 用 (Xz? 二 az 二 5) 除 尽 得 
hs) =h(r) (r+ar+0) +t Br+O 
或 . hlz) DZ 二 C hz) 


TTD (rarrb (Ciactb) i 
如 果 加 (zx) 的 次 数 仍 大 于 1， 那 未 可 将 它 再 用 (za-az+Db 除 。 这 一 种 
分 解 是 唯一 的 , 这 一 点 可 从 先 用 (z 一 内)” 乘 等 式 两 边 ， 然 后 比较 等 式 两 
边 的 系数 看 出 来 。 

部 分 分 式 具体 分 解法 “在 对 有 理 函 数 具 体 进行 部 分 分 式 的 分 解 时 ， 
-有 各 种 方法 。 例 如 ,可 以 按照 上 面 证 明 的 步 又 一 步 一 步 地 进行 。 然而 通 
常 使 用 另 一 种 办 法 , 显得 更 加 方便 ， 这 可 用 下 面 的 例子 来 说 明 。 这 种 方 
法 称 为 待定 系数 法 。 


[ 例 贡 "将 函数 y= 一 < 二 上 一 用 部 分 分 式 的 和 来 表示 。 从 一 


(+42) 32—1) 
般 的 定理 可 以 知道 , 分 解 后 的 形式 一 定 是 : 
2x 一 1 41 4 4 ‘Aa 
[CEPIECEE DE iD 一 1 


:如 果 用 分 母 (z+2)?*(z 一 1) 乘 这 方程 两 边 , 得 . 
‘27—1=A1(2~—1)+A2a(2+2) (7—1) 十 4s(zZ 十 2)2。 
将 等 式 中 的 括号 去 掉 ,将 同 短 次 x 的 系数 归并 在 一 起 ,得 
. 327 一 = (4 十 4s)Z2-(4i 十 4 二 448)z 二 (一 4 一 24? 十 448)。 
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比较 等 式 两 边 系数 后 ， 得 下列 含 待定 常数 41, 4 和 4s 的 方程 组 。 
I. 4o 十 4s 一 0; II. A1 十 42 十 448 二 2; 11. 一 4 一 243 十 443: 一 一 工 。 它 
有 唯一 的 解 41=5/3, 42= 一 1/9,49 1/9。 于 是 所 要 求 的 分 解 是 : 

35 一 工 6 1 1 


TB ST Orio) * go-1y° 
【 例 2】 将 y=pi(x)/q《z) 分 解 成 部 分 分 式 ， 这 里 《x)= 十 5z， 
q(z) 二 :一 203 十 222 一 2z 十 1 二 (Xz 一 1)?(2? 十 1)。 先 有 : 
22 十 5X _ 4 十 4 二 卫士 Cz 
(Z 一 上 )2(22 十 1) (rz—1): (x—1) z+1° 
用 公共 分 母 乘 等 式 两 边 得 : 
2Z2 十 5 一 41(22 十 1) 十 4s(z2 二 1)(Z 一 1) 十 (了 十 CzI(Z 一 1)2。 
从 而 有 
22 二 5 一 (4 二 CO)zs 十 (4 一 4 十 妃 一 20)z2 
二 (4 一 2B+TO)Z+(41 一 4 十 B)。 
系数 4 4 B 和 0 必须 满足 下 面 的 方程 组 : I. 42+0=0; IT. 41 一 
4s+B-20=1; III. 4~-2B+0=5; IV. 41 一 42+B=0。 解 得 和 41= 
3, 4 一 1/2, B= 一 5/2 及 C0 一 一 1/2。 于 是 所 要 求 的 部 分 分 式 分 解 是 
人 2 十 57 3 工 5 十 2 


TT oil Col 二 BHI) B241)° 


5.3 非 有 理 函 数 


非 有 理 函 数 一 一 也 称 无 理 范 数 一 一 它 的 定义 已 由 它 的 名 字 给 出 :不 
是 有 理 函 数 的 函数 。 


根 函 数 


函数 4 = 过 ”和 平方 根 的 定义 相对 应 , 函数 y=MVz 只 有 当 z 不 
是 负数 时 才 有 定义 。 如 果 用 使 式 子 Vz 有 意义 的 最 大 的 域 0 委 z< 十 ce 
作为 它 的 定义 域 , 那 未 值 域 为 0<y< +ce。 另 外 根据 定义 ， 在 区 间 0<z 
< 上 co 内 y=VT 是 Y=w 的 反 函 数 。 函 数 y==VZ 的 图 形 可 借助 于 平 
方 根 表 , 或 可 用 y=z2 在 区 闻 0<x< 十 oo 的 “ 半 根 ”抛物 线 关于 直线 y=z 
的 镜 象 来 画 出 〈 见 图 5.3-1)。% 一 好 的 反 函 数 在 区 闻 一 <x<0 是 y= 
一 VF( 这 里 0<x< 十 %%)。 

函数 4g= sz 严格 说 来 ， 最 初 这 函数 也 只 当 自 变量 不 是 负数 时 才 
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有 定义 。 在 定义 域 0<z< 十 c 中 ， 它 是 y=z(y>0) 的 反 函 数 ， 因 此 
Z>0。 它 的 图 形 也 可 取 % 一 空 在 区 间 0 和 z< 十 co 的 “ 半 根 ”三 次 抛物 线 
关于 直线 y=z 的 镜 象 得 到 ( 见 图 5.3-2)。 


图 5.3-1 函数 y=M x 和 y 一 2? 图 5.3-2 jy 一 避 的 反 
的 图 象 互 为 镜 象 函数 图 形 

另 一 方面 , Y 二 x*(y<0， 因 而 x<0) 的 反 函 数 可 用 方程 y= 一 人 一 z 
(定义 域 为 一 co<z<0) 来 描述 (参见 图 中 虚线 部 分 )。 因 而 需要 两 个 方程 
来 明确 地 描述 在 整个 定义 域 上 y=z 的 反 西 数 。 因 为 y= 必 是 一 一 对 应 
的 ,所 以 反 函 数 一 定 存在 。 但 通常 将 这 两 个 方程 合并 成 一 个 表达 式 
y= 人 VT, 这 样 y== 以 TZ 对 所 有 定 的 x 都 有 定义 了 (参见 工 . 第 3 章 )。 

函数 y 二 Vx 根据 根 号 的 一 般 定义 , 要求 为 大 于 1 的 整数 ,n= 二 2 
和 %= 3 的 情形 已 讨论 过 了 ， 探 讨 更 大 的 % 基 本 上 不 会 有 什么 新 的 东西 。 
对 于 定义 域 0<x<+% 和 值 域 0<y< 十 ww， 所 有 的 函数 单调 递增 。 但 
相互 之 间 有 所 不 同 ， 车 %<m, 当 0<z<1 时 , 有 Vw<Yw; 当 z>1 
时 ,有 Xx>MYz。 函数 y 一 Vz 是 窜 沙 数 的 反 函 数 。 如 果 1 是 偶数 , 那 
未 y=x" 在 区 间 0<z< 十 oo 中 单调 递增 ,因而 在 该 区 间 可 以 有 反 函数 
儿 二 7 在 区 间 ( 一 w, 0] 中 ,函数 9 一 妆 和 % 一 一 以 卫 互 为 反 浮 数 ( 见 
5.3-3)。 当 ”为 奇数 时 , yx" 在 整个 定义 域 (一 ， 十 ce) 中 单调 递 
增 , 并 具有 反 函 数 Z=y”, 在 0<z< 十 上 它 的 显 式 表示 为 g= Sr; 在 
一 <x<0 上 为 y~ 一 一 z( 见 图 5.3-4)。 或 者 在 整个 实数 域 上 统一 
表示 成 y = xz。 
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图 5.3-3 函数 y=4TV ZT,y=-MVT， 图 5.3-4 测 数 y==YT，Yy= 一 以 二 (分 ， 
JYv 和 y= 一 -v 的 图 形 .y=Yw 和 Yy 一 ~ 以 一 $ 的 图 形 


指数 函数 


e 函数 9 =e” 这 个 对 应 规则 能 用 含有 无 限 多 个 有 理 运 算 的 明显 表 
达 式 来 给 出 ,用 这 表达 式 , 函数 在 每 一 个 实数 (或 复数 ) x 的 函数 值 可 以 近 
似 计算 到 任意 的 精度 。 这 只 要 将 zz 代入 级 数 y=e=ITZ/TITZ2/3I 二 
0 + “中 即 可 。 特别 当 z= 工 时 ， 得 到 超越 数 e 的 值 : 
e=2.718281828459.. 
荣 凤 对 数 志 含有 这 个 卫 数 的 一 些 经 过 四 合 五 的 信 。 
函数 9 一 饶 的 数值 表 : 


根据 指数 运算 的 规则 , ==1 以 及 所"*=1/e。 由 于 对 于 正 的 2 函数 9 一 ee 
只 取 正 值 ， 并 且 当 zx。 时 函数 单调 递增 到 无 穷 大 , 因此 函数 y=e ?也 
只 能 取 正 什 ， 且 当 自 变 量 z 增加 时 ，% 的 值 单调 递减 。 当 > 十" 时 曲线 
逐渐 趋 近 于 z 轴 ( 见 图 5.3-5)。 
指数 函数 常常 被 称 为 自然 增长 函数 ， 因为 许多 自然 过 程 可 归纳 为 这 
种 函数 。 如 果 物体 的 数目 Y 在 时 间 t 的 增长 或 减少 率 上 2N/di 正比 于 
数 叉 本 身 , 即 有 土 AN/ 而 ==N%E, 这 里 是 比例 常数 , 那 末 2N/N == 土 kdt， 
或 辐 " 一 入 。 例 如 ,森林 的 生长 , 地 球 上 人 日 的 增长 以 及 放射 竹 物 质 的 晓 
变 等 都 可 归结 为 这 种 函数 。 : : 
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3 一 10? y= - 
y y= 


图 5.3-5 函数 y= 名 和 y 一 0”? 的 图 形 图 5.3-6 对 数 和 指数 函数 的 图 形 

函数 g=az 根据 指数 运算 规则 , 4=e™。 这 是 因为 数 Ina 是 一 个 
冠 ,。 必须 自 乘 Ina 次 才能 得 到 w。 我 们 有 4 一 o* 一 ez"， 即 一 般 的 指数 
函数 是 一 种 e。 函数 % 一 ez， 它 的 定义 区 间 被 均匀 一 致 地 扩展 或 压缩 了 党 
数 因子 =In a 倍 。 于 是 从 z 到 z+1 的 区 间 长 度 不 再 为 1, 而 是 1.8= 
Ina=lga/lge=2.30259.…lga。 例如 ， 当 4=2 时， 这 个 值 比 1 小 (%= 
0.693); 而 当 a=10 时 , 则 比 1 大 (%=2.30)。 如 果 e* 的 自 变量 增加 1 
函数 y=2*~=esn2 的 自 变量 ix 只 增加 了 0.693, 但 函数 y=10*=e*P10 却 
增加 了 2.30。 函 数 y=2” 的 增加 比 e 函数 要 慢 , 而 函数 y=10* 的 增加 
则 比 er 快 ( 见 图 5.3-6)。 

总 的 说 来 , 当 0<a<e 时 y=a? 增加 得 比 ee 慢 , 当 a>e 时 则 比 拓 快 。 


| 4 一 吃 一 bn 


”说 数 从 二 2 和 力 =10 的 数值 表 


在 实数 域内 ， 当 4=0 或 a 为 负 值 时 对 数 没有 定义 。 因 此 一 般 指数 函数 
%y 一 罗 一 9 仅仅 在 底 4 的 值 为 正 时 才 有 意义 。 底 越 接近 于 ， 指数 函数 
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的 曲线 越 平 。 在 4 一 1 时 对 于 一 切 z， 函 数值 y~1, 这 时 函数 曲线 是 一 
条 平行 于 z 轴 的 直线 。 对 于 0<4a<1, y= 一 (1/4)， 因 而 y 一 0? 的 加 
形 可 由 函数 y=?(b=1/4>1) 的 曲线 取 关 于 y 轴 的 镜 象 而 得 到 。 

函数 y 一 ka” 由 于 多 了 一 个 正 的 常数 因子 函数 的 纵 坐 标 % 按 
比例 1 泌 扩 展 (对 于 > 了 或 缩小 (对 于 8<I)。 由 此 可 以 看 出 这 就 是 
将 曲线 平行 于 z 轴 作 一 移动 。 因 为 =eW, 所 以 y 一 kr 一 on*.0r 一 
eetot， 故 平行 于 x 轴 的 移动 量 为 6 一 一 也。 


对 数 澶 数 


函数 9 =1log. x 这 是 指数 函数 y=a* 的 反 函 数 , 当然 它 在 整个 定义 
域 中 是 单调 的 。 由 于 指数 函数 的 值 域 为 0<y< 十 cc， 因 此 对 数 函 数 只 能 
当 自 变 量 为 正 时 才 有 定义 ,所 以 定义 域 为 0<zZ< 十 cc 。 有 两 个 特殊 的 反 
函数 ， 一 个 是 y=e? 的 反 函 数 : y 一 ln x; 男 一 个 是 y 一 10* 的 反 函 数 :9 二 
lg zx。 它们 的 图 形 可 由 y=e* 和 y= 一 10* 的 图 形 关于 直线 %=2 的 镜 象 得 到 
( 见 图 5.3-6)。 有 关 y=lg7 及 计算 尺 的 知识 已 在 I. 第 2 章 中 讨论 了 。 

函数 V=]log。 x* 很 清楚 这 函数 又 可 写 为 y 一 k logs x, 因此 将 上 述 
函数 乘 以 常数 厂 后 就 可 得 到 这 函数 的 函数 值 。 它 的 值 也 可 以 是 负 的 ， 因 
为 当 * 二 一 x(x>0) 时 ,可 得 

4 一 logsxz “一 log(1/z = — logs ze 一 一 loge %o 

特别 当 有 = 一 1 时 , 函数 的 图 形 是 函数 y 二 logs z 的 图 形 关 于 zx 轴 的 镜 象 。 
y= 二 一 logs X=]logs or 一 logo(L/z) 是 函数 9 一 0 ?的 反 通 数 。 

函数 y=logs《kx) 在 常数 为 正 值 时 ,由 于 y= 二 logs(x) 二 loga 十 
log。z, 故 这 函数 的 图 形 可 以 通过 将 刀 =1log。 的 图 形 作 一 平行 于 十 y 办 
的 平移 得 到 ,平移 的 距离 为 6= 十 logo。 对 于 负 值 zx= 一 A%>0)， 函 数 
只 是 对 负 的 2 有 定义 。 并 且 因 xz= jzj, 故 其 函数 值 和 3%=logeWz) 在 
(0<z< 十 co) 上 的 函数 值 相 同 。 


三 角 函 数 和 辆 函数 

三 角 函 数 或 称 角 函数 和 图 函数 或 称 难 函数 是 经 常 遇见 的 非 有 理 函 
数 。 在 工 . 第 10 章 中 将 对 它们 进行 深入 的 讨论 。 

三 角 函 数 和 圆 函 数 之 问 的 关系 ”由 于 圆 函 数 定义 为 三 角 函 数 的 反 函 
数 ,因而 直接 可 得 到 下 列 关系 ，sin(arcgsin z) = 2; cos(arccos2) 一 0 等 等 。 
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对 于 正 的 x, 如 果 两 边 都 取 主 什 , 则 Arc cot xz 一 Aretan (1/z) 也 成 立 ， 这 
是 因为 cotz=I/tan x。 由 于 这 一 原因 , 在 大 多 数 的 讨论 中 沼 数 y= 
arc cot z 都 可 避免 不 用 。 下 面 是 另外 一 些 比 较 重 要 的 关系 式 : 


sin(Arccosz) = (i— i) sin(Arctan x) = 


7 
V+7’) 
cos(Arcsin7)=V (1—7r) cos(Arctanzx) - 工 


V1-’) 


tan(Arocsin zZ) = VU tan(ArecosZ) 一 MAE 

这 里 只 要 证 明 第 一 个 关系 式 就 足够 了 , 因为 其 他 关系 式 的 证 明 完全 类 似 。 
对 于 arc cos x 的 主 值 0<Arccosz<m, 从 sin?2y 十 cos2y 二 1 可 得 siny= 
士 V 红 一 cos 注 )， 或 sin(Arc cos 2) 一 土 VL 一 )。 在 这 个 定义 域内 , 正 
弦 函 数 没有 负 值 , 即 sin(Arc cos x) 之 0, 因此 平方 根 前 的 符号 取 正 号 , 如 
表 内 所 给 的 那 祥 有 : sin (Are cos z) = 十 VU 一) ,同样 ,对 于 主 值 一 2/2 
<Arcsin xz 和 二 o/3, 有 cos(Aresinz) = 十 M 红 一 V7)， 这 是 因为 余 护 函 
数 在 这 区 间 内 不 取 负 值 。 利 用 欧 拉 首先 发 现 的 三 角 函 数 和 指数 函数 之 间 
的 关系 式 , 可 得 到 反 三 角 函 数 和 对 数 函 数 之 间 的 关系 式 。 这 些 关 系 在 复数 
域内 成 立 。 


ei?r=cos p+ising 


er-00sp—iSing 


@9+e 0 


2 


Sin 9 一 一 -一 一 一 Cos P= 


ei?— e-i? 
Et9 十 ET 


eip Fe 
eip 一 6 元 


tang=—? cot p= -+2 


从 上 面 得 到 的 关系 式 ,对 于 sin g==z 和 主 值 Arc sin zp, 第 一 个 网 
拉 公 式 变 成 e*== 氏 十 VI 一 BH), 两 边 取 对 数 可 得 ip 一 iAre sinzx = 
In(ix + V 代 一 2)7)。 对 其 他 反 函 数 也 可 用 类 似 的 方法 计算 , 从 而 得 到 下 
列 关 系 式 : 
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Arcsinz= —iln[xi VI 
Arccosz=—iln[ztiV (2)] 
Aretany 一 一 inwVCG 二 ZJ 7 CIL 一 2 
Arccotz=——iln V(ri~1)/ Cit) 


到 曲 坊 数 

由 下 列 函 数 方程 定义 的 函数 称 为 双 曲 函数 ; 
工 ， 双 曲 正 纺 ，% 一 Sinhz 一 (6 一 2)/2; 
3. 双 曲 余弦 Y 二 Coshw 二 (e? 十 e7*)/2; 


和 区 一 水 
”3. . y=tanhz= 2 一， 
3 双 曲 正切 ; 9 一 tanhz 一 Tas; 
. -会 雪 ，Yy 一 cothw 一 <0 
和 4. 双 曲 余 切 ，Yy 一 cothx eae 


函数 Y= 二 sinh x ”从 定义 可 得 出 y= (一 e**)/2 对 于 所 有 的 > 值 都 
有 定义 。 在 z=0 处 , 函数 有 一 零点 。 如 果 z-> 十 co， 6 可 任意 小 。 但 同 
时 ez 却 无 限 增加 , 因此 函数 值 可 变 得 任意 大 。 当 2-> 一 o0; e* 变 得 任意 
大 而 e 却 趋向 于 零 ， 所 以 函数 值 趋向 于 一 c。 从 定义 函数 的 方程 可 进 
一 步 看 出 sinh z= 一 sinh (一 中) 成立, 因而 函数 是 坷 函数 。 它 的 图 形 关于 
坐标 原点 中 心 对 称 , 值 域 为 ~ ce <g< 
十 co( 见 图 5.3-7)。 


y=eos he 


4 


5.3-7 Y 一 sinh2 和 图 5.3-8 . 函数 y=tanh xz 和 
Y= 二 cosh zw 的 图 形 4 一 cothz 的 图 形 
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将 数 =cosh zx ”从 函数 方程 y= 《er 填 e-?)/2 可 以 看 出 ， 函 数 对 于 … 
所 有 的 z 都 有 定义 , 值 域 为 J<9g< 十 cc。 函数 是 价 函 数 ， 它 的 图 形 关 于 
y 轴 是 对 称 的 ( 见 图 5.3-8)。 一 根 较 重 的 铁 链 或 绳子 由 于 本 身 的 重量 下 
悬 所 成 的 形状 就 是 函数 4 一 acosh(z/a) 的 图 形 。 这 里 a 是 一 正 的 常数 ， 
它 到 决 于 材料 的 特性 《参见 图 19.5-14)。 | 站 

函数 9 =tanhxz 和 Y=cothx 第 一 个 函数 对 于 所 有 的 x 都 有 有 定 
义 ， 但 第 二 个 函数 的 定义 开 不 包括 z=0。 y=tanh zx 的 值 域 是 有 界 的 : 
一 1<y< 十 1。 与 之 对 比 ,，Y=coth x 的 值 域 为 -oo<y< 一 1 和 t1<y< 
co。 两 个 函数 都 是 厅 函 数 ( 见 图 5.3-8)。 

双 曲 函数 之 间 的 关系 式 从 函数 方程 可 以 马上 得 出 下 列 乔 等 式 : 


tanhxz=sinh x/coshx cothz=1/tanhxz .cosh 和 一 Sinh2r 一 二 


这 些 关系 式 和 三 角 函数 之 间 的 关系 式 极为 相 象 , 因而 称 它们 为 双 曲 正弦、 
双 曲 余 纺 等 等 。 至 于 为 什么 说 它们 是 双 井 函数 , 只 要 看 一 下 第 三 个 关系 
式 就 清楚 了 。 令 cosh xz= 驻 和 Sinhz 一 了 ,这 一 关系 式 变 成 和 3 一 于 一 1 这 
是 开工 平 而 上 的 双 此 线 方程， 但 它 只 表示 右边 一 个 分 支 ,因为 


cosh XI。 


到 曲 画 数 的 反 男 数 


双 曲 函数 是 可 道 的。 对 于 %=sinhz 和 % 一 tanh z， 可 从 它们 的 图 形 
中 看 出 。 对 于 y=cothz, 此 结论 也 成 立 , 这 是 因为 通 数 是 一 一 对 应 的 。 对 
于 y=cosh x， 函 数 在 两 个 区 间 一 <zZ<0 和 0<z< 十 co 内 是 单调 的 ， 
估 而 在 这 两 个 区 间 的 每 一 个 上 都 可 定义 反 函 数 。 | 

反 双 曲 正 防 ,y=sinh-1w 这 是 y=sinh z 的 反 函 数 。 解 方 稳 y= 


生生 - 求 出 z。 首 先 有 2g 一 ez 一 oo， 两 边 莱 以 o 后 得 2ye" 一 ez 一 ,或 


co- 2%e” 一 工 一 0, 这 是 关于 的 二 次 方程 。 只 有 e*=y+V 仿 +1 才 
是 所 需 的 解 , 这 是 因为 y 一 V 仿 十 I 总 是 负 的 ,而 只 能 取 正 值 。 两 边 
取 对 数 后 得 z=in(y+V 好 十 1)。 从 这 一 式 子 可 以 得 到 反 男 数 方程 的 
显 式 表示 式 Y 一 In(zv 二 Vw? 十 1), 这 就 是 y= 二 Sinh"1w。 耶 数 y 一 sinh 1x 的 
图 形 是 方程 ysinh z 的 曲线 关于 直线 y 一 x 的 镜 姐 。 

反 双 上 曲 余弦 ，Yy =cosh-1wx 可 象 对 9 一 smhz 求 道 那样 ， 对 2 一 
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cosh 2 求 遂 ,经 过 类 似 的 几 步 后 ， 得 方程 e* 一 2ye* 十 1 一 0。 解 之 得 e*== 
y 土 V 急于 。 最 后 可 得 ; 在 区 间 一 <z<0 上 ， 反 函数 为 y=In(z 一 
VV 太一) 而 在 区 间 0<x<+co 上 ， 反 函数 为 y=In (z+TVW Ww 一 了 )。 两 
个 反 函 数 的 定义 域 都 是 1<xz< 十 ww。 前 面 一 个 反光 数 的 信 域 为 一 <y 
<<0; 后 面 一 个 的 值 域 则 为 0<y< 十 c。 值 域 为 0<y< 十 so 的 反 函 数 被 
称 为 反 双 曲 余 弦 的 主 值 , 它 的 显 函 数 表示 式 为 

9 一 cosh-Iz 一 Im (x+ Mx? —1), 


反 双 曲 正切 , ytanh-tw 先 将 函数 方程 g 一 气 二 :的 分 子 和 分 


母 同 乘 以 e*, 得 y=《e” 一 1)/(e?xY+1), 因而 有 Ye?*+Y =e? 一 1 或 yee”? 一 
e2z= 一 # 一 IT。 两 边 乘 以 一 1， 并 将 e* 的 项 合并 得 ez( 代 一作 一 (十 或 
e22 一 (I++ 乃 / 代 - 急 ， 拓 =VGTJD7G= 仿 。 两 边 取 对 数 ， 最 后 将 变量 
互 换 位 置 ， 得 %g=tanh-iz 的 显 式 方程 y==InwW (二 人 /一 分 或 y= 
GamrGt 十 Z)/(1 一 Zz)], 它 的 定义 域 为 一 1<z< +1, 但 值 域 由 所 有 的 
实数 组 成 。 

为 了 完整 起 见 ， 反 双 曲 余 避 y= 
coth-1z 的 方程 给 出 于 下 : 

y=(1/2) InL(z+1)/(z~—1)]。 
定义 域 为 一 ce <z<< 一 以 及 
<Z< 十 coo 

反 理 数 的 几何 意义 ”三 角 函 数 的 反 
函数 在 几何 上 可 以 看 成 是 弧 长 ， 当 自 变 
量 为 这 些 弧 长 时 , 正弦 淆 数 、 余弦 隐 数 、 
正切 函数 或 余 切 函数 的 函数 值 都 为 给 定 
图 5.3-9 反 双 曲 函数 的 几何 意义 ”的 值 <。 如 果 用 这 弧 长 作为 一 参 变量 
于 是 z=cost 和 y=sint 表示 zy 平面 中 单位 贺 上 的 一 点 ， 这 是 因为 
cos?t 十 sin2t 一 。 类 似 地 ， 对 双 曲 函数 也 可 引进 参 变量 苇 使 z 一 cosht 和 
4 =sinht。 由 于 cosh2t 一 sinh?t=I， 故 点 P(z, 急 在 直角 双 曲 线 字 一 
纺 二 1 上 ( 见 图 5.3-9)。 可 以 证 明 , 此 时 参 变 量 + 表示 线段 |071, 弧 VP 
和 直线 OP 所 图 面积 的 两 倍 。 用 积分 可 计算 面积 如 下 : 


面 和 V4P= | 到 未 二 Ldr=3 VI -去世 | + VT; 
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面积 ovrpB~[* VF 于 Iay 
= 地 WV 刀 TI + 计 In|l%+V Wil| 。 
从 这 里 ,可 以 用 两 种 方法 计算 面积 红 ~OVP: 
1. OV P=04P—V 4AP ~ 总 sub 一 74P 
= 二 zoV I 一 去 aoV 1 + 二 nlzt VI| 
= 去 lJzo+V a oT |; 
2. OVP=0VPB-OPB 
= 互 %V 观 十 + njyo+V 史 + 
1 ,VRHT 
THYY 加 十 
= 去 lo +V 人 +L|, 
在 讨论 反 双 曲 余 弦 函 数 时 我 们 已 经 看 到 
于 mlzotV zl | 一 去 coshrtmu， 
因此 加 =cosh 1z。 另 一 方面 在 讨论 sinh 1x 时 也 已 证 明 过 
计 Plw+ VT -sinh1yo, 


所 以 如 一 Sinh ! y,。 


5.4 多 于 一 个 自 变 量 的 函数 
一 般 定 义 


如 果 M1, M2,…, 了 Hs。 是 个 非 空 集合 ,相互 之 间 可 以 相同 。 依 次 从 
每 个 集合 中 挑选 一 个 元 素 , 例如 从 Mi 挑选 zx Ms 为 13,…… MM 为 zs 
挑选 中 要 注意 序列 的 次 序 ， 所 有 这 些 元 素 的 集合 (zl cz，…，zn) 称 为 一 
个 二 组 。 如 果 对 每 一 个 ?组 (其 次 序 按 序列 排 ) 在 一 集合 六 中 只 有 一 个 
元 素 与 之 对 应 , 那 末 说 由 此 对 应 所 确定 的 函数 具有 妈 个 自 变量 。 一般 写 为 


4y 一 zl， Ta Tn)o 


具有 两 个 自 变量 的 实 也 数 


下 列 讨论 的 函数 总 假定 定义 域 由 有 序 的 实数 对 组 成 ， 而 值 域 被 包含 
在 实数 集中 。 其 一 般 形式 通常 写成 =f(《%, 四 ， 这 里 z 为 应 变量 ， 而 z 
和 2% 是 自 变 量 。 

定义 域 在 平面 上 的 表示 ”具有 两 个 自 变量 的 实 函 数 的 定义 域 可 以 有 
其 几何 意义 ， 因 为 每 一 个 有 序 的 实数 对 唯一 地 对 应 于 坐标 平面 上 的 一 
点 。 反 过 来 ,具有 各 种 形状 的 平面 区 域 可 以 用 来 作为 一 个 函数 的 定义 域 。 
例如 ,定义 域 可 以 是 连通 的 , 或 者 在 另 一 个 极端 情况 下 , 它 也 许 只 是 由 一 
些 孤 立 的 点 组 成 。 

【 例 1】 由 一 <zZ< 十 ce 和 0<%y<+ece 给 定 的 定义 域 对 应 于 
xX-y 平 闸 的 上 半 平 面 ,包括 4 轴 ( 见 图 5.41)。 : 


gem WP a me rE rp 


ae (8)、 一 ee 


图 5.4-1 在 例子 中 给 出 的 一 些 区 域 的 几何 表示 

【 例 2] 由 条 件 民 十 仿 <I 决定 的 定义 域 是 单位 加 内 部 所 成 的 区 域 
( 见 图 5.4-1)。 ， 

【 例 3】 条 件 一 se<xz< 和 -1 或 1sz< 二 ce 和 一 ce<y< 十 co 以 及 
一 LI<Z< 十 1 和 -+T<9%g<+oe 或 一 ce<y 和 一 一 起 决定 的 定义 域 是 整 
个 平面 除去 正方 形 的 内 部 所 成 的 区 城 ( 见 图 5.4-1)。 

函数 在 空间 的 表示 “由 于 一 共有 三 个 变量 ， 因 而 可 采用 由 三 个 坐标 
轴 组 成 的 空间 坐标 系 来 进行 几何 表示 。 通 常 是 用 一 直角 坐标 系 。 

对 于 每 三 个 有 序 的 实数 ,正好 对 应 于 空间 直角 坐标 系 中 的 一 点 ,反之 
亦 然 。 基于 这 种 对 应 的 唯一 性 , 所 有 两 个 自 变 量 的 实 函数 都 能 在 几何 上 
加 以 表示 。 如 果 数 zo 是 函数 2 二 了 《zw,Y) 相 应 于 数 对 《xo,yo) 的 函数 值 , 那 示 

在 几何 上 对 应 于 坐标 为 (xo, go, 40) 的 一 点 Po。 因此 这 浮 数 的 图 形 表示 
空间 中 一 个 由 面 。 | 的 
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钢 在 的 问题 是 : 给 出 一 个 具体 的 函数 ， 如 何 知道 这 个 函数 所 表示 的 
曲面 的 特性 呢 ? 当然 ,可 先 列 出 数值 表 , 然后 再 画图 , 这 在 原则 上 是 可 能 
的 。 但 用 这 种 方法 画 出 直观 的 图 , 其 数值 表 必 定 会 十 分 长 。 因 此 , 实际 上 
常 采用 其 他 的 方法 。 例 如 ,决定 一 些 可 能 的 极 值 、 鞍点 等 等 , 然后 根据 徽 
积分 的 一 些 结果 来 画图 。 关 于 这 一 点 在 此 不 进行 深入 的 讨论 。 如 果 将 函 
数 的 三 个 变量 中 的 一 个 看 作 常 数 保持 不 变 , 就 可 对 图 形 有 相当 的 了 解 。 例 
如 ， 从 定义 域 中 选择 所 有 使 > 值 等 于 一 固定 常数 的 数 对 (my )， 从 

3 二 了 (x, Y) 可 得 到 函数 方程 * 一 六 ce, y)。 现在 它 只 含有 一 个 自 变量 ， 册 
-的 图 形 是 一 条 曲线 , 这 条 曲线 是 由 z= fl%, 9g) 决定 的 曲面 与 由 Z=2 
出 的 平面 的 交 线 。 如 果 对 于 不 同 的 x 画 出 这 些 曲线 , 可 得 一 族 曲 线 。 
一 族 曲 线 能 给 出 这 个 曲面 的 近似 图 形 。 自然 , 对 变量 y 也 可 采用 同样 的 
方法 。 如 果 将 应 变量 国定 , 情况 少许 有 点 不 同 。 对 于 每 个 特定 的 z 值 
会 得 到 一 具有 两 个 变量 的 方程 : 从 z 二 f(z, 9) 可 得 到 fw Yy) =c。 满 足 
这 一 方程 的 数 对 (2, y) 的 集合 在 几何 上 可 以 解释 为 是 由 z=c 所 给 定 的 
平面 上 的 一 个 点 集 。 如 果 假定 c 是 属于 函数 的 值 域 , 那 未 这 个 点 集 是 非 
空 的 ， 一 般 它 形成 某 条 曲线 , 由 于 通常 认为 * 轴 是 垂直 的 , 故 这 些 曲 线 
称 为 等 高 线 或 水 平 曲 线 。 原 则 上 它们 和 地 图 上 的 等 高 线 是 一 样 的 。 在 这 
”两 种 情形 中 ， 等 高 线 上 的 点 是 那些 在 某 一 标准 平面 以 上 或 以 下 而 且 有 同 
”一 高 度 的 点 。 在 地 图 上 这 一 标准 平面 通常 就 是 海平 面 ， 而 在 所 讨论 的 问 
题 中 ,这 就 是 x-y 平面 。 

【 例 1 函数 z=z++y 在 整个 z-y 平 面 上 都 有 定义 ， 很 明显 它 的 
值 域 为 一 ce<s< 十 ce 。 如 果 
将 了 固定 ， 那 末 对 于 每 一 个 特 
定 的 zx 值 ， 所 对 应 的 方程 为 
# 二 y 十 co 在 几何 上 它 表 示 一 
族 直 线 。 如果 考 虑 由 Zr+y 
= 上 给 出 的 车 高 线 ， 可 得 到 一 
族 平 行 的 直线 。 函数 ?=z 
十 9 的 图 形 是 一 个 平面 ( 见 图 
5.49), 图 5.4-2 函数 * 一 zy 的 几何 表示 

【 例 2】 函数 ?= 一 V 4 一 到 一 妈 只 在 区 域 吧 十 她 么 4 中 才 有 定义 , 因 
而 它 的 定义 域 是 一 个 以 原点 为 中 心 、 以 2 为 半径 的 贺 。 它 的 篮 域 是 有 界 
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的 ，0<z<2。 将 z 固 定 ,得 方程 z=M4 一 C3 一念 , 它 在 几何 上 表示 一 
个 半圆 。 如 果 将 yY 固定 , 结果 相同 。 等 高 线 由 一 V4- 空 一 多 给 出 ， 经 
整理 后 可 得 空 + 多 =4-c， 这 表示 
一 个 半径 为 V4 一 0 的 贺 。 而 此 z= 
V4 一 2 一 奶 在 几何 上 表示 一 个 半球 
《 见 图 5.4-3)。 


图 5.4-3 函数 > 一 w 4 一 吧 二 时 图 5.4-4 洲 数 zwy 
的 几何 表示 的 等 高 线 


【 例 3] 函数 =zy 在 整个 x-y 平 面 内 都 有 定义 。 它 的 值 域 为 
一 co<s< 十 cc。 将 xz 固定, 得 函数 *=cy， 它 的 图 形 是 直线 。 当然 ,这 些 
直线 并 不 象 例 1 那样, 它们 相互 之 间 都 不 平行 。 将 /固定 可 得 到 同样 的 
结论 。 在 这 一 例子 中 ,等 高 线 是 一 些 双 曲 线 , 其 方程 为 zy=clc 关 0)。 当 
c==0 时 ,等 离线 就 是 Zz 轴 和 Yy 轴 ( 见 图 5.4-4)。 

如 果 曲 面 用 一 与 x-y 平面 琶 直 的 平面 切割 , 只 要 这 个 平面 和 2-s 平 
面 或 y-z 平面 不 平行 ,那么 相交 的 曲线 是 一 些 抛物 线 。 否 则 的 话 , 其 交 线 
就 是 上 面 已 讨论 过 的 那些 直线 。 

这 可 从 下 面 的 讨论 中 看 出 。 用 来 切割 的 平面 方程 都 具有 4x 十 By 十 
0=0 这 种 形式 ,经 过 变形 ,可 得 y=ax 十 b。 将 表达 式 az 七 ?取代 z=xy 中 
的 y, 可 得 z=4z? 十 bx， 这 是 抛物 线 的 方程 式 , 顶点 在 X=y 或 X= 一 y 的 
平面 上 。 

函数 *=2% 在 几何 上 表示 一 种 称 为 双 岂 抛物 面 的 曲面 。 

出 现在 其 他 学 科 领 域内 的 一 些 函数 ”具有 两 个 自 变量 的 实 函 数 不 仅 
被 用 来 表达 数学 上 的 关系 ， 而 且 也 表示 物理 和 工程 技术 以 及 其 他 领域 中 
的 一 些 关 系 。 例 如 , 4=ab 和 4=gh/2 这 类 面积 公式 ; 了 一 ar7 纪 和 了 一 
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q21/3 这 类 体积 公式 ; 方程 的 求解 公式 < 一 一 于 二 VW/4 一 q); 表达 欧 
姆 定律 的 公式 1=/R, 或 者 距离 、 速 度 和 时 间 之 间 的 关系 公式 s=Vi， 
以 及 车 床 切 前 速度 公式 了 = dz/1000 等 等 都 是 。 范 数 公式 也 可 能 用 了 
式 来 表示 , 这 里 预先 没有 指定 那 一 个 变量 作为 因 变 量 。 理 想 气体 的 状态 
方程 PV 一 RT 就 是 这 样 一 个 例子 。 这 方程 给 出 了 压力 PP、 体积 六， (一 
摩尔 气体 的 体积 ) 以 及 绝对 温度 了 之 间 的 互 祖 依赖 关系 , 是 绝对 气体 
常数 ， 这 三 个 变量 中 的 每 一 个 都 可 看 成 是 因 变 量 。 必须 考虑 这 些 变量 从 
物理 学 角度 来 看 只 能 取 正 值 。 将 了 保持 常数 所 得 到 的 曲线 称 为 等 温 线 ， 
它们 大 体 上 就 象 通 数 4 二 2y 在 2, y 为 正 值 时 所 取 的 等 高 线 。 

一 个 更 加 复杂 的 例子 是 范 得 瓦 《yana der Waals) 实际 气体 的 状态 方 
程 (P+a/82)(7 一 0) ==RT, 这 里 4 和 b 是 取决 于 特定 气体 的 两 个 常数 。 

具有 nn 个 自 变 量 的 实 洱 数 

下 面 考虑 这 类 函数 的 一 般 特性 以 及 同时 考虑 某 些 特殊 的 情形 ， 但 个 
进行 系统 的 详尽 的 讨论 。 

定义 域 和 函数 表示 法 “如果 定 义 域 由 一 些 有 序 的 三 个 实数 组 组 成 ， 
那 末 在 几何 上 仍 能 够 将 它 表 示 。 一 般 可 以 夏 成 是 空间 忆 多 ?坐标 系 中 
的 一 个 区 域 ， 那 末 整 个 函数 在 几何 上 可 以 表示 一 种 单 值 对 应 ， 它 对 于 定 
义 域 中 空间 每 一 个 点 指派 一 特定 的 数 。 例 如 ,这 种 函数 在 物理 学 中 描述 电 
场 . 磋 声 和 重力 场 时 会 通 到。 对 于 对 应 于 空间 点 的 那些 数 , 要 用 到 位 势 这 
个 概念 。 具 有 相同 位 势 的 点 构成 了 所 谓 的 等 位 面 ， 实 质 上 它 表 示 了 和 只 
有 两 个 自 交 量 函 数 的 等 高 线 相同 的 东西 。 

如 果 处 理 自 变量 多 于 三 个 的 还 数 ， 那 末 在 迄今 为 止 所 讨论 的 意义 上 
对 它 进 行 几何 表示 一 一 即 能 对 函数 有 一 直观 的 表示 一 一 就 不 再 可 能 了 。 

对 称 函 数 ”一 具有 个 自 变 量 的 实 函数 ， 如 果 自 变量 相互 之 问 任意 
交换 而 不 会 改变 函数 ， 则 称 这 种 函数 是 对 称 的 。 最 重要 的 是 多 项 式 和 有 
理 对 称 函 数 。 一 多 项 式 函数 y= 帮 za zo，…, Xn)， 如 果 对 变量 21, zz 


…， mm 的 每 一 种 排列 (2 “20 ) 都 有 


Tils Xi2s “Tin 


fx, Ta, ZX») =f (Xu, 42，… Xin)， 
则 称 它 是 对 称 的 。 
多 项 式 对 称 兽 数 的 例子 ， 
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1. y=z1 二 23 十 … 十 ts, 作为 一 个 特例 2 二 x 了 4y 已 讨论 过 了 。 
2. y 一 x1X2…zns 例如 已 考虑 过 的 函数 ?一 2y。 
3. y=X1X2 + TiXs + Xorgo 
4., Y 一双 十 Zi7o 十 73。 


初等 对 称 函 数 起 着 特殊 的 作用 。 这 里 列 出 了 ”= 和 的 全 部 函数 : 


Ci(XCi，Zo2， Ta, XT4) 一 24 十 2 十 Z8 十 2 


aa(21，V2，28，24) 一 2173 十 0103 十 004 十 CoXs 十 X204 十 TaX4 


Ga(X1，0o，2s，24) 一 ZX203 十 010204 十 22304 十 0208324 


Gd4(21，0a，08，204) 一 XIZ27304 


”根据 考 达 定理 , 这 些 初等 函数 加 上 一 些 符号 可 给 出 以 21, 22, Xs,…， 
zn 作为 根 的 多 项 式 的 系数 。 例 如 , 对 于 四 个 根 为 x1, xz, za 和 2 的 多 项 式 
Xa 十 bz? 十 cx 十 QQ 二 0 有 
4 一 一 Cl1(21 Lo, Ls, Xs); b= +02T1, Xo, Ta, T4); 
C= —0s(X1, To, Tas Xs); 4 一 十 O4CZ1，02，X3，2Z4) 。 
对 于 初等 对 称 函 数 , 下 列 定理 成 立 
每 一 个 具有 兄 个 自 变量 的 多 项 式 对 称 通 数 都 能 表示 为 用 初等 对 称 函 


由 于 对 它 的 证 明 需 要 相当 复杂 的 解释 ， 这 里 只 给 出 一 个 简单 的 例子 
来 代替 证 明 。 对 称 函 数 /za，za) ==23 一 wiz2 填 媒 能 表示 为 g(01, 02)= 
oj 一 3cs。 用 代入 法 就 可 证 明 : ci 一 好 十 20zs 十 吗 ，3cs 一 3zizo， 故 ai 一 
3cs 一 好 一 cz 十 双 。 

对 于 有 理 函 数 也 有 相应 的 定理 。 
”最 后 应 注意 ,如 对 称 函数 能 在 几何 上 加 以 表示 时 , 它们 在 几何 上 也 呈 
现 对 称 的 特性 。 例 如 , 已 讨论 过 的 z=zx+y 和 4#=x+y 都 以 平面 z=y 作 
为 对 称 平面 。 

齐 次 函数 一 具有 ?个 变量 的 函数 , 当 每 个 变量 乘 以 上 后 , 函数 的 值 
则 乘 以 二 , 那 末 称 这 函数 为 m 次 齐 次 函数 。 也 就 是 

fm, tra, 1 tf (RT1, Ta, ***s Tn)o 

齐 次 多 项 式 函 数 具 有 特殊 的 重要 性 ， 常 称 色 次 齐 次 多 项 式 函 数 为 包 次 形 
式 。 当 和 一 2 时 称 为 二 次 形式 ,由 一 3 有 时 称 为 三 次 形式 。 当 加 一 1 时， 这 
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种 多 项 式 称 为 线性 形式 。 

齐 次 多 项 式 函 数 的 例子 ， 

工 zt za X89) 一 2 十 姐 十 8。 

2. f(z, 22) = 好 二 zaco 二 ziz3。 

3. f(t1, Ta, Ta, 24) 一 21 十 0 一 08 一 Zi4o 

对 于 齐 次 多 项 式 有 如 下 的 定理 : 

站 罕 齐 次 多 项 式 的 来 积 还 是 齐 次 多 多 : 项 式 ， 它 和 4 次 教 等 于 每 个 多 项 式 

从 多 项 式 的 乘法 规则 可 以 马上 证 明 这 一 定理 。 

齐 次 函数 ， 特 别 是 齐 次 多 项 式 沪 数 ， 在 各 数学 分 支 中 起 着 一 定 的 作 
用 。 例 如 一 % 行 % 列 的 行列 式 是 一 次 的 齐 次 函数 , 具有 2 个 自 变量 。 名 
F(z, 切 一 422 二 Boy 十 Co 这 类 二 次 形式 , 即 有 两 个 自 变 量 的 二 次 齐 次 函 
数 ， 在 二 次 数 域 理 论 中 用 到 。 某 些 二 次 形式 将 在 解析 几何 中 以 另 一 种 观 
点 来 加 以 讨论 。 
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6.1 百分数 


百分数 和 实际 值 “在 日 常生 活 的 许多 领域 中 都 会 磁 到 百分数 这 一 概 
念 。 钢 如 人 们 常 说 在 某 股 时 间 内 生产 雯 长 了 百 分 之 几 , 或 者 成 本 增加 了 
百 分 之 几 , 或 者 说 男性 和 女性 各 占 人 口 的 百 分 之 几 。 在 所 有 这 些 例子 中 
都 进行 了 某 种 比较 。 例如 取 某 一 特定 时 间 的 产量 或 成 本 , 或 者 入口 的 总 
数 作为 参考 值 , 使 它 相 当 于 100; 被 比较 的 数 称 为 实际 值 , 例如 在 另 一 时 
间 的 产量 或 成 本 ,或 者 女性 的 人数 ， 将 它 和 100 进行 比较 。 这 些 分 母 为 
100 的 分 数 , 其 分 子 就 称 为 百分数 ， 记 作 狠 。 如 果 是 百分数 ,aq 是 参考 
值 , 是 实际 值 , 那 末 by/a=2/100 或 者 p=100.Bya。 
百分数 _ 实际 什 
100 
如 果 有 两 个 容器 ,容积 各 为 5 加 会 和 10 加 仑 ， 它 们 各 装 有 3 加 仓 和 4 加 
仑 的 液体 , 那 示 10 加 仑 的 容器 所 装 的 液体 比 5 加 仑 容器 所 装 的 多 。 但 按 
照 它 的 容积 ， 它 没有 得 到 
5 加 仓 ”10 加 仓 充分 的 利用 ， 即 它 的 利用 
率 为 4:10, 而 5 加仑 的 是 
3:5。 如 果 相 对 于 参考 值 
100 进行 计算 , 则 有 
4/10= za/100 
或 21=4:100/10=40， 
而 3/5=zx2/100 
或 zo==3:100/5==60。 
7 这 样 , 10 加 仑 容器 的 40% 
图 6.1-1 容积 的 利用 率 容积 得 到 了 利用 ， 而 5 加 
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仑 的 容器 利用 了 60%( 见 图 6.1-1)。 

【 例 1 一 工厂 1500 人 中 有 300 个 是 女 的 ， 这 样 , 平均 100 个 中 有 
300/15 二 20 个 女 的 。 虽 然 这 已 很 明显 , 这 工厂 的 工人 中 有 20% 是 女 的 ， 
但 这 也 可 代入 上 面 导出 的 公式 来 得 到 。 参 考 值 gc 一 1500, 实际 值 2=300， 
故 百 分 数 


p~300.100/1500=20, 108 [Tf 
即 工人 中 20% 是 女 的 ( 见 图 男 
80% 
6.1-2)。 
【 例 2】 含 钦 量 为 4% A 


20% 1 50 
的 合金 钢 现 有 275 磅 ， 问 共 | 


含有 多 少 磅 然 ? 这 里 要 求 的 。 图 6.1-2 用 面积 

是 实际 值 bp。 参考 值 4=275， 表示 工人 的 组 成 
百分数 p=4, 这 样 解 上 面 的 0 
公式 可 求 出 实际 值 是 5= 医 6.1-3 牛奶 产 
pa/100。 对 本 例 中 的 数字 最 的 增长 情况 

有 5 一 4.275/100==11。 这 合金 钢 含有 全 磅 的 钛 。 

【 例 3] 每 头 奶牛 原平 均 年 产量 为 2800 公斤 ,在 一 年 中 增加 了 8%。 
从 ?=p.a/100 可 得 5=8.2800/100=224。 每 头 奶牛 的 牛奶 产量 增加 了 
224 公斤 ,可 达 3034 公斤 ( 见 图 6.1-3)。 

【 例 和 “计划 改善 后 ， 一 季度 运输 砖 顽 的 费用 减少 了 4800 镑 或 
者 12%。 这 里 参考 值 是 未 知 的 ， 但 能 从 4 一 5.100/p 计算 出 来 :ga=4800， 
100/12 = 和 000。 以 前 的 运输 费 为 40000 镑 ， 现在 是 35200 镑 。 

【 例 5] 一 年 中 制造 了 3600 件 产品 ， 与 上 一 年 相 比 生产 增加 到 了 
120%, 问 上 一 年 共生 产 了 多 少 件 ” 从 实际 值 5=3600 和 百分数 p120， 
参考 值 a 就 能 被 计算 出 来 。4 一 3600.100/120=3000， 上 一 年 生产 了 
3000 件 。 


6.2 单 利 


在 金融 业 中 ,通常 对 一 笔 贷款 要 给 予 一 定 的 补偿 , 它 取决 于 货款 总 数 
的 多 少 和 时 间 的 长 短 。 这 种 补偿 称 为 利息 。 例 如 , 国家 储蓄 银行 1970 年 
付 给 公众 的 利息 为 全 年 存放 金额 总 数 的 3.5 和 5( 见 图 6.2-1)。 然 而 这 些 存 
款 不 是 被 搁置 起 来 放 在 那儿 的 ， 相 反 银行 用 这 些 存 款 提供 短期 和 长 期 的 
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信贷 , 例如 去 用 于 买 进 一 批 货物 。 对 于 这 些 贷款 ,银行 本 身 获得 了 利息 。 


图 6.2-1 储 蔷 银行 帐 簿 中 的 摘录 
利率 一 年 中 对 于 每 一 百 镑 的 金额 可 获得 + 镑 的 利息 ， 则 称 作 利息 包 
的 百分率 为 +。 总 数 为 了 P 镑 的 一 笔 金额 , 或 称 作 本 全 有 P/100 个 1400: 
镑 。 因 此 ,一 年 的 利息 为 (P/100).r 镑 , 年 的 利息 为 1 镑 ,这 里 
T=P.r.n/100。 
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【 例 1] 一 笔 抵 押金 额 为 2000 镑 ,利率 为 ?7%，5 年 要 付 多 少 利 
息 ? 已 知 本 金 为 2000 镑 ， 利率 r=7%, 年 数 %=5, 根据 利息 公式 有 
7T=2000.7.5/100=700 镑 。 这 笔 抵 押 5 年 要 付 700 镑 的 利息 。 

【 例 3] 如 果 本 金 为 1200 镑 ，6 年 内 得 利息 为 576 镑 ， 问 利率 是 多 
少 ? 在 这 个 例子 中 ,本 金 呈 =1200 镑 ,利息 1=576 镑 , 年 数 %=6 是 已 知 
的 。 从 利息 公式 可 得 到 利率 +=(100.1D/CP.n)。 用 本 例 中 的 数字 代入 
?=(100.576)/(1200.6)=8, 因此 ,利率 为 8%。 


利息 公式 
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[ 例 3] .本 人 金 为 400 镑 , 利率 为 9% 和 11%, 问 5 个 月 付 利 息 交 : 


少 ?对 于 9% 的 利率 , 1 一 人 2 人 一 15.0。 对 于 11% 的 利率 ,I= 
4 一 18.33。 因 此 , 5 个 月 内 400 镑 本 金 对 于 9% 的 利率 获得 


15.0 镑 的 利息 。 对 于 坟 %, 则 为 18.33 镑 。 
6.3 复 利 


储蓄 银行 在 年 终 时 将 增长 的 利 息 加 到 本 金 里 去 ， 因此 在 下 一 年 对 这 
利息 也 要 计算 利息 。 这 种 计算 方法 称 为 复审。 对 于 年 金 和 贷款 的 偿还 也 
要 计算 复 利 。 年 金 是 按 固定 的 时 间 间 隔 (例如 一 年 ) 所 付款 子 的 总 和 。 保 
险 金额 的 偿付 既 按 是 否 到 了 一 规定 的 时 间 ( 例 如 养老 金 )， 又 按 是 否 发 生 
了 基 些 特殊 的 情况 〈 例 如 生病 和 事故 赔偿 )。 本 金 Po 在 一 年 内 产生 的 利 
息 为 Per/100Kz 为 利率 )。 

从 第 二 年 开始 , 获 利息 的 本 金 将 是 

~ Pi=Po+ Po (7/100) =Po(i +7/100) =PoR, 
这 里 R= (1-Hy/100)。 

一 年 后 增加 了 Pr?/100, 共有 Po= Pi 十 Pi(+/100)=P1R= PR 同 悍 
对 于 第 三 年 ,……, 第 % 年 也 可 进行 类 似 的 计算 ,在 第 nw 年 的 年 终 , 本 金 Po 
因 复 利 增长 到 一 笔 总 数 ， 称 它 为 总 额 。Pn 二 Po BR", 这 里 R= GT 
称 为 增长 因子 。 


| 复刊 P,— PoR" 


【 例 】 利率 为 6%, 5 年 后 本 金 从 1500 镑 增长 到 3007.33 镑 。 每 一 
年 的 利息 列 于 下 表 : 


( 镑 ) ( 镑 ) -年 终 时 
”1 1500.00 上 90.00 1590.00 
2 1590.00 95 .40 1685 .40 
3 1685 .40 101 .12 1786.52 
4 1786.52 107.19. .- 1893.71 
5 


1893.71 113.62 2007 ,33. 
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利息 因子 


复 利 表 为 了 计算 总 额 Ps 或 现 值 Po， 银 行 采用 所 谓 复 利 表 。 表 内 


对 于 各 种 利率 + 和 不 同 的 年 份 数 # 列 出 增 Po 

长 因子 妃 的 宕 Rr" 及 贴现 因子 站 的 宕 Fr。 | | Pom 
增长 因子 为 以 及 贴现 因子 为 7 的 一 笔 。 “将 来 。 ?| pz 是 
款 子 Po， 其 增长 和 贴现 可 用 一 条 时 间 直 线 | ~ 1| Po 县 
来 图 示 ( 见 图 6.3-2) 。 3 
【 例 ] 如 果 在 10 年 内 , 从 400 镑 增长 | 时 | pm 各 
到 787 镑 ， 问 利率 是 多 少 ? 过 去 _ Po 站 
金 已 =400， 总 额 P=787 及 年 数 -| pms 

"一 10 是 已 知 的 。 计 算 利率 既 可 查 复 利 表 ， -4[ pps 
也 可 用 公式 。 如 果 用 表 , 先 计算 出 图 6.3 3 用 条 时 间 丰 线 来 表 


R10—787/400=1.9675。 示 本 金 Po 的 增长 和 贴现 
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从 表 内 可 查 得 *= 一 7。 或 用 公式 
+=100.(V 787/400 ~—1)=7。 


6.4 年 金 


投资 最 重要 的 形式 是 年 金 ， 即 在 若干 年 内 按 预 先 规定 的 时 间 依 次 付 
款 。 其 中 接 约 分 别 应 付 的 各 笔 款 子 ( 称 为 分 期 付款 数 ) 通 常 要 到 规定 的 每 
一 段 时 间 的 末了 才 交 付 《 称 为 滞后 交付 )， 很 少 在 一 段 时 间 的 开始 时 交付 
《 称 为 提前 交付 )。 假定 各 期 的 村 款 一 经 交付 就 以 7% 的 复 利生 利 , 那 末 
年 金 的 总 额 就 是 指 各 期 付款 (都 在 各 眉 时 间 终 了 时 交付 ) 及 利息 的 累计 
数 , 想 最 后 一 次 获得 这 笔 年 金 的 总 额 , 那 末 按 在 这 段 时 期 一 开始 就 应 付 清 
的 那 笔 款 子 , 称 为 现 值 。 

涝 后 交付 的 年 金 “每 年 年 终 付出 分 期 款 并 按 复 利 计算 。n 年 以 后 ， 
第 一 期 付 的 款 将 有 值 28"1, 第 二 期 为 bE" 2， 等 等 ， 最 后 一 期 上 刚刚 交 
付 。 因 此 总 额 s。 是 一 几何 级 数 的 和 : | 


R-1 R"*—1i 
sn=b+bR+bR + +bR" 1—b SR'=b Bo。 
i=0D 一 


滞后 交付 的 年 金 总 额 


滞后 交付 的 年 金 现 值 


汪 后 交付 的 年 金 1500 镑 ,利率 为 11%,5 年 后 的 总 额 为 : 

ss 一 1500. (1.114 填 1.113 十 4.112 寺 1.111+1) 镑 二 93 红 .7 镑 。 
为 了 计算 现 值 4, 总 额 ss 必须 被 贴现 到 最 初 的 时 间 。 贴 现 因 子 VV=1/1.11= 
0.9009, 可 有 a=ssV5 二 ss*0.5935 一 5544。 一 般 有 

a=snV "= [0 BR"—1)]/LR"(R-1)], 

【 例 1】 每 期 2000 镑 的 年 金 , 滞后 交付 了 共 11 年 ， 问 以 11% 的 复 
利 计算 年 金 的 总 额 为 多 少 ? 增长 因子 及 =1.11, 从 利息 因子 表 内 可 查 得 
R11=3.1518。 因 此 , si1=2000(3.1518 一 1)/(1.11 一 1) = 39123.6。 在 
第 也 年 的 年 终 总 额 为 39123.6 镑 。 

【 例 2] 现 值 为 多 少 才 能 保证 例 工 中 的 年 金 ? 借助 于 利息 因子 表 可 
有 au=sta7a=39123,6.0.3173=12414。 年 金 的 现 值 为 12414 镑 。 
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【 例 3】 年 金 为 1000 镑 ， 漠 后 交付 。 问 以 10% 的 复 利 计算 经 多 少 ， 
年 后 使 总 额 达 18000 镑 ? 

从 公式 mw=5 (Br 一 ]D/(BR 一 1) 可 得 sn(R-D/b=R"-l， "= 
ss(R 一 了 )/6+1。 因此 玫 一 册 2 硬 一 乱用 十 寺 。 由 数值 ss 一 18000，b= 
1000 和 RE=1.11, 可 有 %=lg2.98/lg1.11s3s10.463。 约 经 工 年 后 可 达 
这 一 总 额 。 

提前 交付 的 年 金 ”对 于 提前 交付 的 年 爹 ， 每 一 笔 分 期 付款 将 多 获 利 
一 年 。 因 此 根据 复 利 公式 ,年金 的 总 额 是 浇 后 交付 年 金 的 五 倍 : 

Rr"—1 


“RI 


【 例 1] 数据 同 前 一 节 中 的 例 1, 但 年 金 是 提前 交付 的 。 总 额 
511=2000.1.11.(3.1518—1)/(1.11~—1)=43427.2。 
1 年 后 总 额 为 43427 .2 镑 。 
1 例 2】 例 1 中 提前 交付 年 金 的 现 值 金额 为 
a=2000.0.3522.(3.1518—1)/(1.11—1)=13779。 
这 样 13779 镑 本 利 总 和 就 是 这 笔 年 金 。 
【 例 3] 数据 同上 面 的 例 3, 但 年 金 是 提前 交付 的 。 | 
nl8LCL8000 9144000 1.11) +11 .9.81, 
大 约 过 了 10 年 后 ,年 金 的 总 额 可 达到 18000 镑 。 
贷款 的 偿还 ”为 了 投资 或 建造 新 的 建筑 等 的 信用 贷款 或 抵押 的 偿 
付 , 通常 是 这 样 的 ， 每 年 付 一 笔 固定 的 款 子 ， 称 为 年 度 分 期 付款 数 ， 一直 
到 贷款 付 清 为 止 。 这 包括 两 个 部 分 ， 利 息 以 及 本 金 的 偿还 。 从 下 面 的 偿 
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还 表 中 可 以 看 到 一 信贷 为 10000 镑 的 偿还 过 程 , 信贷 以 7 和 的 复 利 计算 ， 
年 度 付款 额 固定 为 1000 镑 。 


,| ee | 每 征伐 
1000.00 
1000 .00 
1000.00 
1000.00 


1000.00 


付 利 息 数 | 偿还 本 金 数 | 年 终 的 价款 


10000.00 
9700.00 
9379.00 
9035.53 
8668.02 


700.00 
679.00 
656.53 
632.49 
606.76 


9035 .53 
8668.02 
8274.78 


2 


可 以 看 出 , 随 着 贷款 的 不 断 偿 还 , 所 付 的 利息 数 逐 渐 减 少 , 而 本 金 的 偿还 
数 逐 渐 增 加 。 

很 明显 ， 偿 还 表 是 根据 下 面 的 规则 列 出 的 : 每 年 年 终 对 借款 s 必须 
偿付 的 利息 为 8.(7?/100) 。 因而 付 去 利息 后 ， 每 年 的 付款 数 4 中 剩 下 的 
就 用 来 偿付 本 金 ，71==4~s《r/100)。 在 第 二 年 的 年 终 ,对 这 笔 减 少 了 的 
借款 所 但 的 利息 为 1 《7/100), 其 中 s1=s 一 Tl。 每 年 的 付款 数 4 中 剩 
下 2 一 4 一 st (7/100) = A4~s:(7/100) +T1: (7/100) =T1 + Ti (7/100) 
= 了 TR 来 付 本 金 ,还 要 偿还 的 总 金额 为 52==51 一 了。 在 第 三 年 的 年 终 ， 利 
息 为 s2*《r/100), 偿还 的 本 金 为 Ta=4 一 saC7/100)=4 一 si + (7/100) 十 
Ta (7/100) = TaR。 在 第 % 年 的 年 终 ， 偿 还 的 本 金 为 Tn = Zn-1R 一 
了 72 如一 … 二 TiR"1。 在 所 举 的 例子 中 ,第 姑 年 所 付 的 本 金 为 Tu= 
300.1.072 一 590.16 镑 。 

前 % 年 所 付 的 本 金 的 总 数 s 相当 于 滞后 交付 年 念 汪 年 后 的 总 额 ， 
Sn 一 TJ1'(R" 一 1)/(R 一 1)。 在 所 举 的 例 中 , 11 年 后 1 一 300, 1.072 一 1)/ 
《1.07 一 了 二 4734.90 镑 。 当 本 人 金 偿还 的 总 数 等 于 贷款 时 , 就 付 清 了 贷 
款 ; 5 一 s 或 Ti-(R" 一 I)/(R 一 1)=s。 


从 这 公式 可 以 计算 出 经 多 少年 后 可 偿还 清 所 贷 的 款 子 ， 
n= 8LC/T) CR-1)+1] 
lgR 加 
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在 所 举 的 例子 中 , m==17.79, 或 四 舍 五 入 后 为 8。18 年 后 可 以 偿 清 借 
款 。 

人 寿 保 险 ” 各 种 形式 的 人 寿 保险 是 应 用 复 利 和 年 金 计算 的 另 一 个 领 
域 。 其 中 要 区 分 是 死亡 保险 还 是 意外 伤害 保险 ; 是 病弱 年 老 保 险 还 是 指 
助 养老 金 。 在 所 有 这 些 保险 中 , 保险 公司 要 与 被 保险 的 人 签订 合同 , 称 为 
保险 合同 。 由 于 被 保险 人 的 支付 , 可 从 中 取出 保险 额 和 保险 公司 许诺 的 
费用 ， 这 主要 取决 于 保险 的 类 型 。 必 定 存在 一 种 均衡 ， 使 得 保险 合同 不 
会 使 任何 一 方 遭受 损失 。 自然 , 这 等 价值 不 是 对 被 保险 的 每 一 个 人 说 的 
《否则 的 话 ,保险 费 似乎 太 多 了 ), 而 是 对 被 保险 人 的 全 体 来 说 的 。 因 此 在 
有 关 均 衡 原则 的 数学 公式 中 , 除了 复 利 和 年 金 的 计算 外 , 某 些 人 口 统计 的 
假定 也 起 一 定 的 作用 。 

死亡 率 表 ”在 对 上 面 起 作用 的 人 口 统计 中 最 重要 的 是 死亡 率 表 。 这 
些 表 的 制作 部 分 是 根据 人 口 普 查 , 部 分 是 根据 保险 公司 多 年 来 的 经 验 。 它 
们 从 一 确定 的 (但 是 任意 选择 的 ) 入 数 思 开始 ， 这 些 人 具有 同样 的 年 龄 ， 
即 都 是 岁 。 表 中 表明 有 多 少 人 活 到 z 岁 , 这 个 数 用 is 表示 ， 称 为 到 z 
岁 时 活着 的 人 数 。 另 外 , 表 中 含有 下 列 关系 式 : i 一 lot1 一 ho, 这 是 到 岁 
时 死亡 的 人 数 , Po 一 lat1/1s 是 在 工 岁 时 存活 的 几率, qs 一 dw/is 是 在 2 岁 


时 死亡 的 几率 ， 而 ge 一 (1ML) 六 1044 一 1/2 是 平均 估计 寿命 。 


表 6.4-1 是 一 典型 的 总 死亡 率 表 的 一 部 分 。 从 这 个 表 中 可 以 看 到 有 
100000 个 年 龄 相同 的 男性 〈 比 如 都 是 50 年 以 前 生 的 )， 其 中 89104 个 还 
活着 , 他 们 中 每 一 个 人 的 平均 估计 寿命 为 24.01 年 。 
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平面 几何 是 几何 (希腊 语 , 测 地 之 意 ) 中 处 理 二 维 图 形 的 那 一 部 分 。 虽 
然 我 们 是 处 在 一 个 三 维 世界 ， 但 对 于 平面 几何 的 研究 可 以 加 次 我 们 对 于 
周围 事物 某 些 特性 的 了 解 。 

就 象 数 这 一 概念 是 从 客观 世界 中 抽象 出 来 一 样 ， 几 何 学 中 一 些 基 本 
概念 是 经 过 许多 世纪 的 抽象 过 程 而 获得 的 。 忽视 一 些 非 本 质 的 差别 ， 例 
如 质量 、 颜 色 、 形 态 或 表面 纹理 ,又 不 考虑 物体 表面 的 不 平整 性 , 可 得 到 具 
有 三 个 维 数 (长 . 宽 、 高 ) 的 空间 图 形 。 从 而 我 们 说 一 立体 具有 三 个 维 数 ， 
一 平面 具有 两 个 维 数 , 一 条 直线 (例如 两 个 平面 相交 的 楼 ) 只 有 一 个 维 数 。 
最 后 对 于 一 个 点 , 可 罩 成 是 两 条 直线 的 交点 , 它 具 有 的 维 数 为 等。 

在 平面 几何 中 ,总 认为 给 定 了 一 个 平面 。 一 般 说 来 , 几何 问题 的 探讨 
都 在 这 个 平面 内 进行 。 但 在 个 别 情况 下 , 为 了 有 利于 探讨 也 考虑 将 哆 几 
里 得 (希腊 数学 家 , 约 公元 前 300 年 ) 空 间作 为 一 个 基本 的 几何 体 , 它 包含 
所 给 定 的 平面 。 


?.1 点 . 线 .射线 和 线段 


点 和 线 


点 和 线 (更 精确 些 , 应 说 成 直线 ) 是 初等 平面 几何 的 基本 概念 。 直 观 
地 说 , 一 直线 常 定义 为 一 点 在 平面 上 移动 的 路 径 , 这 点 移动 时 , 总 是 取 它 
任意 两 点 之 间 的 最 给 路 径 ,并 且 不 改变 方向 。 更 严格 一 点 的 话 ,甚至 不 能 
给 出 线 和 点 的 定义 。 但 在 现代 数学 中 , 这 两 种 几何 体 之 间 的 关系 是 用 公 
理 给 固定 下 来 的 (参见 JI. 第 27 章 )。 

几 条 直线 相交 的 交点 数 ”平面 中 的 两 条 直线 最 多 只 有 一 个 公共 点 ， 
除非 它们 互相 重合 ( 即 , 所 有 的 点 都 是 公共 的 )。 平 面 中 没有 公共 点 的 两 
条 直线 称 为 是 平行 的 。 

如 果 平面 中 三 条 直线 没有 一 公共 点 。 并 且 它 们 中 没有 两 条 直线 是 平 
行 的 或 重合 的 , 那 末 在 这 些 线 与 线 之 间 就 只 有 三 个 交点 。 

四 条 直线 中 没有 两 条 直线 是 重合 的 或 平行 的 ， 以 及 没有 三 条 直线 有 
一 个 公共 点 , 那 末 刚 好 有 六 个 交点 (参见 完全 四 边 形 )。 

如 果 平 面 中 有 ?条 直线 ,其 中 没有 两 条 直线 是 重合 或 平行 的 ,以 及 没 
有 三 条 直线 有 一 个 公共 点 ， 那 么 每 条 直线 和 其 它 的 直线 有 1 一 1 个 交点 。 
由 于 每 个 交点 计算 了 两 次 , 因此 总 的 交点 数 为 %(n 一 1)/2。 
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通过 几 个 点 的 直线 数 ” 通 过 任意 两 个 点 的 直线 只 有 一 条 。 如 果 三 个 
点 不 是 共 线 的 ( 即 不 在 同一 条 直线 上 ), 那 末 有 三 条 直线 ,每 条 线 通 过 其 中 
两 点 。 这 三 个 点 或 三 条 线 中 任 意 两 条 或 者 一 条 线 和 不在 它 上 面 的 另 一 点 
完全 决定 了 它们 所 在 的 这 个 平面 。 

如 果 乎 面 中 有 纯 个 点 , 其 中 没有 三 个 点 是 共 线 的 ， 那 末 每 一 点 在 通过 
其 也 人 一 卫 个 点 的 每 一 条 直线 上 。 由 于 每 条 线 计算 了 两 次 , 因而 可 能 有 
n(n 一 1)/2 条 直线 。 这 样 ,如 果 %=4, 可 有 六 条 直线 (参见 完全 四 边 形 )。 

线束 ”通过 平面 中 任意 一 点 有 无 数 条 直线 。 平 面 中 通过 一 点 的 所 有 
直线 的 集合 称 为 一 线 素 。 称 所 有 直线 的 公共 点 为 线束 的 承载 点 。 用 放 在 
括号 内 的 大 写字 母 ,例如 (P) 来 表示 承载 点 为 忆 的 线束 。 类 似 地 , 称 平面 
中 平行 于 一 条 给 定 直 线 的 所 有 直线 的 集合 为 平行 线 线束 。 

如 果 一 线束 (P) 或 一 平行 线 线束 的 直线 和 两 条 不 属于 该 线束 的 直线 
lL 和 1 相交 , 那 末 线束 的 直线 给 出 了 上 所 有 的 点 到 za 上 所 有 点 的 一 种 
千 视 映射 。 


射线 和 线段 


射线 “一 条 射线 (或 半 直 线 ) 只 包含 直线 上 在 点 0 一 侧 的 那些 点 ， 点 
0 包括 在 这 射线 内 。 换 句 话说 ,射线 所 包含 的 直线 上 的 那些 点 是 从 0 点 开 
始 , 沿 着 该 直线 向 一 特定 的 方向 (不 能 反 向 1 ) 移 动 所 能 达到 的 点 。 象 所 有 
数学 概念 一 样 , 射线 的 概念 也 是 通过 抽象 而 得 到 的 。 如 你 想到 太阳 发 出 
的 光线 ,或 一 条 视线 (这 是 一 条 直 的 ,并 以 观察 者 的 眼睛 为 界 的 直线 ), 屠 
未 就 能 比较 直观 地 比较 容易 地 掌握 这 一 概念 (可 以 将 太阳 或 眼睛 看 作 一 
点 )。 

线段 “一 线段 (或 区 间 ) 4B 只 包含 了 通过 4 和 的 直线 上 的 那些 在 
4、 马 之 间 的 点 ,4 各 本 身 包括 在 这 线 眉 内 。 线 段 是 平面 内 连接 两 端 
点 最 二 的 路 径 。 如 果 要 强调 方向 ,用 符号 售 来 表示 线段 从 了 指向 了 为 
了 各 免 使 用 那 较 麻 烦 的 箭头 符号 ， 约 定 线段 的 方向 是 从 用 第 一 个 字母 全 
名 的 点 指向 第 二 个 , 即 第 一 个 命名 的 点 是 有 向 线段 的 始点 ,而 第 二 个 点 是 
终点 。 又 约定 负 号 表示 线段 的 相反 方向 ， 这 样 可 以 用 四 ~ 一 34 代替 
态 =B4, 线段 4B 的 长 度 148| 是 4 和 轧 之 间 的 距离 ， 它 是 用 与 另 一 
线段 ( 称 为 单位 绕 役 ) 相 比较 的 方法 来 测量 。 单 位 线段 的 长 度 用 作 测量 长 
度 的 单位 。 
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长 度 单 位 。 长 度 的 基本 单位 是 来。 现在 定义 它 为 氨 同 位 宕 86 光谱 
_ 中 检 线 波长 的 1650763.73 倍 ,测量 在 真空 中 进行 。 

有 两 个 为 米 的 倍数 的 单位 ， 十 米 (1dm=10 米 ) 和 百 米 (Lhm=J00 
米 ), 它们 一 般 没有 多 大 用 处 。 


从 米 导 出 的 长 度 单位 
单位 符 ”号 关 系 
兆 兆 米 Tm 1Tm=1012 米 


千 兆 米 Gm 1Gm=109 米 
光 米 Mm 1 Mm=-105 米 
千 米 km lkm==103 米 
分 米 dm i1dm==10-1i 米 
厘米 em Tcm 一 10-? 米 
毫米 mm lmm=10-3 米 
微米 pm lum 二 10% 米 
训 巩 米 nm 1nm 一 10-? 米 
微微 米 pm 1pm=10-2 米 
毫 微 微米 fm 1fm=10~5 米 
微微 微米 1 am 一 10-8 米 


英美 制 


英寸 1 英寸 =1"=0.0254 米 ; 
英尺 1 英尺 =1 一 12” 一 0.3048 米 ; 
码 ”i 码 =3/=0.9144 米 ; 
英里 工法 定 英里 = lmi= 5280'=1609.344 米 ; 
工 英制 海里 = 6080' = 1853.181 米 =1 子午 线 分 ; 
1 美制 海里 =1852 米 ; 
1 米 必 6.215.10-4 法 定 英里 一 1.09# 码 =3.281 =39.37 
”1 千 米 0.6215 法 定 英里 。 


平行 线 和 正 交 线 
平行 线 ”两 条 平行 的 直线 没有 公共 点 。 如 里 一 直线 1 和 另 一 条 直线 
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7 平行 ( 记 作 :i 四, 那 末 1 和 六 的 方向 相同 。 将 1 上 所 有 的 点 移 过 一 
等 于 PP' 的 线段 ( 称 这 样 一 种 变换 为 平移 )， 就 可 从 得 到 !。 这 就 是 用 
直 尺 和 三 角 板 作 平 行 线 的 基本 原理 ( 见 图 7.1-J)。 如 果 将 直线 ; 上 的 一 
点 积 平 行 线 ” 上 所 有 的 点 用 直线 段 连接 起 来 ， 那 末 在 这 些 直 线段 中 有 一 
条 最 短 的 线段 ， 这 线段 的 长 度 就 定义 了 两 条 平行 线 之 间 的 距离 。 不 管 在 
1 上 选择 哪 一 点 ,结果 莉 是 一 样 的 。 换 旬 话 说 ,平行 线 之 疗 不 会 比 这 线段 
靠 得 更 近 , 也 不 会 离 得 更 远 。 


图 7.1-1 用 平移 的 方法 作出 与 ? 7.1-3 测量 工件 两 平行 
的 距离 为 4 的 平行 线 V 面 之 间 的 距离 (宽度 ) 

铁路 线 上 两 条 平行 铁轨 的 标准 距离 ( 轨 距 ) 是 1.435 米 (86”/s 英寸 ); 
在 苏联 是 1.524 米 ， 在 西班牙 和 葡萄 牙 是 1.670 米 。 卡 尺 的 两 个 平行 用 
口 可 以 移动 ,来 测量 具有 平行 边 物体 的 宽度 ( 见 图 7.1-2)。 

对 于 一 给 定 的 距离 & 在 每 条 直线 的 每 一 边 只 能 有 一 条 平行 线 。 用 
直 尺 和 三 角 板 作 平 行 线 的 方法 如 图 所 示 ( 见 图 7.1-1)。 如 果 ! 是 一 条 直 
线 , P' 是 不 在 1 上 的 一 点 , 那 末 过 书 点 只 有 一 条 平行 于 ! 的 线 ?, 它 在 通 
过 P' 和 1 的 平面 内 。 这 种 关于 过 了 P' 点 有 一 条 而 且 只 有 一 条 平行 线 的 说 
法 称 为 欧 几 里 得 几何 的 平行 公理 (或 公设 )。 

正 交 线 平行 线 ! 和 V 的 距离 用 线段 44 来 测量 。 这 线段 和 1 相交 
于 4, 和 ?相交 于 4', 并 和 它们 成 一 对 相等 的 角 ， 这 两 只 角 称 为 直角 。 正 
交 线 就 是 指 相交 成 直角 的 线 ， 也 称 它们 互相 地 直 。 正 交 性 和 平行 性 是 两 
条 直线 之 交 相 互 关系 的 性 质 ,而 这 些 线 不 一 定 是 垂直 或 水 平 的 。 


.2 角 
县 有 同一 始点 3 的 两 条 射线 4, b, 绕 S 点 旋转 后 能 重合 起 来 ， 这 种 
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旋转 就 决定 了 a 和 5 之 间 的 角 [ 记 作 订 (4, 5) 或 (a, 5)]。 
用 固定 旋转 的 方向 来 给 出 平面 的 方 
B 向 。 在 数学 中 ， 对 应 于 反 时 针 的 旋转 作为 
正 的 方向 。 在 测量 学 中 , 顺 时 针 旋转 的 方 
a 向 作为 正 的 方向 。 如 果 旋 转 的 方向 被 认为 


4 是 重要 的 , 则 必须 对 宁 (a, 8) 和 立 (2, 9) 加 
图 7.2-1 角 的 定义 以 区 分 : 订 (o 中 一 一 六 《8,9)。 如 果 4 


是 a 上 的 一 点 ， B 是 b 上 的 一 点 ， 立 (a, b) 
通常 写成 立 4SB，8 称 为 角 的 顶点 ， 射 线 称 为 它 的 边 。 每 条 边 指明 了 
一 特定 的 方向 ， 角 就 是 在 有 向 平面 内 测 得 它们 这 两 方向 的 差 ( 见 图 
7.2-1)。 


角 的 分 类 


角 是 根据 它 两 条 边 方向 差 的 多 少 来 分 类 的 。 如 果 角 所 对 应 的 旋转 是 
一 个 圆 的 四 分 之 一 , 则 称 这 角 是 直角 。 一 平角 所 对 应 的 旋转 是 半 个 圆 。 如 
果 两 条 边 的 倾角 小 于 一 个 直角 , 则 这 角 称 为 锐角 。 如 果 这 倾角 大 于 直角 
而 小 于 平角 , 则 这 角 称 为 鳄 角 。 如 果 倾 角 大 于 一 平角 ,这 角 称 为 优 角 。 两 
条 边 重合 的 优 角 称 为 周 角 。 


hp 人 、 
锐角 直角 锦 角 平角 Ze OO- 


图 7.2-2 各 种 角 的 名 称 

角 的 测量 单位 

所 有 测量 角 的 方法 都 是 以 圆 的 等 分 为 基础 的 ( 见 图 7.2-3)。 有 两 种 
测量 单位 , 它们 分 别 基于 度数 的 测量 和 弧 长 的 测量 。 

- 度数 ”如 果 用 一 些 半径 将 一 个 圆 分 成 360 等 分 ， 那 末 相 邻 两 条 半径 
之 间 的 夹 角 称 为 一 度 ( 记 作 1°)。 这 样 ， 一 度 是 周 角 的 三 百 六 十 分 之 一 ， 
或 是 直角 的 九 十 分 之 一 。 一 度 又 可 分 成 60 分 〈 记 作 工 )， 一 分 又 可 分 成 
60 秒 ( 记 作 1')， 虽 然 度 以 下 单位 的 名 称 和 小 时 下 面 单位 的 名 称 相同 , 但 
应 采用 不 同 的 记号 来 区 分 角度 的 单位 和 时 间 的 单位 。 


-7.2 角 249 


jo 一 60'=3600"， 1 工 小 时 (h)=60 分 (min) = 3600 秒 (s) 


也 有 一 种 新 的 角度 制 , 它 把 圆 分 成 400 等 分 ,把 直角 分 成 100 等 分 ， 
等 分 称 为 一 新 度 或 一 级 ( 记 作 了 5)。 它 分 成 100 新 分 ( 记 作 二), 每 一 新 分 


每 一 


才 


又 分 成 100 新 秒 ( 记 作 工 ? 。 


| 1e=100°=10000°° | 


对 于 一 直角 有 :1 家 角 =90° 一 5400' 一 324000"，1 直角 = 100g = 10000* 
一 1000000*。 在 测量 学 中 习惯 上 使 用 度数 ,但 将 它 按 十 进 制 等 分 。 


图 7.2-3 具有 线性 刻度 的 量 角 器 
Qa=57°, a—43.7 mm 
[全 1】 将 62°48'15" 化 为 新 度 。 
48'=438°/60=0.8° 
15"=15°/3600=0.004167° 
62°48'15' =:62.804167° 
会 62.804167.1008/190 
一 69.78234s 
一 69s78"24cc。 
【 例 3】 将 135r46"82o 化 为 度 、 分、 秒 。 
135g46"82“ 一 100g 十 35.46828 会 90" +35.4682.90°/100 
一 121.92138” 
0.92138° =0.92138.60'=55.2828’ 
0.2828'=0.28238.60"=16.968"” 
135g46-82* 121°55'17"。 
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一 些 等 式 


90° 会 1008 100 =90° 
1° 会 10s/9~1.111111...e le 人 9°/10=54 
1' 会 1/60.,108/9~0.018519s 1° 人 54'/100=32.4" 
1" 会 1/3600.108/9~0.000309s 1°%°=324"/1000=0.324" 


纪 长 ”在 一 个 癌 内 ， 两 条 半径 之 间 的 弧 长 4 正比 于 它们 之 间 的 角度 
和 它们 的 长 度 , 下 面 的 比例 式 成 立 ; 


贺 周 长 : 弧 长 = 周 角 :圆心 角 2rr:g = 360° 0° 


由 此 可 得 出 弧 长 和 半径 之 比 取决 于 该 强 所 对 的 圆心 角 。 
a:r=[g.1°/(360.1°)].2% 
= {a/360) .2% 
一 2ma/360 
=— (wm/180) .oo 
于 是 ,如 果 圆 的 半径 是 已 知 的 话 , 可 以 用 图 
周 上 的 约 长 来 测量 所 对 的 圆心 角 。 因 北 一 角 的 
弧度 定义 为 商 : 
a/r=[a*1°/(180.1°)]:r 
一 (oz/180)a=2=arcao。 
这 种 测量 的 单位 称 为 一 个 维度 (1 rad)。 一 个 弧度 就 是 长 为 圆 的 半 
径 的 弧 所 对 的 圆心 角 。 
1rad=57.29578° 二 57°17'44.8” 守 57°17'45"( 见 图 7.2-4)。 


图 7.2-4 1 弧度 是 弧 
度 测 量 的 单位 


a:r=[a:1°/(180.1°)]r =2=arca 


1 rad 会 57°17'45" 会 63.6620s 
1° 人 会 (wf/180)rad~0.017453 rad 


le 人 (xw/200)rad 守 0.0157076 rad 


单位 图 是 指 半径 为 工 个 长 度 单 位 的 圆 。 这 样 , 对 于 单位 圆 , 一 个 角 的 
弧度 就 等 于 圆周 上 所 对 应 的 弧 的 长 度 。 


角 及 其 度量 的 概况 
” 锁 角 直角 | 钱 角 | 平角 | 优 负 | 周 角 
度 30° ! 45° 57°1745" 90” 180° 270° 360” 
新 度 331/ag | 50% 63.66203 100% 2007 300 4003 
弧度 条/6 mr/4 1 了 /2 T 3x/2 27 


相交 直线 之 问 的 天 角 


平面 上 的 两 条 相交 直线 组 成 四 个 角 , 分 为 邻 角 和 对 顶 角 两 种 。 
邻 角 ”两 相交 直线 之 间 的 夹 角 中 ， 有 一 公共 顶点 8 和 一 条 公共 边 的 
两 角 称 为 邻 角 。 另 外 两 条 边 是 沿 着 其 中 一 
条 直线 、 从 8 出 发 方向 相反 的 两 条 射线 ， 
因此 这 两 个 角 组 成 一 个 平角 。 例 如 ， 在 图 
中 我 们 有 
a+B=B+y=7+6 
~6+a=180°。, 


图 7.2-5 邻 角 ,例如 & 和 8; 
两 个 邻 角 ( 个 如 ac 入 ) 不 一 定 要 相等 。 如 对 顶 角 , 例如 < 和 ? - 


果 它 们 相等 , 那 末 每 一 只 和 角 一 定 是 180° 的 一 半 , 即 是 一 个 直角 。 在 定义 
正 交 线 时 已 提 到 过 , 它 是 下 面 这 个 定义 的 基础 。 


西 条 直线 相交 后 , 若 它 们 之 间 的 领 角 相 等 : 那 末 四 个 角 中 任意 一 个 角 

车 任意 两 个 角 之 和 为 180°, 不 管 它们 相 邻 与 否 , 则 称 它们 是 互补 的 。 

称 和 为 90° 的 两 个 角 是 互 余 的 。 邻 角 一 定 是 互补 的 , 但 互补 的 角 只 是 在 
它们 有 一 公共 的 这 时 并 是 邻 角 。 

对 项 角 ”相交 直线 之 间 有 一 公共 顶点 而 无 公共 边 的 两 个 角 称 为 对 顶 

角 , 不怕 引起 混 诺 的 话 或 者 就 简单 地 称 为 对 角 。 由 于 两 个 对 顶 角 没有 公 

其 边 ,一 个 角 的 两 条 边 的 方向 一 定 和 另 一 角 的 相反 。 图 ?.2-5 中 4 和 YY， 

6 和 6 都 是 对 顶 角 。 

对 项 角 相 等 ,这 是 因为 每 一 个 角 与 一 个 公共 的 凶 角 之 和 都 等 于 180"。 


两 条 平行 线 和 一 条 直线 之 问 的 天 角 
如 果 一 对 平行 线 和 第 三 条 直线 相交 ( 见 图 7.3-6)， 它 们 共 组 成 八 个 
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角 , 可 分 成 两 组 , 每 组 有 四 个 相等 的 角 。 例 如 ， 
wa 一 7 一 ca 一 YY B=6=B'=60’', 


2 \ 1 + Ua 
7 的 
1 L na 
” 外 角 对 和 内 角 对 


图 7.2-6 平行 线 和 图 7.2-7 平行 线 和 交 
截 线 之 闻 的 夹 角 线 之 间 夹 角 的 举例 


有 一 公共 顶点 的 那 几 对 角 要 末 是 对 顶 二 人 如 果 它 们 的 边 
方向 相反 , 则 是 对 项 角 。 例 如 a=7, 或 8' 一 5。 如 果 它 们 有 一 公共 边 ,而 
它们 的 另 一 边 方向 相反 , 则 是 邻 角 。 ee 180°。 

顶点 不 同 的 那 几 对 角 可 分 成 以 下 几 类 ( 见 图 7.2-7)。 

_ 工 同位 育 ;: 一 个 角 的 两 条 边 的 方向 和 另 一 个 角 的 相同 , 如 wa=w, 或 
y 一 7 
加 2. 交错 角 : 一 只 角 两 条 边 的 方向 和 另 一 只 角 的 相反 ， 如 a=y' ,或 
?一 wa。 

3， 内角 和 外 角 ， 它们 的 边 在 平行 线 上 方向 相同 ， 而 在 相交 直线 上 
方向 相反 。 如 果 这 些 边 包 含 了 平行 线 之 间 的 线段 , 那 末 这 两 角 是 内 角 , 否 
则 称 为 外 角 。 例 如 at5'=180°, 是 外 角 ; 7 十 B'==180°, 是 内 和 角 。 

如 果 两 条 平行 线 和 第 三 条 直线 相交 ， 那 末 同 位 角 相 党 交错 角 相 党 ， 


这 些 定理 有 道 定理 ， 洪 两 条 直线 和 第 三 条 相交 ， 如 果 辣 位 角 或 交错 
角 相 等 ,或 者 内 角 或 外 角 互 补 , 则 这 两 条 直线 平行 。 

即使 对 于 不 平行 的 两 条 直线 , 其 角 的 相对 位 置 也 可 有 三 种 类 型 。 于 
是 定义 交错 角 是 在 相交 直线 的 两 侧 , 并 且 两 角 或 者 都 在 这 两 直线 之 闻 , 或 
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者 部 在 两 直线 之 外 。 其 他 类 型 的 角 痢 在 相交 直线 的 同一 侧 。 外 角 都 在 这 
两 直线 之 外 , 内 角 则 在 它们 之 间 。 同 位 角 中 的 一 个 角 在 两 条 直线 之 内 , 另 
一 个 在 两 直线 之 外 。 


角 的 作法 


三 角 板 通常 三 角 板 有 一 只 直角 和 两 只 个 * 的 角 ， 或 者 一 只 是 60° 
角 、 另 一 只 是 30° 角 。 将 这 些 角 相 加 或 相 减 ， 可 作出 其 他 一 些 角 〈 见 图 
7.2-8)。 用 直 尺 (或 三 角 板 ) 和 圆规 作 角 平分 线 ， 可 以 得 到 另外 一 些 角 
如 22.5", 15*, 7.5。 等 等 。 将 这 些 角 相 加 或 相 减 又 可 得 到 别 的 一 些 角 。 
在 进行 角 的 相 加 或 相 减 时 ,有 时 要 将 已 作 好 的 角 移 动 位 置 。 下 一 段 讨论 
实现 这 种 移动 的 一 种 方法 。 


图 7.2-8 用 三 角 板 作出 一 些 特 殊 的 角 ; 
m=75°, 9 一 15"， 9 一 105” 


角 的 贴 合 “单单 用 直 尺 和 圆规 ， 总 是 能 够 在 另 一 不 同 的 位 置 作 出 -一 
角 , 使 它 等 于 给 定 的 一 只 角 。 


例如 ， 假 定 要 将 一 角 w 贴 合 六 也 
到 有 向 直线 9 上 顶点 了 处 \ 
( 见 图 7.2-9)。 作 图 时 , 先 & 

A 五 4 9 


以 (9 上 的 ) 了 点 和 a 的 顶点 
5 为 圆心 作 两 半径 相同 的 图 7.2-9 人 角 的 贴 合 
圆 。 圆 和 cx 的 两 边 相交 于 4 各 以 及 和 直线 9 相交 于 4 以 4 为 圆心， 
以 |4B| 为 半径 的 圆 弧 和 图 相交 于 B' 点 。 从 卫 点 到 了 的 射线 就 是 被 巾 
合 到 直线 g 上 卫 处 的 a 角 的 另 一 边 。 如 果 a 不 是 用 图 形 给 出 , 而 是 测量 
出 米 的 ,例如 a=52°, 这 时 就 要 用 重 角 器 来 作 图 了 。 

用 直 尺 和 圆规 作 角 “用 直 尺 和 圆规 只 能 作 一 些 特殊 的 角 。 其 中 
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120°, 90", 72° 这 几 个 角 是 通过 用 直 尺 和 加 规 作 出 等 边 三 角形 ,正方 形 和 
正 五 边 形 后 得 到 的 (参见 正 凸 2 边 形 )。 继 续 将 这 些 角 平 分 可 得 60 ， 
30°, 15%, 45”, 36*, 18? 和 9 《只 举 了 些 度数 为 整数 的 角 )。 将 巧 " 和 
9° 相 加 可 得 24?， 然后 有 12",，6? 和 3?。 这 样 用 直 尺 和 圆规 可 以 作出 
所 有 3° 的 倍 角 。 事 实 上 , 能 够 作出 的 度数 为 整数 的 角 就 是 这 些 。 


?7.3 对 称 


轴 对 称 


每 一 个 平面 互 都 可 以 被 妃 中 的 任何 一 条 直线 s 分 成 两 半 《〈 见 图 
7.3- 耻 。 如 果 绕 s 在 空中 旋转 180°, 每 半 个 平面 映射 到 另外 半 个 平面 
上 。 轴 * 的 每 一 个 点 8 是 它 自 身 的 象 , 8 一 3 ， 这 轴 是 一 条 国定 的 直线 。 
此 外 ,任意 一 条 直线 45 和 s 的 夹 角 等 于 它 的 象 43 和 s 的 夹 灸 ，4S 和 
4 8 的 长 度 相 等 。 连接 一 点 和 它 的 象 的 直线 44 垂直 于 s， 并 且 被 3 平 
分 。 每 一 个 图 形 了 了 和 它 的 象 玉 是 全 等 的 。 

这 个 半 平 面 在 一 委 直 于 吾 并 与 它 在 3 处 相交 的 镜子 中 反射 ， 其 效果 
与 刚才 讨论 的 相同 。 因此 称 丸和 它 的 象 开 互 为 镜 稍 或 反射 ， 而 称 这 种 
映射 为 对 一 直线 的 反射 。 然 而 专门 术语 电机 对 称 , 它 是 一 种 几何 映射 或 
变换 ， 由 任意 一 点 己 和 它 的 象 刀 《如 果 和 书 点 不 同 ) 或 者 由 对 称 轴 s 唯 


”图 7.3-1 轴 对 称 习 7.3-2 二 次 反射 可 用 一 平移 
或 旋转 来 代 蔡 
如 时 给 定 了 卫 和 P'， 利 用 |PS,| 一 1P'3,| 可 找到 对 称 轴 上 的 点 So 
以 一 和 也 为 圆心 画 半 径 相等 的 两 个 加 ， 使 它们 相交 。 交点 就 是 Sie 另 
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一 方面 , 如 果 给 定 了 5, 那 末 任 意 一 点 卫 的 象 P' 到 s 的 距离 和 三 到 s 的 
距离 相等 , 并且 PP 垂直 于 s。 

在 图 中 ,最 然 了 的 镜 象 Fr 关于 si 轴 与 百 是 全 等 的 ， 但 如 果 吾 是 定 
向 的 , 那 末 所 和 不 的 方向 相反 。 开 关于 另外 两 轴 ss 和 ss 的 镜 象 8” 及 
FF" 和 也 的 方向 相同 。 平 面 作 任 意 的 变换 , 了 和 的 方向 总 是 相反 , 而 
了 和 FF"、F 和 F" 总 是 人 等, 并且 方 向 相同 。 特 别 是 , 如 果 si1 ss, 那 末 
"可 以 通过 卫 的 平移 来 得 到 。 和 如 果 si 和 ss 相交， 那 末 FF' 可 通过 平面 
的 旋转 从 五 得 到 。 

轴 对 称 图 形 ”如 果 一 图 形 的 某 些 线段 或 点 在 被 选 作 对 称 轴 的 直线 8 
上 , 那 末 图 形 和 它 的 镜 象 一 起 组 成 一 个 轴 对 称 图 形 , 即 是 一 由 互相 对 称 的 
两 部 分 组 成 的 图 形 ( 见 图 7.3-3)。 

2 


2 y 
Ch 
到 
y= 
5 ¢ 6 


图 7.3-3 一 些 轴 对 称 图 形 


中 心 对 称 


除了 可 将 平面 在 空间 中 旋转 180” 外 , 也 可 以 一 点 为 中 心 在 平面 内 旋 
转 180°。 如 用 这 种 方法 可 使 两 个 图 形 4 
重合 的 话 ， 则 称 这 两 个 图 形 互 为 中 心 
对 称 ; 称 这 点 为 对 称 中 心 ( 兄 图 7.3- 允 。 

在 中 心 对 称 的 情况 下 ， 平 面 上 每 
一 点 如 映射 到 点 B', 它 们 之 间 的 线段 
以 对 称 中 心态 点 作为 它 的 中 点 ,这 
种 变换 也 称 为 对 于 点 的 反射 。 象 其 他 
各 种 旋转 一 样 , 它 也 是 一 种 全 等 变换 ， 图 7.3-4 中 心 对 称 
即 图 形 的 大 小 和 形状 不 因 变 换 而 发 生 改变 。 与 轴 对 称 相对 照 , 中 心 对 称 
使 图 形 的 方向 保持 不 变 。 因此 在 中 心 对 称 的 情况 下 , 一 图 形 和 它 的 象 是 
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全 等 的 , 并 且 方 向 相同 。 对 于 同一 点 ,进行 连续 两 次 反射 ， 象 和 不 始 的 图 
形 重合 。 在 中 心 对 称 的 情况 下 , 唯一 固定 的 点 就 是 对 称 中 心 。 

以 一 点 卫 为 中 心 旋 转 一 角度 9 后 ， 图 形 能 与 它 本 身 重 合 ， 则 称 这 种 
图 形 是 径 向 对 称 的 。 中 心 对 称 是 径 向 对 称 的 特例 ,所 对 应 的 p=180"。 所 
有 的 正 多 边 形 都 是 径 向 对 称 的 ( 见 图 7.3-5)。 | 


/NY 


9 一 120* p=60° 9 一 伍 ” 
图 7.3-5 正 多 边 形 的 径 向 对 称 


基本 作 图 法 


线段 中 点 的 作法 ”这 可 作出 使 线段 48B 的 端点 4 和 怠 互 相对 称 的 
对 称 轴 来 实现 。 

以 4 和 8B 为 贺 心 , 作 两 个 半径 相等 的 园 ， 这 半径 应 大 于 4B 长 度 的 
一 半 。 这 两 加 相交 于 对 称 轴 . 上 st 和 sa 两 点 ， 因 此 过 sl 和 s 的 直线 s 和 
4B5 相交 于 中 点 ， 并 和 4B 垂直 。 这 条 线 称 为 48 的 垂直 平分 线 《〈 见 图 


图 7.3-6 平分 一 线段 图 7.3-7 平分 一 个 角 


角 平 分 线 的 作法 ”也 可 利用 轴 对 称 的 性 质 来 将 角 平分 。 以 角 六 (4, 5) 
的 顶点 5 为 圆心 作 一 半径 为 任意 长 的 弧 。 它 和 角 的 两 边 相 交 于 4 和 B， 
4B 的 地 直 平分 线 就 是 图 形 的 对 称 轴 ， 它 将 角 平 分 成 两 半 。 由 于 S 也 在 
这 根 轴 上 , 因此 只 要 再 作出 轴 上 另外 一 点 。 这 样 一 个 点 , 例如 S2 可 用 下 
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面 的 方法 作出 : 以 4、 B 为 圆心 作 两 半径 相等 的 弧 ,使 它们 相交 ， 交 点 就 
是 83( 见 图 7.3-7)。 

与 角 的 平分 不 一 样 ， 单 用 直 尺 和 圆规 将 角 三 等 分 只 是 在 特殊 的 情况 
下 才 有 可 能 。 

生 线 的 作法 “过 直线 ! 上 的 一 点 卫 作 
直线 的 垂 线 ， 可 先 以 卫 为 中 心 ， 画 一 半径 
7 为 任意 的 贺 ( 见 图 7.3-8)， 它 交 于 1! 上 
的 4 和 B。 以 4 和 B 为 图 心 以 大 于 7 为 
半径 作 两 个 图 。 将 它们 的 一 个 交点 例如 51 
和 书 点 连结 ， 直 线 S1P 就 是 所 要 作 的 垂 
线 。 图 7.3-8 过 直线 上 一 点 

如 果 忆 是 线段 4B 的 中 点 ， 那 末 可 用 作 直线 的 垂 线 
平分 一 线 侦 的 方法 来 作出 过 也 点 垂直 于 48 的 垂 线 。 

过 线 外 一 点 作 重 线 ” 若 要 过 直线 外 的 一 点 卫 作 直 线 的 重 线 , 可 以 卫 
点 为 圆心 作 一 圆 (半径 要 足够 大 )， 交 于 1 上 的 4 和 B。4B 的 垂直 平分 
线 就 是 所 要 作 的 直线 ( 见 图 7.3-9)。 


图 7.3-9 过 线 外 一 点 作 垂 线 图 7.3-10 作 一 直线 的 平行 线 


平行 线 的 作法 ”用 直 尺 和 圆规 作 一 直线 ! 的 平行 线 ， 可 先 过 ! 上 的 
两 点 4 和 台 作 1 的 垂 线 。 在 这 两 条 垂 线 上 标 出 和 1?! 等 距 的 两 点 4 和 
B， 并 且 要 在 ? 的 同一 侧 。 过 和 和 B' 的 直线 就 是 1 的 平行 线 〈 见 图 . 
7.3-10)。 

尺 规 作 图 概述 ” 欧 几 里 得 创立 他 的 平面 几何 是 基于 一 种 公理 体系 。 
这 个 体系 保证 (1) 过 任何 给 定 的 两 点 总 能 够 作 一 条 直线 ，(2) 总 能 作 一 个 
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圆 , 使 它 的 半径 等 于 两 给 定点 之 间 的 距离 ,而 它 的 圆心 是 一 给 定 的 点 。 

因而 , 他 的 一 些 定理 的 证 明 总 是 用 这 样 一 各 方法 ; 也 就 是 使 它们 的 一 
些 论述 归纳 为 关于 线 和 线 或 圆 相交 ,或 圆 和 圆 相交 的 公理 或 基本 定理 。 故 
在 欧 几 里 得 几何 中 ， 所 人 允许 的 作 图 工具 只 能 是 作 直 线 用 的 ( 直 尺 ) 和 作 贺 
用 的 (圆规 )。 因此 , 单 用 直 尺 和 圆规 作 图 这 一 种 要 求 是 与 平面 几何 公理 
的 选择 有 关 , 而 与 作 图 的 精度 无 关 。 事实 上 , 采用 其 他 一 些 工具 来 作 图 ， 
其 精度 往往 会 更 高 些 。 . 

此 外 , 由 于 十 希腊 只 有 初步 不 完全 的 、 而 且 是 不 严格 的 计算 和 代数 方 
法 , 故 他 们 试图 用 直 尺 和 圆规 的 作 图 来 解决 所 有 重要 的 数学 问题 。 例 如 ， 
他 们 肝 作 出 两 个 线段 的 等 比 中 项 来 求 出 平方 根 。 

特别 是 三 个 著名 问题 ， 用 这 种 方法 是 难以 解决 的 ， 

任意 角 的 三 等 分 。 

化 加 为 方 ， 式 作 一 正方 形 ,使 它 的 面积 等 于 一 给 定 圆 的 面积 。 

立方 体 的 倍 积 [ 提 洛 (Delic) 问 题 ]， 求 作 一 立方 体 ， 使 它 的 体积 等 于 
一 给 定 立方 体 的 二 倍 。  ， 

现代 方法 已 经 证 明 ， 所 有 这 三 个 问题 单 用 直 尺 和 圆规 是 不 能 解决 的 
[参见 开 , 第 3 章 3.3 节 一 一 伽 罗 华 (Galois) 理论 ]。 


“9.4 三 角形 


三 角形 的 组 成 部 分 ,三 角形 的 分 类 

如 果 平 面 内 给 出 不 在 一 直线 上 的 三 点 ， 那 末 刚 好 由 三 条 直线 将 它们 
连 起 来 。 由 这 些 直 线 ( 不 如 说 是 由 点 之 回 的 线段 ) 形 成 的 闭合 图 形 称 为 三 
角形 。 这 些 点 是 三 角形 的 三 个 顶点， 它们 之 间 的 线段 称 为 三 角形 的 边 。 
三 角形 都 是 四 的: 这 就 是 党, 对 于 任意 包含 于 三 角形 内 的 两 点 , 它们 之 间 
的 线段 也 包含 在 三 角形 内 。 通 常 将 顶点 标 为 4, B 和 0, 对 着 顶点 的 边 用 
相应 的 小 写字 母 表示 , 即 |4B| 用 c, 1BC| 用 4 及 |04| 用 5 来 表示 。 三 角 
形 的 任意 两 条 边 构成 了 三 角形 一 个 内 角 的 两 条 边 。 内 角 用 顶点 的 序列 来 
标明 ， 或 用 对 应 于 顶点 的 小 写 希 腊 字 母 来 表示 ( 见 图 7.4-1)。 这 样 ， 
04B=a, 4BC=B, YBCA=7Y。, 

如 果 将 一 条 边 延 长 ， 它 的 延长 线 和 另 一 边 构成 的 角 称 为 三 角形 的 一 
个 外 角 。 这 样 , w 是 C4 在 4 点 的 延长 线 和 4 之 间 的 夹 角 ; 有 是 4 
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在 如 点 的 延长 线 和 BC 之 间 的 夹 角 ; y! 是 BC 在 0 点 的 延长 线 和 C4 之 
间 的 夹 角 。 整 个 三 角形 记 为 
A43C。 如 果 族 转 方向 是 4 方 -> 
了 CO04, 则 称 这 个 三 角形 是 正 向 
定向 的 。 

如 果 两 条 边 (q) 相 等 , 则 称 三 
角形 为 等 肛 的 ， 称 第 三 边 为 底 边 
(@)， 它 所 对 的 角 的 顶点 称 为 三 
角形 的 项 点。 在 一 等 边 三 角形 
中 ,所 有 的 三 条 边 都 相等 。 图 ?7.471 三 角形 480 

如 果 所 有 的 内 角 都 是 锐角 , 则 称 这 三 角形 为 锐角 三 角形 。 有 一 个 内 
角 是 直角 , 则 称 为 直角 三 角形 。 有 一 个 角 是 钝 角 , 则 称 为 印 衣 三 角形 。 在 
一 直角 三 角形 中 , 直角 所 对 的 边 称 为 斜 边 ( 见 图 7.4-3)。 


-ANNA 


锐角 三 角形 直角 三 角形 钝 角 三 角形 。 等 腰 三 角形 。 ”等 边 三 角形 


图 7.4-2 三 角形 的 种 类 


三 角形 的 一 些 基 本 性 质 


边 之 间 的 关系 ”从 任意 一 个 顶点 沿 着 边 可 到 达 其 他 任 一 个 预 点 ， 有 
两 种 不 同 的 方法 : 或 者 沿 着 连接 这 两 点 的 边 , 或 者 沿 着 另外 两 条 边 , 而 经 
过 第 三 个 顶点 (例如 : 沿 着 从 4 型 娃 或 者 沿 着 b 和 a 而 经 过 0)。 由 
于 直线 是 两 点 之 间 的 最 短 距离 ,这 就 是 说 c<4a+8, D<a+c 及 4<b 十 co 
用 减法 又 可 导出 六 个 不 等 式 ， ce 一 4<b 或 4 一 c<b ec 一 b<d 或 5 一 c<q， 
以 及 b 一 a<e 或 4 一 b<c。 但 是 在 几何 上 ,其 中 只 有 三 个 不 等 式 是 有 意义 
的 ， 因为 一 个 线 股 之 差 必 基 着 非 负 数 ， 

边 大 于 其 他 两 边 之 着， 
例如 : 长 为 3 和 和 5 个 单位 长 度 的 三 条 边 可 以 组 成 一 个 三 角形 。 而 
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长 为 3, 4 和 8 个 单位 长 度 的 三 条 边 不 能 构成 一 个 三 角形 。 因 为 3+4<8， 
两 条 边 的 和 比 第 三 边 小 了 。 

角 之 间 的 关系 ”过 三 角形 一 顶点 作 
所 对 边 的 平行 线 g (例如 ,通过 C 作 一 条 
平行 于 c=14B| 的 平行 线 )。 这 样 在 C 
点 有 一 平角 ， 它 被 三 角形 的 两 条 边 又 分 
成 三 个 角 。 两 条 平行 线 g 和 c 与 4 和 6 

图 7.43 atBtY=180” 相交。 这样, 交错 角 相 等 : 6=a 以 及 
8 二 B。 现 在 6 十 y+8==180°, 因此 , at+B 十 y==180° ( 见 图 7.4-3)。 


由 于 每 一 外 角 和 一 内 角 是 邻 角 , 下 列 方程 成 立 ; ， 
at+a'=180°, B+B'=180°,， +7y'=180°, 
方程 的 两 边 相 加 得 . : 
(G+B+7Y)+ a’ +B'+y") =540°, 

由 于 a+B8+y=180°, 因而 有 a' 圭 8' 寺 y'=360°。 

三 角形 的 外 角 之 和 等 于 .360-。。 

现在 ， 每 一 个 外 角 和 相 邻 的 内 角 互 补 ， 而 且 已 证 明 内 角 之 和 也 是 
180°, 因而 : 


从 这 些 定理 容易 导出 下 面 的 推论 ， 它 在 物理 学 中 经 常用 到 〈 见 图 
7.4-4)。 


图 7.4-4 边 成 两 两 正 交 的 角 


任 一 条 边 上 : 则 这 两 角 互 补 。 


74 三 角形 261 


角 与 边 之 间 的 关系 ” 设 4BC 为 一 个 三 角形 ,其 中 4>2b, 设 角 ?的 平 
分 线 ww 交 于 |4B|c 的 DD 点。 如 果 三 角形 4DC 对 wy 反射 , 那 末 b 的 
象 是 a 的 一 部 分 ， 因 此 4 的 象 4 在 和 0 之 间 ( 见 图 7.4-5)。4 是 角 
C4'D=a' 的 顶点 , 它 等 于 e= 文 C4D( 根 据 对 wy 的 反射 得 出 )。 


图 7.4-5 在 三 角形 480 中 , a>5 则 有 &>8 


因为 a 是 DB4' 的 外 角 , 因此 它 等 于 8 与 立 BD4' 的 和 。 更 具体 一 
点 , 比 B8 大 。 由 于 a=a, 故 a>B, 这 就 证 明了 车 4>5 则 有 a>6。 反 
过 来 也 能 证 明 , 如果 4>B, 则 4a>>5。 


最 后 一 个 定理 是 由 等 边 三 角形 的 对 称 性 得 出 的 ,我 们 经 常用 到 它 。 例 
如 ,三 角 板 通常 就 是 这 种 形状 的 三 角形 ,或 者 是 等 腰 直 角 三 角形 。 


三 角形 的 全 等 

概述 ”如果 平面 图 形 具有 同样 的 形状 和 同样 的 大 小 ， 则 称 它们 是 全 
等 的 。 通 过 变换 ,全 等 的 图 形 能 重合 在 一 起 。 这 种 变换 将 点 加 以 移动 ,但 
不 改变 (点 和 线 之 闻 的 ) 联 接 关系 、 直 线 之 间 的 夹 角 以 及 线段 的 长 度 。 这 
种 变换 使 面积 也 保持 不 变 , 使 平行 线 还 是 平行 线 。 如 果 全 等 的 图 形 有 相 
同 的 方向 (相对 于 平面 某 固定 的 方向 )， 那 末 平 面 经 过 一 系列 的 平移 和 旋 
转 后 , 图形 之 间 能 互相 变换 。 这 种 图 形 称 为 直接 全 等 。 如 果 它 们 的 方向 


262 第 ? 章 平面 几何 
不 同 , 除了 进行 连续 的 平移 和 旋转 外 , 还 要 对 一 直线 进行 一 次 反射 才能 使 
图 形 重合 , 这 种 图 形 称 为 反 向 全 等 。 称 平移 .旋转 和 反射 为 全 等 变换 ， 它 
们 能 被 用 来 作为 讨论 平面 图 形 全 等 的 准则 。 但 作为 一 种 能 发 现 新 的 几何 
性 质 的 工具 , 它们 的 用 途 远 非 仅 限于 此 。 

关于 三 角形 全 等 的 四 条 定理 ”在 全 等 的 定义 中 ， 要 求 图 形 在 各 个 方 
面 都 要 相等 ,特别 是 对 应 边 的 长 度 和 它们 之 间 的 夹 角 要 相等 。 这 一 节 的 
定理 指出 ,在 某 些 情况 下 ,检验 三 角形 是 否 全 等 只 要 验证 三 个 部 分 就 已 足 
够 了 一 一 如 果 对 于 两 三 角形 这 三 部 分 相等 ， 则 三 角形 全 等 。 这 四 条 定理 
是 : 

1， 如 果 一 个 三 角形 一 边 和 另 一 三 角形 对 应 的 边 相 等 , 以 及 一 个 三 角 


2. 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 角形 对 应 的 两 条 边 相 等 , 以 
及 这 两 条 边 的 夹 角 相 等 , 则 这 两 个 三 角形 全 等 (s, 9a, s)。 


这 两 个 三 角形 全 等 (ss 9)。 
”如 果 用 给 定 的 边 和 角 作 三 角形 , 可 以 看 出 , 只 要 这 些 边 和 角 的 条 件 对 


应 于 上 述 四 个 定理 中 的 
i 一 个 ,也 只 有 这 样 , 才 叭 

20。 一 确定 了 一 个 三 角形 。 
25 如 果 给 定 两 条 边 和 较 小 
se cr 一 边 所 对 的 角 , 例如 4 一 
Ko! 3 个 单位 ,c=5 个 单位 

_ "有 人 信 ! 以 及 a=20°, 那 末 由 图 


4 < .3 4 。 可 以 看 出 ,可 能 有 两 个 
图 7.4-6 这 两 个 三 角形 的 三 个 数据 相同 , 但 不 全 等 三 角形 满足 这 种 条 件 。 
因为 如 果 在 20° 角 一 边 作 一 线 眉 |4B| 等 于 o, 以 点 为 圆心 , 以 a 为 半 
径 作 强 ， 这 缴 交 于 直线 上 两 点 C0' 和 0"， 三 角形 4BC' 和 480" 都 满足 
作 图 要 求 。 又 如 a~80*， 干 是 半径 为 a 的 缴 与 a 的 边 根本 不 能 相交 , 因 
此 也 根本 没有 一 个 三 角形 能 满足 这 一 要 求 ( 见 图 7.4-6, 7.4-7)。 


80° 


c=5 em 
Ge2cm ~~- 


- 


图 7.4-7 用 这 些 数据 根本 不 能 作出 一 个 三 角形 

采用 第 一 条 全 等 定理 作 图 时 , 先 找 出 和 给 定 一 边 相 接 的 两 只 角 , 则 作 
图 较为 方便 。 如 果 其 中 一 只 角 在 数据 中 没有 给 出 , 则 可 用 三 角形 的 内 角 
之 和 的 定理 来 求 得 。 例如 给 定 了 c, a 和 ?， 则 可 计算 出 8=180° 一 a 一 7， 
然后 在 给 定 线段 的 两 个 端点 作出 两 个 符合 要 求 的 角 就 能 画 出 这 个 三 角 : 
形 。 或 者 采用 另外 一 种 方法 , 可 以 避免 计算 。 通过 a 角 末 定 边 上 任意 一 
点 0 作 一 直线 , 使 它 和 a 角 的 未 定 边 成 角度, 那 末 过 号 点 且 与 这 条 直 
线 平行 的 直线 就 是 三 角形 4BC 的 第 三 边 。 


三 角形 的 横 截 线 和 特异 点 


任何 与 三 角形 相交 的 线 称 为 横 蕉 线 。 

垂直 平分 线 ”一 条 边 的 垂直 平分 线 是 指 通过 这 边 的 中 点 并 和 这 边 成 
直角 的 直线 。 

三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 相 交 于 一 点 M, 称 为 三 角形 外 接 圆 的 圆 
bo 

在 一 线段 的 垂直 平分 线 上 的 点 是 一 些 和 线段 的 端点 等 距离 的 点 。 因 
此 两 条 垂直 平分 线 , 例如 ma 和 ms 的 交点 和 BC 及 04 两 条 边 的 端点 等 
距离 。 即 和 三 角形 . 
的 三 个 顶点 等 距 
离 ， 因 而 它 一 定 在 
第 三 条 垂直 平分 线 
上 。 事 实 上 , 六 是 
通过 三 角形 三 个 项 
点 的 一 个 圆 的 
心 ， 这 个 圆 称 为 外 图 7.4-8 垂直 平分 线 和 外 接 贺 
接 圆 ，M 称 为 外 心 〈 见 图 7.4-8)。 外 接 圆 的 半径 是 1 到 三 角形 顶点 的 
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距离 。 锐 角 三 角形 的 外 心 在 三 角形 内 , 印 角 三 角形 的 外 心 在 三 角形 之 外 ， 
而 直角 三 角形 的 外 心 在 斜 边 上 ， 
故 斜 边 就 是 外 接 圆 的 直径 。 和 斜 
边 为 4B 的 所 有 直角 三 角形 的 顶 
点 5 都 在 直径 为 4B 的 贺 上 。 这 一 
发 现 应 归功 于 梅里 图 斯 的 泰勒 其 
(Thales, 约 公 元 前 624~547 年 )。 
为 了 纪念 他 ， 有 时 称 这 贺 为 泰勒 
图 7.479 泰坦 所 定理 斯 园 ( 见 图 7.4-9)。 

泰勒 斯 定理 。 两 直角 边 分 别 通过 固定 点 和 4 和 B 的 所 有 直角 顶点 
Ci 的 轨迹 是 一 个 以 4B 为 直径 的 网 。 

等 腰 三 角形 的 外 心 在 对 称 铀 上 , 它 是 底 边 的 答 直 平分 线 。 

。 三 角形 三 条 边 的 中 点 4 也 和 0' 是 内 部 一 个 小 三 角形 的 顶点 ( 见 图 
7.4-10)， 这 小 三 角形 的 边 平行 于 原来 三 角形 的 边 ， 因 而 三 角形 4B0 的 
边 的 垂直 平分 线 也 和 三 角形 4'B0' 的 边 垂直 , 并 通过 三 角形 4B'0' 的 顶 
点 , 它们 是 三 角形 4'B'C' 的 高 。 


cc 
C 
- 殴 
/A B 4 NA 
图 7.4-10 垂直 平分 线 和 高 图 7.4-11 三 角形 的 高 


高 ”过 顶点 并 和 对 边 《 或 它们 的 延长 线 ) 垂直 的 线 为 三 角形 的 高 (或 
垂 线 ), 在 图 中 ,它们 鸭 长 度 用 和 、h 和 hh 表示 ( 见 图 7.4-11)。 
锐角 三 角形 的 垂 心 在 三 角形 内 ， 钝 角 三 角形 的 重心 在 三 角形 外 ， 而 
直角 三 角形 的 重心 就 是 直角 的 顶点 。 在 等 腰 三 角形 中 , 通过 三 角形 项 点 
的 高 同时 也 是 底 边 的 垂直 平分 线 , 这 两 根 线 都 和 对 称 办 重合 。 
. “利用 垂 心 可 解决 下 面 的 问题 ， 在 一 有 限 的 平面 区 域内 ， 比 如 在 一 张 
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纸 上 , 作 一 根 直 线 , 使 它 通过 给 定点 豆 以 及 两 不 平行 的 直线 五 和 为 的 交 
点 C, 但 这 交点 不 在 这 个 区 域内 。 作 图 的 | ， : 
方法 是 ; 过 五 点 作 久 入 的 垂 线 ， 每 一 根 1 ， 
垂 线 与 另 一 根 直 线 相交 ， 例 如 交点 为 4 和 
已 ， 这 两 根 垂 线 就 是 三 角形 4B0 的 高 。 因 
此 第 三 条 高 一 定 通过 C 点 和 三 角形 4BC 
的 重心 互 ， 这 第 三 条 高 就 是 要 求 作 的 直 
线 , 这 可 通过 五 作 4B 的 垂 线 c 来 完成 ( 见 
图 7.412)。 

中 线 ”三 角形 的 中 线 连 接 每 条 边 的 中 


图 7.4-12 过 点 五 和 两 条 
点 和 所 对 的 顶点 。 在 图 中 它们 的 长 度 用 ” 非 平 行 线 刀 和 妨 的 不 可 及 


so 5 和 s。 来 表示 ( 见 图 7.4-13)。 的 交点 作 一 条 直线 


为 了 证 明 这 条 定理 ,图 中 两 条 中 线 4D 和 BE 已 作 好 , 直线 BD, 4B 
0 与 C4, CB, AD 及 EB 相交 。 由 于 可 


以 证 明 
ICB|:|CcDI= 104|:108| 
了 \ ~=2:1 


《利用 截 距 定理 ,或 更 确切 些 用 它们 的 
立 定理 )，4B 和 BD 是 平行 的 ,它们 


B 
4 的 长 度 之 比 为 331。 因此 
图 7. 和 13 三 角形 的 三 条 中 线 ISAI:1SD|=1SB|:1SE| 
相交 于 一 公共 点 号 —|AB|:|BD| =2:1, 


对 于 另外 一 对 中 线 也 是 如 此 ， 例 如 CF 和 BE, 它们 的 交点 又 一 定 是 5， 
因为 将 18E| 分 成 2:1 的 只 有 一 个 点 。 

角 平 分 线 在 图 中 , 三 角形 的 角 平 分 线 用 人 W。，We 和 人 Wy 表示 。 

三 角形 三 条 角 平 分 线 相交 于 一 点 MX, 称 为 三 角形 的 内 心 。 

wa 和 ws 的 交点 用 到 5 和 < 的 距离 相等 (因为 ww 平分 角色 以 及 到 
c 和 4 的 距离 相等 (因为 ws 平分 角 6), 因 此 收 到 & 和 2 的 距离 也 相等 ， 
故 它 一 定 是 在 ww 上 。 这 点 到 三 角形 各 边 的 距离 是 三 角形 内 切 辆 的 半径 ， 
内 切 圆 和 三 角形 的 每 一 边 相 切 于 一 点 。 太 是 三 角形 的 内 心 ， 切 点 也, 如 
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和 书 是 过 2 的 垂 线 和 边 的 交点 ( 见 图 7.4 -1 和 9)。 外 角 ( 或 它们 的 对 顶 
角 ) 的 角 平 分 线 相交 于 三 点 到，Ms 和 M。, 它们 是 三 角形 三 个 盎 切 图 
的 圆心 。 一 沉 切 加 和 三 角形 的 一 边 及 其 他 两 边 的 延长 线 各 相 切 一 点 。 等 
腰 三 角形 项 角 的 角 平 分 线 和 将 边 的 中 线 、 垂 直 平 分 线 以 及 高 重合 在 一 
起 。 


图 7.4-14 三 角形 的 三 个 旁 切 加 


7.5 四 边 形 


一 般 性 质 

四 边 形 内 角 之 和 ”在 射影 几何 学 中 ,平面 中 四 点 (其 中 没有 三 点 在 一 
条 直线 上 ) 定 义 了 一 个 完全 四 边 形 , 它 有 六 条 边 。 但 在 普通 平面 几何 中 ， 
一 四 边 形 只 有 四 条 边 ， 这 些 边 取 决 于 点 的 给 出 次 序 。 如 果 点 是 4, B,C 
和 也 , 那 末 线 自 14B| =a, |80|=b, |CD|=c 和 |D4|=& 是 四 角形 或 
四 边 形 的 边 , 另外 两 条 连 线 140| =e 和 | BDI =j 是 它 的 对 角 线 , 不 算 作 
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边 。 通 常 选 择 的 (点 的 ?次 序 给 出 一 个 凸 四 边 形 , 但 它 也 可 以 是 巴 的 ,或 者 
其 至 在 豚 端 的 情况 下 是 一 反 折 四 边 形 。 


图 ?7.5-1 出 四边 形 图 7.5-2 ” 反 拆 四边 形 ( 左 ) 和 媚 四 边 形 ( 右 ) 


如 果 一 四 边 形 不 是 反 折 的 ( 见 图 7.5-1, 7.5-2)， 有 一 条 对 角 线 将 它 
分 成 两 个 三 角形 ,. 使 这 两 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 四 边 形 的 内 角 和 ， 以 下 
可 以 说 明 将 角 3# 和 算 作 反 折 四 边 形 的 内 角 是 合理 的 。 如 果 对 于 非 反 折 
的 四 边 形 ， 有 一 矢量 沿 着 四 边 形 的 一 边 向 这 边 的 端点 移动 ， 到 达 端 点 后 
按 正方 向 旋转 ,直到 它 的 指向 沿 着 下 一 条 的 边 。 这 样 重复 下 去 , 使 矢量 回 
到 原来 的 起 始点 , 它 一 共 旋 转 了 360°”。 计算 如 下 : 

(480° ~a) (180°—B)+ (180°—7y)+ (180°—8)=360° 
或 者 a 二 B+y 二 6 二 360°。 
但 对 于 反 折 四 边 形 , 相应 的 方程 有 : . 
(180° —a) + (180° ~—B) + (180°+y) + (180°+6)=720°, 
从 图 中 可 以 看 出 ， 由 于 4= 8 以 及 在 人 A4BS 中 有 180" -ww = 一 6 十 8 和 
180° 一 B==a 十 8, 故 单 从 上 面 的 方程 就 可 得 出 这 一 关系 式 
a+B+yi+éd+e+H=360°, 

四 边 形 的 内 角 之 和 等 于 360°。 

四 边 形 的 分 类 ” 某 些 凸 四 边 形 有 其 特殊 的 名 称 ( 见 图 7.5-3)。 

按 边 的 长 度 分 类 ; 


一 般 四 边 形 四 条 边 的 长 度 各 不 相等 ; 
风筝 形 两 对 邻 边 相 等 ; 
平行 四 边 形 两 对 对 边 相 等 ; 


蓉 形 四 条 边 相等 。 
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A ~ 


沁 . 


| < 
图 7.5-3 一 些 竺 殊 四 边 形 
-” 按 边 的 相对 位 置 分 类 ; | 
一 般 四 边 形 | 没有 一 对 边 是 平行 的 ; 
梯形 有 一 对 边 互相 平行 ; 
平行 四 边 形 有 两 对 边 互 相 平 行 。 
”平行 四 边 形 . 


概述 ”每 一 个 平行 四 边 形 有 两 对 相等 的 对 边 和 两 对 相等 的 内 对 角 。 
> 。 如 果 四 条 边 都 相等 , 则 称 为 半 形 。 四 只 

2 已 2 。” 角 相 等 的 平行 四 边 形 称 为 长 方形 ， 因 
LD 而 每 个 角 是 360。 的 四 分 之 一 ,或 者 是 
，。 一 只 直角 。 如 果 所 有 的 四 边 以 及 所 有 

Lh 的 四 角 相等 ， 这 平行 四 边 形 是 一 个 正 
. 方形 。 正 方形 是 四 只 和 角 相 等 的 获 形 ， 

图 7.5-4 平行 四 边 形 (长 姜 形 )》 也 是 四 条 边 相等 的 长 方形 。 有 时 称 既 
不 是 姜 形 又 不 是 长 方形 的 平行 四 边 形 为 长 著 形 。 下 面 的 定理 是 由 三 角形 
的 全 等 定理 得 出 的 ( 见 图 7.5- 信 。 

平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 , 相 邻 内 角 互 补 , 内 对 角 相等 。 

”对 称 性 质 长 方形 有 两 根 对 称 轴 ， 它 们 通过 每 对 边 的 中 点 。 而 匡 形 
的 对 称 四 通过 顶点 ， 因 而 正方 形 ( 即 直角 菱形 ) 有 四 根 对 称 轴 。 每 个 平行 
四 边 形 对 角 线 的 交点 是 一 个 对 称 中 心 。 

对 角 线 将 平行 四 边 形 分 成 两 对 全 等 三 角形 。 
长 方形 (以 及 正方 形 ) 的 两 根 对 角 线 相等 。 蓉 形 ( 以 及 正方 形 ) 的 两 根 


a 
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对 角 线 相交 成 直角 ,并 平分 它 的 内 角 。 它们 将 鞭 形 分 成 四 个 全 等 的 三 角 


平行 四 边 形 的 作法 ”由 于 每 根 对 角 线 将 平行 四 边 形 分 成 两 个 全 等 的 
三 角形 , 因此 就 象 对 于 三 角形 一 样 , 决定 一 予 行 四 边 形 需要 三 个 独立 的 数 
据 。 对 于 一 般 的 四 边 形 ,还 要 增加 两 个 数据 , 共 需 五 个 数据 ， 因 为 这 两 个 
三 角形 不 再 全 等 , 但 有 一 条 公共 边 ( 对 角 线 )。 对 于 长 方形 或 荆 形 只 要 两 
个 数据 ,而 对 于 正方 形 只 要 一 个 数据 就 行 了 。 通 常 ,对 于 正方 形 可 给 出 边 
A 对 于 长 方形 给 出 两 条 不 同 的 边 长 ， 或 者 一 条 边 和 一 条 对 角 
线 。 另 一 方面 ， 对 于 菱形 一 个 数据 是 角度 ， 另 一 个 数据 是 边 或 一 条 对 角 
线 。 所 有 的 作 图 都 要 作出 图 形 中 的 三 角形 ， 因 而 它 原则 上 和 三 角形 的 作 
图 没有 什么 差别 。 

梯形 

梯形 是 一 种 凸 四 边 形 ， 它 (至 少 ) 有 一 对 平行 的 边 。 如 果 梯 形 中 不 平 
行 的 一 对 边 相 等 , 则 称 它 是 等 腰 的 。 有 两 对 平行 边 的 梯形 是 一 平行 四 边 
形 。 称 梯形 两 条 平行 的 边 为 它 的 底线 ， 而 称 较 长 的 一 条 为 它 的 底 ， 连 接 
非 平 行 边 两 个 中 点 五 和 五 的 线段 称 为 梯形 的 中 线 ( 见 图 7?.5-5, 7.5-6)。 
中 线 和 底线 1 48B|=a 以 及 1CDI=e 平 行 ， 否 则 的 话 ， 过 至 点 和 4B 平 
行 的 线 会 交 于 BC 上 的 一 点 丸 。 根 据 截 距 定理 (8 点 作为 线束 的 承载 点 )， 
方程 1DB}: 1B41=10F"|:1F"B| 成 立 。 但 是 假定 1DEI:184|=|CF| 
:1FB|=1， 因 此 了 = 扩大 BFI45B。 如 果 是 通过 也 入 的 直线 与 
4B 延长 线 的 交点 ， 则 三 角形 BGF 和 CDF 全 等 。 因此 |4G| =atc, 考 
起 三 角形 4GD, 可 得 1%= 《g++c) /2。 


图 7.5-5 梯形 对 角 线 中 点 的 距离 图 7.5-6 梯形 


270 第 7 章 平面 几何 
梯形 的 中 线 和 两 底线 平行 ,并 是 它们 和 的 一 半 , 即 m= (4a+c)/2 (等 


设 说 形 的 底线 14B1=a 和 10D|~e， 设 及 和 21; 是 对 角 线 4C 
和 BD 的 中 点 。 经 过 每 个 中 点 、 和 梯形 较 近 的 一 边 平行 的 线 与 4B 相交 
于 也 和 G, 和 CD 相交 于 一 点 鼠 。 因为 

1ZDZ1=c/2=1CZ| 

《 见 图 7.5-6)。 由 于 

- 1DE|=|AF|=c/2=|CE|=|BG|, 
医 此 |FG| ~4~c。 现 在 MM 平分 三 角形 BPG 的 边 ， 因 此 是 底 边 的 
1/2, 故 有 MiM2=m'= (a 一 0)/2。 

从 关于 平行 线 的 定 : 理 可 以 得 出 梯形 每 一 边 的 内 角 是 互补 的 。 

在 梯形 非 耶 行 边 上 的 由 角 之 和 等 于 180-。 

作 一 个 简 形 ,需要 四 个 妆 立 的 数据 ,而 对 于 等 磺 樟 形 只 要 三 个 数据 训 
够 了 。 

半 展 宰 形 的 两 条 对 角 线 相等 , 底 角 也 相等 


风 澡 形 和 燕尾 形 


两 对 邻 边 相等 的 是 四 边 形 称 为 风筝 形 。 
风筝 形 的 对 角 线 互相 委 直 ， 其 中 一 根 是 对称 轴 ， 将 四 边 形 分 成 两 个 


全 等 的 三 角形 ， 另 一 根 将 它 分 成 两 个 壮 且 的 三 角形 ( 见 图 )。 四 边 相 等 的 


两 对 邻 边 相等 的 四 四 边 形 是 一 此 
足 形 ( 见 图 7.5-7)。 和 风筝 形 一 样 ， 
它 的 两 条 对 角 线 相互 垂直 ， 其 中 一 根 
是 对 称 四， 将 它 分 成 两 个 全 等 的 三 角 
””。 形 。 另 一 根 对 角 线 在 四 边 形 的 外 面 ， 
的 腰 是 那 两 对 相等 的 四 边 形 的 边 。 可 以 用 燕尾 形 来 作出 一 线段 的 中 点 ,而 
这 线段 处 于 有 限 平 面 区 域 的 边缘 。 用 这 方法 作 图 可 不 必 超 越 这 个 区 域 的 
范围 。 决 定 一 风筝 形 或 薪 尾 形 需要 三 个 独立 的 数据 。 
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7 了 .6 ”多边 天 
一 般 多 边 形 
由 直线 组 成 的 封闭 平面 图 形 称 为 多 边 形 ， 它 们 可 以 根据 项 点 的 数目 


米 进 行 分 类 。 三 角形 和 四 边 形 是 竺 殊 的 多 边 形 。 和 如 果 两 条 非 相 邻 的 交 相 
交 ， 则 称 它 是 反 折 的 。 如 果 连 接 


多 边 形 任 意 两 点 的 线段 总 是 在 多 
边 形 的 内 部 ， 则 它 是 凸 的 。 在 这 
种 情况 下 ， 任 意 一 个 顶 角 都 小 于 


180*。 否则 的 话 , 则 称 多 边 形 是 。 丁 多 边 形 。。 反 折 多 边 形 。 加 多 边 形 
钙 的 ， 它 有 一 个 或 一 个 以 上 的 四 图 7.6-1 和 名 种 类 型 的 多 边 形 
角 ， 该 处 的 内 角 大 于 180。( 见 图 7.6-1)。 

连接 多 边 形 相 邻 顶点 的 线 慢 称 为 它 的 边 ， 其 他 一 些 连接 顶点 的 线段 
称 为 它 的 对 角 线 。 边 的 数目 等 于 顶点 的 数目 。 在 有 “个 顶点 的 %w 边 形 
中 ,每 一 个 顶点 用 对 角 线 和 其 他 % 一 3 个 顶点 连 起 来 。 但 是 从 第 不 个 顶点 
到 第 办 个 顶点 的 对 角 线 同 从 第 和 m 个 顶点 到 第 大 个 顶点 的 对 角 线 是 同一 
根 ， 因 而 n 边 形 的 对 角 线 数目 是 nCn~3)/2。 对 于 mn 一 3, 公式 表明 三 角 
形 没有 对 角 线 。 对 于 %= 4 表明 四 边 形 有 两 根 对 角 线 。 和 及 边 形 的 一 个 
顶点 相连 的 对 角 线 将 多 边 形 分 成 (2 一 2) 个 三 角形 。 医 此 凸 n 边 形 的 内 角 
之 和 是 (mn 一 2) .180*。 这 公式 给 出 了 三 角形 内 角 之 和 是 180°, 以 及 四 边 
形 的 内 角 之 和 为 2'180° ==360°。 


正 西 多边 形 


正 西 % 边 形 有 % 条 相等 的 边 和 n 个 相等 的 角 。 在 正 % 边 形 内 可 以 
有 一 个 内 切 罚 ， 它 的 每 条 边 是 圆 的 切线 。 同 时 另外 有 一 个 圆 与 它 外 接 ， 
% 边 形 的 每 条 边 是 圆 的 弦 。 由 于 凸 % 边 形 的 内 角 之 和 是 (4 一 2) ,180”, 以 
及 所 有 的 内 角 都 相等 ， 因 而 每 个 内 角 为 = (一 2) .180"/m=180 "一 
360°/n。 正 % 边 形 的 顶点 到 外 接 圆 的 圆心 到 的 一 些 半 径 将 它 分 成 ?个 
全 等 的 等 显 三 角形 ， 每 个 等 腰 三 能 形 的 顶 角 是 360”/w， 因而 这 一 角度 
和 > 一 起 完全 可 以 决定 这 个 正 ” 边 形 。 

正六 边 形 “在 这 情况 下 ， 这 六 个 全 等 三 角形 是 等 边 三 角形 ， 它 们 所 
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和 如果 正 十 边 形 内 接 于 一 半径 为 和 的 图 ,以 及 Y 被 黄金 分 定 , 那 末 分 成 


正 十 边 形 可 以 用 下 面 的 方法 作出 : 作出 半径 为 > 的 圆 的 直径 4B， 
作出 垂直 于 它 的 半径 MD， 设 吾 是 4 的 中 点 ， 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 
[HD|?= {DAI?+ IHM|I?= (7/2)?+7?= (5/4)7?。 

这 样 ，| 互 DI=rV 5/2。 以 五 为 圆心 、{ 瑟 D| 为 半径 的 弧 交 于 MB 的 

五 点 , 那 末 
[MEi=|HE|-|IHM|I=(rV5 -站 /23=slo。 

一 个 隔 一 个 地 取 正 十 边 形 的 顶点 , 可 以 得 到 正 五 边 形 , 因而 有 正 5 边 形 ， 

正 10 边 形 , 正 20 边 形 ,……, 正 5:2" 边 形 这 一 整个 序列 。 

正 十 七 边 形 ”对 于 上 面 讨论 的 正 多 边 形 以 及 正 15 边 形 ( 它 的 圆心 角 
为 24°, 可 由 (60°/ 忽 十 (72°/8) =15°+9° 来 作出 ) 的 作法 ， 上 十 希腊 的 数 
学 家 就 已 知道 。 直 到 1796 年 才 发 现 正 多 边 形 的 另外 一 些 作 法 。 在 那 一 
年 , 刚 满 十 九 岁 的 高 斯 证 明了 用 直 尺 和 圆规 是 能 作出 正 17 边 形 的 。 在 他 
的 第 一 本 科学 著作 (1796 年 6 月 工 日 ) 中 写 道 ; 

“对 于 每 个 几何 初学 者 来 说 都 知道 某 些 正 多 边 形 , 即 那 些 三 边 的 , 五 
边 的 以 及 十 五 边 的 ， 还 有 那些 边 数 加 倍 的 正 多 边 形 都 可 以 用 几何 的 方法 
作出 。 在 欧 几 里 得 时 代 就 具备 了 这 些 知 识 。 似乎 从 那 时 起 ， 人 们 确信 初 
等 几何 的 领域 不 能 再 有 所 扩展 了 。 至 少 我 知道 在 这 一 方面 试图 进行 的 突 
破 , 没有 取得 一 点 成 功 。 在 我 看 来 , 对 其 他 许多 正 多 边 形 , 特别 是 正 17 边 
形 能 用 几何 方法 作出 这 一 发 现 应 格外 引起 注意 。 

这 一 发 现 只 是 一 种 更 广泛 的 理论 的 必然 结果 。 这 种 理论 还 不 十 分 完 
善 ,一 旦 完成 就 会 公布 于 众 。 哥 庭 根 大 学 数学 系 学 生 ， 亏 伦 斯 维 克 
的 CG. FF. 高 斯 。” 

这 里 高 斯 所 讲 的 理论 ， 就 是 他 的 割 圆 方程 x* 一 1=0 (为 自然 数 ) 的 
理论 。 这 方程 的 根 , 即 工 的 % 次 方 根 ,在 沿 着 高 斯 的 复数 平面 的 单位 圆周 
的 正则 区 闻 内 , 这 个 加 的 圆心 是 实 轴 和 虚 轴 的 交点 , 它 的 半径 为 1。 如 果 
7 为 形 如 2? 十 1(% 一 0, 1，2,…) 的 素数 ,高 斯 证 明了 单 用 直 尺 和 圆规 可 
以 将 这 个 圆 分 成 % 等 分 。 
事实 上 ,对 于 《=0,1 和 2, 可 得 到 素数 3,5 和 17。 

高 斯 给 了 他 的 学 生 盖 林 (Gerling) 关 于 cos pg 二 《360/17)”) 的 实数 
表示 , 其 中 只 含有 有 理 数 和 平方 根 ; 
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方形 分 成 a 根 长 条 ,每 条 有 4 个 单位 正方 形 , 因而 面积 为 4.4 二 @ 个 单位 
正方 形 ( 见 图 7.7-1)。 


边 长 为 4 的 正方 形 面积 


CPPD 
a | 
LT 


a=6cm 


D 一 4cm 


1cm? 


图 7.7-1 正方 形 面 积 图 7.7-2 长 方形 的 面积 
长 方形 边 长 为 4 和 2 的 长 方形 能 被 a 根 长 条 覆盖 ， 每 根 长 条 用 
个 单位 正方 形 ( 见 图 7.7-2)。 因 此 它 的 面积 为 a5 个 单位 正方 形 。 


| 边 长 为 4 和 5 的 长方形 面积 | A=a.b | 


在 上 面 两 种 情况 ,都 假定 存在 一 些 单位 正方 形 , 它们 的 边 长 和 要 测量 
的 正方 形 或 长 方形 的 边 长 是 能 够 通 约 的 。 但 对 于 边 长 是 任意 实数 , 公式 
也 成 立 。 如 果 4 和 5 是 单位 长 度 e 的 有 理 倍 娄 4== 《pi1/q1)'e 和 5b= 

(ps/qz)*e, 那 未 这 面积 能 被 边 长 为 e' 的 一 些 正方 形 覆 盖 , 这 里 

e= [Lg1, g2l*e’, 
[q1, 92j 是 q91 和 9s 的 最 小 公 倍 数 。 

在 工 第 3 章 内 ,已 证 明了 每 一 个 实数 可 用 有 理 数 来 近似 , 其 精度 可 以 
是 任意 的 用 积分 学 的 方法 , 可 在 合适 
em 的 坐标 系统 中 ， 对 边界 能 用 连续 函数 

来 描述 的 图 形 进 行 面积 计算 。 
平行 四 边 形 ”车 从 一 边 搬 下 一 个 
直角 三 角形 放 到 另 一 边 上 去 ， 一 般 的 
平行 四 边 形 都 可 以 变换 成 与 之 等 积 的 


| 
HA 长 方形 ( 见 图 7.7-3)。 如 果 平 行 四 边 


图 ?7.7-3 平行 外边 形 面积 形 的 高 定义 为 从 一 边 到 对 边 的 垂 线 的 


~ 
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长 度 , 那 末 面积 可 用 一 边 的 长 度 和 所 对 应 的 高 的 乘积 来 表示 : 
A=~Q:h,=b.hoo 


平行 四 边 形 面积 4 一 0 加 一 D 加 


平行 四 边 形 的 面积 是 一 边 长 与 所 对 应 的 高 的 乘积 

三 角形 ”任何 一 个 三 角形 都 可 以 看 成 是 半 个 平行 四 边 形 〈 见 图 
7.7-4。 因 此 , 三 角形 的 面积 是 底 边 和 高 乘积 的 一 半 : 4 一 “pe/2。 在 一 
直角 三 角形 中 , 如 果 选 择 两 直角 边 中 的 一 条 作为 底 , 则 另 一 条 就 作为 高 。 
这 样 ,如 果 a 和 ?是 这 两 条 直角 边 , 面积 就 为 4.5/2。 等 边 三 角形 的 边 长 
为 a， 高 为 4V 3/2 (这 是 从 毕 达 哥 拉 斯 定理 推出 的 ), 则 4=@2V 3 /4。 

三 角形 的 面积 是 底 和 高 来 积 的 一 半 


C B C 
-~~---~---- 7 " 
7 
/ 0 9 
17 G 
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4 6 B 0 » 44 4a & 8B 
2 2 


图 7.7-4 三 角形 的 面积 


只 用 边 来 表示 三 角形 面积 的 公式 由 赫 伦 (Heron) 给 出 : 
A=MV3(s 一 Q)(s 一 0)(s 一 c)， 这 里 28=4+b+c。 

对 于 阿 基 米 德 来 说 , 或 许 他 已 知道 这 一 公式 。 赫 伦 三 角形 是 指 所 有 
的 边 和 面积 都 能 用 有 理 数 来 表示 的 三 角形 。 例如， 如 果 4=13, 5 二 14 
及 c=15， 则 4= V 于 (3 二 13) (型 一 1) ( 开 -15) =V 允 .8.7.6= 
MO.39.Fi 一 84 单位 面积 。 三 角形 的 面积 也 可 用 和 角 与 外 接 圆 半径 或 内 切 
圆 的 半径 来 表示 (参见 工 . 第 11 章 一 一 另外 一 些 定理 与 应 用 )。 

梯形 为 了 求 出 梯形 4BCZ 的 面积 ,将 它 对 一 条 ( 非 平行 ) 边 上 的 中 
点 进行 反射 (或 关于 这 点 旋转 180°, 结果 是 一 样 的 )( 见 图 7.,7-5)。 
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这 样 得 到 的 平行 四 边 形 的 面积 是 梯形 的 两 倍 。 一 条 边 的 长 度 为 
4 十 6, 所 对 应 的 高 h 是 梯形 的 高 ， 因 此 4=(1/2).《at+o)*h。 由 于 梯形 
中 线 mw 的 长 度 为 (4 二 +0)/2, 故 也 可 写成 4=m'h。 


梯形 面积 
nm 为 中 线 , 4 为 高 ) 


A=m:h=(a+c) :hh/2 


图 7.7-5 梯形 的 面积 


如 果 梯 形 的 a 等 于 c, 那 末 它 是 一 个 平行 四 边 形 。 公 式 就 变 成 4= 
(4 十 9) "h/2==a'h, 这 也 就 是 平行 四 边 形 的 面积 公式 。 如 果 < 一 0, 梯形 
就 成 了 一 个 三 角形 ， 公 式 4= (4 十 0) .MA3= aa/3 变 成 三 角形 的 面积 公 
式 。 

风筝 形 ” 风 等 形 被 它 的 对 角 线 e 和 了 分 成 四 个 直角 三 角形 《〈 见 图 
7.7-6)， 这 可 得 出 4=2.J/2 这 一 公式 , 式 中 只 出 现 了 对 角 线 。 这 公式 也 
适用 于 凌 形 , 因 它 是 风筝 形 的 特例 。 而 对 于 对 角 线 为 4 的 正方 形 , 公式 变 
成 4=@/2。 


对 角 线 为 。 和 了 的 风 等 形 面积 
风 黎 形 的 西 积 是 对 角 线 磁 积 的 一 六。 


图 7.7-6 风筝 形 的 面积 图 7. 人 7 一 般 多 边 形 的 面积 
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一 般 多 边 形 ”除了 正 多 边 形 外 ， 习 惯 上 对 一 般 多 边 形 不 建立 面积 公 
式 。 要 计算 多 边 形 的 面积 ， 可 将 它 分 成 一 些 三 角形 和 梯形 ， 因 而 往往 要 
计算 一 些 关 于 三 角形 的 边 长 和 高 的 辅助 数据 。 

最 好 将 多 边 形 分 成 能 用 上 面 的 公式 进行 计算 的 图 形 。 在 实践 中 , 真 
正 起 作用 的 与 其 说 是 计算 的 难 易 , 不 如 说 是 数据 测量 的 精度 。 

图 7?.7-7 表示 了 一 个 不 规则 多 边 形 , 它 被 分 成 一 些 三 角形 和 梯形 。 


直角 三 角形 的 面积 定理 


毕 达 哥 拉 斯 定理 ”由 于 这 一 定理 在 平面 几何 的 一 些 计算 和 证 明 中 起 
主要 作用 ,因而 它 是 该 学 科 中 最 有 名 的 定理 之 一 。 通常 将 它 的 发 现 归 功 
于 萨摩 斯 的 毕 达 哥 拉 斯 ( 约 公元 前 580~496 年 ), 但 这 并 不 十 分 确实 。 有 
关 他 生平 能 考证 的 详细 历史 资料 很 少 ， 然 而 关于 他 和 他 的 一 生 却 有 很 多 
神话 和 传说 。 他 的 定理 其 至 激励 过 一 些 诗人 。 


02 十 D2 一 c2 


c 为 斜 边 ，a 是 另外 两 边 


图 ?7.7-8 上 毕 达 哥 拉 斯 定理 图 7.7-9 用 分 割 来 证 明 


已 知 有 一 百 多 种 方法 能 证 明 这 一 定理 。 其 中 最 简短 的 一 种 , 恐怕 变 
算 下 面 的 一 种 。 从 图 7.7-9 可 以 明显 地 看 出 ， 大 正方 形 的 面积 (a+b)? 
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等 于 小 正方 形 的 面积 c? 加 上 四 个 直角 三 角形 的 面积 。 故 有 
(da 二 D)? 一 2 十 20D 或 0 十 2a0 十 D2 一 c? 十 2ap， 因 而 有 o9 十 妇 一 c?。 
欧 几 里 得 定理 ” 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 经 典 证 明 是 根据 下 面 的 欧 几 里 得 
定理 。 


在 一 直角 三 角形 中 ， 在 一 直角 边 上 的 正方 形 面积 和 一 个 长 方形 的 面 


图 7.7-10 用 欧 几 里 得 定理 图 7.7-11 欧 几 里 得 定理 和 
所 得 的 相等 面积 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 


三 角形 4BD 和 正方 形 4CED 具有 相同 的 底 和 相同 的 高 |140|, 因此 
它 的 面积 是 正方 形 的 一 半 《 见 图 7.7-11)。 如 果 将 它 关 于 4 点 旋转 90?， 
那 末了 D 变 成 0, BB 变 成 HE， 三 角形 4F0 和 48BD 全 等 。 它 和 长 方形 
4PG 互 具有 相同 的 底 |4F| 和 相同 的 高 |4 玉 |, 因此 它 是 长 方形 面积 的 一 
半 。 长 方形 和 正方 形 的 面积 一 定 相等 ， 换 句 话说 , 5? 一 gc。 同 理 有 4?= 
p'c。 将 这 两 表达 式 相 加 , 即 得 到 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 

a2? 十 D2 一 c0 十 cq 一 c(D 十 dg) 一 cc 一 C2。 

毕 达 哥 拉 斯 定理 有 许多 应 用 ,其 中 一 些 是 ， 计 算 正 多 边 形 的 面积 , 解 
析 几 何 中 计算 点 之 间 的 距离 , 计算 等 边 三 角形 的 高 或 四 面体 的 高 等 等 。 

垂 线 定理 ”关于 直角 三 角形 , 另 一 个 有 趣 的 定理 是 生 线 定理 
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eT hq.p 站 


其 证 明 要 用 相似 定理 ( 见 图 
7.7-12)。 由 于 重 线 CD 将 4BC 分 成 两 
个 角 相等 的 三 角形 , 因此 ,这 两 个 三 角形 
是 相似 的 ， 


AA4DC~ ACDB, 
故 有 : 
gi:h=h:p 
或 图 7.7-12 垂 线 定理 
72 一 2 go 
面积 的 变换 


每 个 凸 多 边 形 都 可 以 变换 成 面积 相等 的 正方 形 。 由 于 底 和 高 相等 的 
三 角形 面积 相等 ， 可 将 多 边 形 的 顶点 81 平行 于 对 角 线 d= 13.3，] 移动 
到 直线 5,_15s 上 的 一 点 S1。 人 和 5m51S2 的 面积 等 于 人 ASS19? 的 面积 。 因 
此 % 边 形变 换 成 了 面积 相等 的 ;一 了 1) 边 形 ( 见 图 7.7-134)。 这 过 程 一 直 
可 继续 到 将 多 边 形 变换 成 一 个 三 角形 为 赴 ， 这 三 角形 的 面积 等 于 原来 的 
多 边 形 面积 ( 见 图 7.7-135)。 它 的 高 是 jp=|BCI， 以 |FC|=hp/2 和 
10DI= 145| 为 边 的 长 方形 CDEF 的 面积 等 于 这 三 角形 的 面积 。 如 果 
将 1FC| 和 |EF| 取 作 直角 三 角形 FGK 斜 边 上 (被 垂 线 所 分 ) 的 两 段 线 
段 pP 和 9, 那 末 ( 根 据 垂 线 定理 ), 正 方形 C18K 的 面积 为 及 =p'9, 也 就 是 
原来 多 边 形 的 面积 。 为 了 作出 三 角形 FGK, 可 在 过 FC 的 直线 上 作 
ICG1==10D1, 然后 以 1FG| 为 直径 作 素 勤 斯 圆 。 

从 下 面 关 于 互补 有 平行 四 边 形 的 定理 可 得 到 其 他 一 些 面积 的 变换 。 和 
前 面 的 一 条 定理 一 样 , 这 一 条 定理 也 包括 在 欧 几 里 得 的 第 一 本 著作 内 。- 它 
指出 ; 

加 果 过 于 全 加 更 形 对 线 上 任意 一 点 作 于 行 于 泣 生 四 边 形 边 的 1 二 
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图 7.7-13c nn 边 形 S1，S2, 
Sn 变换 成 等 积 的 (2 一 力 边 形 


D G 9 
B H 
4 了 8B 
图 7.7-14 互补 平行 图 7.7-135 五 边 形变 换 成 面积 
四 边 形 定理 相等 的 正方 形 


证 明 如 下 ( 见 图 7.7-14); 对 角 线 40 将 平行 四 边 形 分 成 两 个 全 等 的 
三 角形 4BC 和 A0D。 由 于 JGN4D 及 4B1HEH, 很 明显 有 147| = 
1BF| 和 IIF|==14E|, 因此 三 角形 47 和 4BP 全 等 。 同样 ,有 AFCG 
和 人 FHO 全 等 。 如 果 两 全 等 三 角形 4BC 和 40D 减 去 这 些 全 等 的 三 角 
形 , 剩 下 的 就 是 要 证 明 的 两 个 平行 四 边 形 。 因 此 , 它们 的 面积 一 定 相 等 。 


7Y.8 相似 


相似 的 概念 


相似 比 ” 相 似 是 图 形 之 间 的 一 种 几何 关系 ， 这 些 图 形 具有 相同 的 形 
状 ， 但 大 小 不 一 定 相 同 ( 见 图 7.8-1)。 采用 使 图 形 的 角度 保持 不 变 的 这 
种 一 一 对 应 的 几何 变换 ,可 以 使 相似 图 形 之 间 互 相 变 换 。 下 面 是 一 种 等 
价 的 定义 : 

在 相似 图 形 中 ， 一 个 图 形 中 的 线段 和 另 一 图 形 中 对 应 的 线段 成 固定 


例如 ,如 果 三 角形 4BC 以 这 种 a 二 %, B=B' 和 7Y=Y 方式 映射 到 三 
角形 4B'0',， 那 末 这 两 个 三 角形 是 相似 的 《 记 作 A4BC~A4BDCD ( 见 


图 7.8-1)。 角 度 的 相等 也 意味 着 :4=b':b5 一 c :cb， 称 这 相似 图 形 对 
等 ， 这 种 变换 是 一 种 恒 等 变 
特殊 的 相对 位 置 。 处 于 这 种 
图 7.8-2 成 透视 的 图 形 
a:b=a'ib’; da:c=a':c’ bic=b':e'o 


应 线段 之 闻 的 比例 常数 为 
C 
人 
5 分 ~ < 
> 一 Wy 
2 J eo BB 
换 。 对 于 0<%<l, 图 形 比 
8 A 
位 置 ,对 应 的 线段 相互 平行 ， 人 小 
我 们 称 它 们 是 成 过 视 的 如 LAB 8 ， 
果 两 个 图 形成 透视 的 ， 一 图 /和 
形 映 射 到 另 一 图 形 的 变换 可 [Ns 3 
从 一 线束 (有 可 能 是 平行 的 ) 4 
这 些 关系 常 表达 为 过 比 


相似 比 。 如 果 友 > 图 形 比 
原来 小 , 这 种 变换 称 为 缩小 。 图 7.8-1 相似 三 角形 
得 到 ， 称 线束 的 承载 点 为 过 

a:bici n= :bie tN 
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原来 大 , 这 种 变换 称 为 放大 。 
如 果 %=1, 图 形 和 原来 全 

透视 ”两 相似 的 图 形 通 
过 恒 等 变 换 ， 能 移动 到 一 种 
视 中 心 o 

从 上 面 给 出 的 相似 三 角形 的 比 , 容易 得 出 下 面 一 些 比例 式 ， 
从 这 里 可 以 看 出 ,在 相似 图 形 中 ,一 图 形 两 条 线段 之 闻 的 比 等 于 另 一 图 形 
对 应 的 线段 之 间 的 比 。 

蕉 距 定 理 


下 面 一 些 定理 可 以 直接 从 相似 的 定义 中 得 出 ; 
如 果 一 线 来 和 两 条 平行 线 相交 , 那 来 
3 线束 中 任意 一 根 直线 上 的 线段 所 成 的 比 和 另外 任意 一 根 真 线 上 
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这 样 ,图 7.8-3 中 下 列 比例 式 成 立 : 
由 a) 可 有 184|1:14B=1SCl1CD， 184):]8B|=18C]:|SD|, 
1S4'|:|8B'I=|S0"|:1SD'|, ISA'|:14'B|=1S0 :CD’|; 
由 D) 可 有 14C1:1BD|=|S41:18BI, 14'0'|:|B'D'|=|S4|:1SB'|; 
由 e) 可 有 |4142|:1B1Bs|=|4o4s|:|1BsBs| =14s441:1BsB|。 


图 7.8-3 截 距 定 理 

这 些 定理 是 关于 两 线段 长 度 进行 比较 的 可 能 性 的 定理 ， 它 们 和 是 否 
可 用 同一 单位 量度 这 一 经 典 问题 密切 相关 。 选择 一 合适 的 度量 单位 ,使 
两 条 线段 的 长 度 都 为 有 理 数 , 则 这 两 根 线段 称 为 是 可 公 度 的 ,在 历史 上 可 
公 度 性 这 概念 是 很 重要 的 。 因 为 在 经 典 数学 中 , 只 允许 对 有 理 数 , 而 不 是 
对 任意 的 实数 进行 计算 。 在 一 些 问题 的 论证 中 ,在 一 些 作 图 和 测量 过 程 中 ， 
这 些 定理 得 到 了 广泛 的 应 用 。 模 形 规 就 是 这 样 一 种 例子 \ 见 图 7.8-4)。 
对 于 图 中 的 例子 , 采用 这 些 定理 可 得 到 下 列 一 些 比 例 式 : 


图 7.8-4 模 形 规 


对 于 例 1，z:1=5.23:10 或 Z=0.52 cm 

对 于 例 2 z:1=6.3:10 或 z=0.63cm。 

也 可 用 这 些 定理 来 测量 高 《例如 一 棵 树 的 高 度 》 或 距离 〈 例 如 一 条 河 
的 宽度 )( 见 图 7.8-5)。 


图 7.8-5 利用 截 距 定理 测量 宽度 和 高 麻 分 别 有 
IF4I:|BE|=|A4B|:|BD| 或 14B|:14D|=|BO|:|DE| 


相似 定理 


在 相似 的 定义 中 要 求 所 有 的 角 相 等 或 者 所 有 对 应 线段 成 比例 。 下 面 
的 相似 定理 则 指出 如 时 满 足 某 种 条 件 的 角 和 对 应 边 的 比 相等 ， 则 其 他 一 
些 角 和 对 应 边 的 比 也 相等 。 

主要 有 四 个 定理 : 

如 果 1 一 个 三 角形 的 两 个 角 和 另外 一 个 三 角形 对 应 的 角 相 等 ; 

或 。 2. 一 个 三 角形 两 条 边 的 比 等 于 另 一 三 角形 所 对 应 的 两 条 边 


两 双 对 边 之 间 的 比 ; 
那 示 这 两 个 三 角形 相似 。 
由 于 在 相似 的 问题 中 , 具体 的 长 度 并 不 重要 , 而 关心 的 只 是 它们 之 间 
的 比 ,因此 , 上面 这 些 定理 的 假设 条 件 比 全 等 的 定理 少 了 一 个 。 
相似 定理 对 于 证 明 平面 几何 的 其 他 一 些 定理 是 极为 重要 的 。 例如 ， 
用 来 证 明 三 角形 的 中 线 相交 于 一 点 ,这 一 点 将 中 线 分 成 2:1 的 比 。 
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针 边 上 的 高 将 直角 三 角形 分 成 两 个 都 和 原来 的 三 角形 相似 的 三 角 


0 形 , 因而 它们 相互 之 间 也 相似 。 
» 6 图 7.8-6 中 , 高 6 互 将 三 角形 4BC 分 成 两 个 
小 三 角形 4EC 和 了 BHC。A4HG 和 和 A40B 有 一 
4 9 五 ?7 B 公共 的 角 方 C4 互 , 以 及 它们 都 有 一 个 直角 ， 因 此 
图 7.8-6 关于 直角 三 ”根据 第 二 条 相似 定理 ,它们 是 相似 的 。 类 似 地 ,有 
角形 的 一 些 定理 人 BCH ~ 人 人 B40, 因而 A4HO~ A0CHB。 


在 站 朋 三 角形 中 ， 一 直角 边 的 长 度 是 儿 边 的 长 度 和 这 直角 边 在 针 边 


WA A MoE, 可 有 |1481:14C|1= 1401:| 4B8B]; 以 及 从 
A 和 AABHOC~ABO4, 可 有 |BHI:|BC|=|B0|:|B4|。 
改写 后 有 : 9:0==0;C 或 p:g=a:c, 然后 变换 成 如 =gc 和 2pe。 很 
明显 , 这 定理 和 了 欧 几 里 得 定理 是 等 价 的 。 类 似 地 ,可 直接 得 出 
14H|:ICRBRI=|0H|:|HB| 


或 gh=h:po 
因此 和 委 线 定理 相关 似 的 定理 有 


线段 的 分 割 


内 分 和 外 分 ”利用 相似 定理 可 将 一 任意 的 线段 按 有 理 数 比 和 =m:n 
进行 分 割 。 如 果 分 点 在 线段 的 端点 之 间 ,， 则 约定 和 > 0, 这 称 为 内 分 。 如 

果 分 点 在 线段 之 外 , 那 末 取 和 <0, 称 为 外 分 。 这 样 , 和 总 是 取 作 

147|: TB|=m:n, 

这 里 4 和 B 是 线段 的 端点 , 工 是 分 点 。 
， 严 可 用 下 面 的 方法 作出 : 过 4 点 作 一 条 直线 (不 包含 该 线段 )， 并 在 
上 面 标 出 一 线段 |40|=mw, 这 里 w 是 任意 适当 的 长 度 单位 。 在 过 B 点 
和 4C 平行 的 直线 上 ， 在 B 点 的 两 旁 用 同样 的 长 度 单 位 标 出 两 段 线段 
jBD| =nw 和 ]8B|=nu ( 见 图 7.83-7)。 直线 CD 和 CB 与 4B 的 交点 
7, 和 了 ,分别 将 线段 按 比例 %:% 进行 内 分 和 外 分 。 点 和 了 称 为 将 线 
段 进行 调和 分 割 , 因为 部 分 线段 的 比 是 相等 的 ， 并 且 在 一 有 向 线段 上 具有 
不 同 的 符号 。 


图 7.8-7 线段 的 分 割 图 7.8-8 黄金 分 割 , | BUI=|4B|/3 
黄金 分 着 ”也 有 可 能 要 将 线段 分 割 成 ， 整 个 线段 与 较 长 一 段 的 比 
等 于 较 长 一 段 与 较 短 一 段 的 此 ， 即 |4B|:14T|=|47|:|7TB|。 其 作 
法 由 加 7.8-8 表示 。 根 据 割 线 -切线 定 理 , [4B?1 = | 4S |. 1491 或 
14B1:14@1=148S1:14B1。 由 于 14S1=147| 和 14B|=1881， 将 对 
应 量 减 去 可 得 14B|: (|48| 一 158!) = 1431:(|4B| 一 |47|) 或 
14B1:14T|= 14Z1:17B1， 这 种 分 割 称 为 黄金 分 害 。 它 在 美学 的 历史 
上 只 有 重要 的 地 位 , 因为 人 们 常常 认为 一 个 图 形 具 有 理想 的 美 , 它 的 一 个 
条 件 就 是 各 部 分 都 应 具备 这 种 黄金 分 割 的 比例 。 


7.9 


一 些 名 称 


图 是 平面 内 与 一 给 定点 距离 为 一 国定 长 度 的 点 的 集合 。 为 了 区 分 以 
圆 为 边界 的 贺 面 和 圆 本 身 , 称 这 种 边界 为 圆周 。 与 贺 上 所 有 点 距离 相等 
的 点 称 为 国 ,' 心 ， 从 圆心 到 贺 周 上 一 点 的 直线 自称 为 半 任 。 圆 局 上 任意 两 
点 的 线段 都 全 部 落 在 圆 内 ,因此 圆 是 一 种 凸 形 。 经 过 圆周 上 两 点 的 直线 
称 为 蔚 线 ， 而 两 点 之 间 的 线段 称 为 匾 。 通 过 圆心 的 弦 ， 也 就 是 所 谓 的 直 
径 , 是 任何 一 个 图 内 最 长 的 弦 。 和 圆 只 有 一 个 公共 点 的 直线 称 为 切线 。 图 
局 上 两 点 之 间 的 圆周 线段 称 为 其 。 两 边 是 害 线 ,而 顶点 在 圆周 上 的 角 称 
为 国 周 角 。 顶 点 是 圆心 , 而 两 边 是 半径 的 角 称 为 圆心 角 。 两 条 半径 之 间 
的 圆 画 部 分 称 为 扁 形 ， 而 在 连接 两 半径 端点 的 纺 和 圆周 之 间 的 那 一 部 分 
扇形 称 为 弓形 。 
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图 7.9-1 圆 的 各 部 分 


关于 圆 内 的 角 的 定理 
任意 一 个 圆周 角 是 同 张 上 圆心 甸 的 一 半 。 


证 明 分 三 种 情形 ( 见 图 7.9-2): 圆心 在 角 的 一 边 上 ( 左 ) 圆心 在 两 条 
边 的 中 间 ( 中 ) 以 及 圆心 在 两 边 的 外 面 (在 )。 在 第 一 种 情形 ,， 人 4MS1 是 
等 腰 三 角形 , 因为 |4M| =1MS11。 因 此 , 方 4S1 一 伍 克 481 一 B。 由 于 
圆心 角 c 是 A4MS1 的 外 角 , 故 有 a=2B。 作 直径 52D 和 5aB 后 , 其 他 
两 种 情形 可 以 简化 为 第 一 种 情形 。 

每 个 圆心 角 所 对 的 绝 只 有 一 条 ,反之 亦 然 。 圆 局 角 所 对 的 弧 也 只 有 
一 条 ,但 一 条 弧 所 对 的 圆周 角 却 有 无 数 个 。 


图 7.9-2 贺 周 角 和 列 心 角 
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同乡 上 所 对 图 周 角 相 等 ,半圆 (或 直径 ) 所 对 的 图 周 角 是 直角 。 

如 果 一 个 圆周 角 的 顶点 从 4 移 到 了 
那 末 当 它 接近 B 时 , 它 的 一 条 边 接近 B 点 
的 切线 ， 而 另 一 条 边 接近 通过 和 4 点 和 B 
点 的 割 线 ( 见 图 7.9-3) 。 

一 弦 和 它 端 点 切线 的 夹 角 等 于 这 弦 所 
对 的 圆周 角 。 

如 果 作 驴 48 的 垂 线 ML, 那 末 

们 4BT=90°—[90° ~a/2] 
=a/2=B。 图 7.9-3 圆周 角 和 弦 切 角 


关于 圆 的 切线 的 定理 
一 个 加 的 半径 和 过 它 端点 的 切线 互相 重 直 。 反 过 来 , 过 一 半径 详 点 


由 圆 和 切线 组 成 的 图 形 关 于 一 根 轴 对 称 , 这 对 称 轴 是 通过 圆心 妈 和 
切 点 如 的 直线 。 由 一 圆 , 圆 外 一 点 也 以 及 从 这 点 作 该 圆 的 两 条 切线 所 组 
成 的 图 形 也 是 关于 连接 了 点 和 圆心 四 的 直线 对 称 , 这 条 直线 称 为 图 形 的 
中 心 线 ( 见 图 7?.9-4)。 从 这 种 对 称 可 得 到 下 面 几 点 结论 : 


图 7.9-4 加 的 切线 


]. 中心 线 乎 分 一 点 到 一 圆 的 两 条 切线 所 天 的 角 。 


3 忠心 线 是 连接 两 妃 点 的 弦 的 委 直 平分 线 。 

作 图 上 面 一 些 关 于 圆 和 切线 的 定理 是 所 有 涉及 切线 的 作 图 的 基 
础 。 

从 圆 外 一 点 作 该 国 的 切线 。 以 中 心 线 | 了 HP| 的 中 点 五 为 圆心 ， 作 另 
外 一 个 半径 为 | 了 P| 的 加 ， 这 贺 和 原来 的 圆 相交 于 Bi 和 Bz, 那 末 PBi 
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和 PBs 就 是 所 要 求 作 的 切线 (根据 泰勒 斯 定理 )( 见 图 7 了.9-5)。 


图 7.9-5 从 号 点 作 贺 图 7.9-6 在 .B 点 作 
心 为 站 的 圆 的 切线 圆 的 切线 

在 圆 上 一 点 互 作 切 线 。 把 半径 BM 延长 到 C, 使 18C|=1BM|。 以 
CC 各 歼 为 辜 心 , 大 于 |BM| 的 线段 为 半径 分 别 作 弧 , 过 它们 交点 Di 和 Ds 
的 直线 就 是 所 要 求 作 的 
切线 ( 见 图 7.9-6)。 

作 两 圆 的 外 公 切 
线 。 设 Mi 和 Ms 是 两 
圆 的 留心 , 半径 为 和 
zardi<yal。 凡 时 3 为 图 
心 ，C73 一 ?1) 为 半径 作 
圆 ， 从 MM 作 这 贺 的 两 
根 切线 。 平 行 于 这 两 根 
切线 ， 并 和 它们 的 距离 
等 于 的 直线 B1B2 和 
B1Bs 就 是 所 要 求 作 的 
切线 ( 见 图 7.9-7)。 

这 两 根 切线 使 整个 
图 形 就 象 用 一 根 皮 带 来 
传动 两 个 半径 分 别 为 11 
和 ?a 的 轮子 。 

作 两 回 的 内 公 殷 
线 。 了 Ms 为 圆心 ，( 
图 7.9-8 两 图 的 内 公 切 线 十 92) 为 半径 作 一 圆 ， 从 
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M1 点 作 该 圆 的 两 条 切线 。 和 这 两 条 切线 平行 , 距离 等 于 1 的 直线 BB。 
和 B41Bs 就 是 内 公 切 线 ( 见 图 7.9-8)。 
在 这 种 情况 , 其 形状 就 象 用 交叉 皮带 来 传动 的 情形 。 


加 的 一 些 计算 


圆周 ”用 内 接 和 外 切 多 边 形 可 以 给 出 直径 为 4 的 一 个 圆 的 周 长 范围 

〈 见 图 7.9-9) 。 例 如 ， 正 六 边 形 的 周 长 
ca= 34 是 圆 的 周 长 。 的 下 界 ， 而 外 切 正六 

边 形 的 周 长 c= (2V 34)<3.474 是 它 的 

土 界 , 即 34<c<3.474。 为 了 求 得 周 长 "， 

必须 将 4 乘 上 一 个 因子 ， 这 因子 用 希腊 字 

母 上 来 表示 : c=m:Q。 这 个 数 是 数学 中 最 

重要 和 最 有 趣 的 常数 之 一 。 用 增加 多 边 形 

边 数 的 方法 ， 可 以 将 精确 到 任意 的 精 

度 。 阿 基 米 德 用 96 边 形 , 找到 了 我 们 迄今 图 7?.9-9 一 个 具有 内 接 
还 在 使 用 的 上 下 界 . 各 外 切 六 边 形 的 辐 

32/n<x<31/ro 或 3.140834507<z<3.14285714。 


贺 周 c= d=277 


小 数 点 后 40 位 的 严 值 是 : 


| w=3.1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 2884 1971.… | 


下 面 进行 一 个 粗略 的 计算 , 来 看 一 看 精度 “只 有 ”小 数 30 位 意味 着 什 
么 ! 天文 工 作者 用 倍数 最 高 的 望远镜 ,在 照相 底版 上 经 过 长 时 间 的 曝光 后 
可 以 看 到 某 个 星系 。 被 照相 底版 捕捉 到 的 光 是 星系 在 二 十 亿 年 之 前 发 出 
的 。 由 于 光 每 年 走 过 约 9.5X10* 公里 的 路 程 ， 这 些 星星 离开 地 球 约 
2.109.9.5.109 公里 =1.9X10” 公 里 。 用 这 巨大 的 距离 为 半径 的 一 个 
圆 , 它 的 周 长 一 2my 一 3.8r ,102 公里 。 如 果 以 公里 为 单位 计算 这 个 图 
周 长 , 用 的 前 30 位 小 数 , 那 末 在 小 数 点 后 第 8 位 产生 误差 , 误差 的 大 小 
在 两 个 单位 左右 ， 即 忽略 w 其 他 一 些小 数位 后 所 引起 的 误差 约 为 20 微 
米 或 0.02 毫米 。 很 明显 , 这 和 神 精 度 在 实用 中 是 从 来 不 需要 的 。 常 用 的 
近似 什 为 两 位 小 数 7=3.14 或 54331, 或 四 位 小 数 m=3.1 和 6。 
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A=(41s—24s0+ hon)/2=n[d—22+(d—20)7]/8 
一 和 (0 一 2de 十 e) /4=r(d~e)?/4, 
项 波 克 拉 底 月 牙 形 ”也 有 一 些 有 名 的 月 牙 形 图 形 ， 其 中 最 有 名 的 要 
算是 希 波 克拉 底 月 牙 形 。 根 


0 据 泰 勒 斯 定理 ， 左 边 图 中 的 
A ( 见 图 7.9-16) 。 因 此 有 ; 


C2 二 ?十 b?6 
图 7.9-16 项 波 克 拉 底 月 牙 形 在 14B|=c 上 半圆 的 面积 
为 44s 一 xe3/8。 在 140| 和 180| 上 半圆 的 面积 之 和 是 4io 十 4s0 = 
wm(b 十 q?) /8, 因而 也 就 等 于 A448。 于 是 有 : 
两 月 牙 形 面积 之 和 等 于 三 角形 的 面积 。 
”同样 ,在 右 图 中 , 月 牙 形 面积 之 和 等 于 正方 形 的 面积 。 在 这 些 公式 中 
竟 没 有 出 现 w 这 个 数 ， 古 代数 学 家 (包括 项 波 克拉 底 本 人 ) 曾 被 这 奇特 的 
现象 引入 歧途 ， 他 们 不 断 地 去 寻找 那 种 化 圆 为 方 的 办 法 ， 市 这 种 寻找 是 
根本 毫 无 希望 的 。 


关于 弦 、 割 线 和 切线 的 定理 

将 圆 绕 圆心 旋转 ,可 以 马上 看 出 ; 
长 度 相等 。 

如 果 一 圆 的 弦 c1 比 另 一 弦 cs 长 , 它 离 圆心 的 距离 比 cs 近 。 因 而 , 直 
径 是 最 长 的 弦 。 

如 果 一 束 直 线 和 圆 相 交 , 那 末 在 每 条 直线 上 , 线 东 承载 点 到 圆周 之 间 
截 距 的 乘积 等 于 一 个 固定 的 常数 。 这 是 下 面 三 个 定理 的 综合 和 概括 。 

弦 定 理 : 如 果 圆 的 两 弦 相 交 ， 那 末 一 弦 上 的 两 段 截 距 之 积 各 于 另 一 
弦 的 两 段 戴 距 之 积 s 

证 明 如 下 ( 见 图 7.9-17), 方 Bi41Bs 和 立 Ba42B1 相等 ， 因 为 它们 所 
对 的 弧 相 等 ,， 立 41824 和 立 42B141 也 是 如 此 。 因 而 

A 人 AA15B2~ A 45B1, 
1S41l:|18B2|=|S42|:|8B1| 

或 1S41|'15Bi|=15421:|1SB;]。 
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4 - 
图 7.9-17 了 弦 定 理 图 7.9-18 割 线 定理 


害 线 定理 ; 如 果 两 条 人 审 线 在 国外 相交 ， 那 林 在 一 到 线 上 交点 和 圆 之 
间 两 段 截 距 的 来 积 等 于 另 一 害 线 上 两 段 截 距 的 冬 积 ( 见 图 7.9-18)。 

关系 式 1S41 1S51| = 134l. 1953| 的 证 明和 纺 定 理 的 证 明 完全 
相信 | - 
和 切 点 之 间 间 的 妆 下 号 有 8 六 上 二 
两 自 截 距 的 比例 中 项 。 

将 这 在 成 是 割 线 定理 的 极 
端 情 形 就 能 证 明 这 条 定理 ， 当 
一 根 割 线 移 动 到 切线 处 时 ， 割 
线 上 两 段 截 距 的 长 度 相等 〈 极 
限 情 况 ), 制 线 定理 就 变 成 

[|S4l?=|1841|.18B:1| i me 
或 =a.b 图 7.9-19 制 线 -切线 定理 - :. 


《 见 图 7.9-19), 称 这 常数 乘积 为 线束 承载 点 关于 圆 的 窒 s 


纹 四 边 形 和 切线 四 边 形 


弦 四 边 形 ”如 果 一 个 四 边 形 所 有 的 边 都 是 一 个 圆 的 弦 ， 称 它 为 圆 内 
接 四 边 形 。 利 用 有 关 圆 心 角 和 圆周 角 的 定理 可 得 到 下 面 的 结论 ; 
国内 接 四 边 形 相 对 的 内 角 之 和 等 于 180 《 见 图 7: 人 20)e: 


反之 ,车 四 边 形 相对 内 角 之 和 是 180*， 则 它 是 加 内 接 四 边 形 。 。 
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好 


4 E 2 


图 7.9-20 加 内 接 四 边 形 图 7.9-21 切线 四 边 形 


切线 四 边 形 ”如 果 四 边 形 的 边 和 一 圆 相 切 , 那 末 ( 见 图 7.9-21)， 

1|4E|=|AH}, |BE|I=|BF|, |0F|=|CG| 及 |DG|=|1DH!|, 
因为 从 一 点 到 一 圆 的 两 条 切线 的 截 距 相等 。 从 这 可 有 

1AE|+|IEBI+|ICG|I+IGDI=|BFI+|FCI+|DHI+|HA|, 
因而 14B|+]CDI=|BC|+|D4| 或 at+c=b+ds 

切线 四 边 形 的 对 边 之 和 相等 。 

从 图 中 可 以 看 出 , 反 过 来 也 是 成 立 的 。 

这 些 定理 有 许多 推论 ， 例 如 , 正方 形 有 一 内 切 圆 和 一 外 接 圆 ; 一 长 方 
形 有 一 外 接 圆 , 但 没有 内 切 留 ; 菱形 有 一 内 切 圆 , 但 没有 外 接 圆 ; 一 般 平行 
四 边 形 既 没 有 内 切 圆 也 没有 外 接 圆 。 


7.10 几何 轨迹 


轨迹 是 由 一 个 规则 来 定义 的 点 的 条 合 ， 根 据 这 规则 能 判别 一 任意 给 
定 的 点 是 否 属于 该 集合 。 于 是 ,轨迹 只 包含 那 集合 中 的 点 , 而 不 包含 其 他 
的 一 些 点 。 这 样 ,空间 所 有 到 一 给 定点 M 的 距离 为 一 固定 长 度 的 点 的 
、、 轨迹 是 一 个 球面 ， 它 的 半径 为 7 球 心 为 1。 

“、。 类似 地 ， 空 间 所 有 到 一 直线 的 距离 为 一 常数 


AN 


， “““” 的 点 的 轨迹 是 一 圆柱 曲面 ， 这 给 定 的 直线 是 
它 的 轴 。 


4 5 3 在 平面 上 , 轨迹 是 一 些 曲线 , 例如 回 、 抛 
图 7.10-1 几何 轨迹 ， 确 物 线 或 直线 。 常 常用 两 条 轨 这 相交 来 决定 一 
定点 0 的 位 置 。 ”个 点 , 例如 ,到 线 妇 。 的 端点 4 各 的 距离 
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分 别 等 于 5 和 a 的 点 0 的 位 置 , 是 由 这 点 必须 在 到 BB 的 距离 为 6 的 轨 
迹 上 ， 同 时 也 要 在 到 4 的 距离 为 的 轨迹 上 这 一 条 件 决定 的 ( 见 图 
7.10-) ,至 多 还 有 它 对 于 直线 的 对 称 点 。 


Pi 


图 7,10-3 ”几何 轨迹 ， 一 对 
平行 线 及 中 间 平 行 线 
图 7.10-3 ”几何 轨迹 : 垂直 平分 线 


菜 些 基本 轨迹 : 
1. -到 本 给 全 点 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 这 两 点 之 间 线 段 的 委 直 平 分 


图 7.10-4 几何 轨迹 ， 中 则 平行 线 图 7.10-5 几何 轨迹 : 角 平 分 线 
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.如 果 148B|=s, 以 及 a 是 一 给 定 的 角 ， 那 未 圆心 是 以 4B 为 底 、 以 
2c 为 顶 角 的 等 膜 三 角形 4BM 的 顶点 四 。 

”这 六 条 轨迹 可 被 用 来 解决 平面 几何 中 另外 一 些 涉 及 轨迹 的 问题 。 

应 用 ”一些 作 图 常 可 化 为 上 面 给 出 的 一 些 轨迹 ， 但 也 许 要 分 几 步 才 

能 作出 。 例 如 ,以 两 给 定 直线 五 和 ?为 切线 的 一 些 圆 ， 如 这 两 条 直线 是 

平行 的 ， 则 这 些 圆心 的 集合 是 

.ps Ps ”一 条 位 于 它们 中 间 的 平行 线 

全 《由 轨迹 3 得 出 );， 但 如 果 它 们 

是 相交 的 ， 这 些 圆心 的 集合 就 

是 一 对 角 平分 线 wx 和 wa (由 

轨迹 4 得 出 ) (参见 图 7.10-4 

和 图 7.10-7)。 


图 7.10-7 几何 轨迹 : 角 平 分 线 ”图 7.10-8 几何 轨迹 : 垂 线 


如 果 增 加 另外 一 些 条 件 , 会 得 到 一 些 新 的 轨迹 。 例 如 , 与 一 条 给 定 直 
线 了 相 切 于 忆 点 的 所 有 这 些 圆 的 圆心 扫 迹 是 一 条 过 忆 点 重 直 于 了 的 委 
线 ( 见 图 7.10-8)。 与 一 给 定 半 径 为 p 的 圆 相 切 半径 为 * 的 一 些 圆 ， 如 果 
它们 是 外 切 的 , 则 这 些 圆 心 的 轨迹 是 一 个 半径 为 * 十 p 的 同心 圆 ， 如 果 它 
们 是 内 切 的 ， 并 且 *<p， 则 轨迹 是 一 个 半径 为 (p 一 分 的 同心 图 〈 见 图 
7.10-9)。 
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常用 两 轨迹 相交 的 办 法 来 作出 某 些 点 。 例 如 , 一 半径 为 BR 的 炊 轮 亏 
一 半径 为 了 的 小 齿轮 后 ， 可 带动 一 根 与 大 齿轮 中 心 到 距离 为 a《(>BR) 的 
齿 条 。 小 齿轮 的 轴 心 可 以 这 样 求 得 :以 齿轮 中 心 下 为 圆心 ， 瓦 上 7 为 半 
径 作 六 ， 它 与 一 平行 于 沧 条 且 距 离 为 + 的 直线 祖 交 。 这 交点 就 是 小 齿轮 
的 轴 心 ( 见 图 7.10-10)。 


图 7.10-9 几何 轨迹 ;同心 贺 7.10-10 几何 轨迹 : 直 浅 和 图 


7?. 世 ”二 次 曲线 的 平面 几何 处 理 


情 贺 
椭 贺 是 平 而 上 与 两 定点 的 距离 之 和 为 一 常数 26 的 点 的 轨迹 。 


定点 Fi 和 Fs 称 为 椭圆 的 优点 ， 乙 点 到 Fi 入; 的 距离 71 和 名 称 
为 径 向 距离 ， 常 数 24 一 定 要 大 于 两 焦点 之 间 的 距离 。 于 是 ， 分 别 以 Fs 
和 和 ;为 图 心 、 ?1 和 入 为 半径 的 两 个 圆 (这 里 i 十 ?2 一 24) 的 交点 Pi 和 
P; 都 在 这 椭 贺 上。 如 果 将 焦点 互相 交换 一 下 , 也 是 这 样 作 图 可 在 椭 钢 上 
得 到 另外 两 点 Ps 和 P4 ( 见 图 7.11-1)。 点 Pi, Pz, Ps 和 Psa, 以 及 整个 
补 圆 都 是 关于 通过 焦点 的 直线 对 称 的 ， 但 它们 关于 Fi 的 垂直 平分 线 
也 是 对 称 的 。 两 根 对 称 轴 的 交点 0 是 椭圆 的 对 称 中 心 , 称 为 它 的 中 心 每 
个 焦点 到 椭圆 中心 的 距离 称 为 这 椭 贺 的 线性 偏心 率 ,，|CF1| 一 1CFs| 一 e。 
证 任意 一 根 过 椭圆 中 心 的 直线 上 , 在 椭 贺 内 的 那 段 线段 称 为 直径， 最 长 
的 直径 称 为 长 轴 。 它 的 两 个 端点 V1 和 了 3 ( 称 为 主 顶 点 ) 离 焦点 的 距离 为 
a+e 和 a~e, 离 中 心 C 的 距离 为 w。 最 短 的 直径 称 为 起 轴 ， 它 的 两 个 端 
点 Wi 和 全 2 ( 称 为 副 顶 点 ) 离 两 个 焦点 的 距离 都 为 c。 它 们 和 中 心 的 距 
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离 可 以 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 从 半 长 轴 w 和 线性 偏心 率 e 算出 , 即 


2 一 2 22 
人 一 吧 一 6 


栅 图 71+72=24 a?—b?=e? 


图 7.11-1 椭圆 


精 轩 的 形状 出 值 9 和 e 中 任意 两 个 所 决定 ， 如 可 用 边 长 为 24 和 
25 的 长 方形 来 决定 。 如 果 5 越 小 , 椭圆 就 越 扁 ， 拉 得 就 越 长 。 在 极限 情 
况 下 , 退化 成 线段 |PiPs| 一 17aVs| ,在 其 上 面 每 一 点 重复 了 两 次 。 当 6 
对 于 a 逐渐 增加 时 ， 梯 圆 越 来 越 象 一 个 
圆 。 当 长 方形 成 一 正方 形 , 即 6a 时， 
它 就 变 成 了 一 个 圆 。 圆 可 以 看 成 是 线性 
偏心 率 为 0 的 精 圆 ,这 时 

G 一 总 一 9 一 和 一 4“ 

用 线 来 作 图 。 在 布置 椭圆 形 的 花坛 
时 就 可 用 这 方法 。 用 两 只 图 画 钉 (或 小 
津 ) 标 出 两 个 焦点 , 并 在 它们 上 面 缚 一 根 

图 7 了 42 用 线 来 作 椭 加 。 长度 为 24(> 20) 的 线 。 用 一 核 铅笔 (或 
另外 一 根 小 社 ) 套 在 这 根 线 里 移动 ,并 使 线 总 是 处 于 拉 紧 的 状态 , 那 未 它 
就 画 出 了 一 个 椭圆。 因为 在 移动 时 总 是 有 1+? 二 24 ( 见 图 7.11-2) 。 


圆 上 的 一 点 PP ( 见 图 7.11-3)。 


Y.11 二 次 曲线 的 平面 几何 处 至 301 
将 椭圆 看 作 加 的 透视 仿 射 图 象 ” 画 法 几何 的 双 圆 作 图 法 是 ， 以 C 为 

圆心 .以 & 和 ?为 半径 作 两 个 同心 圆 ; 过 公共 半径 上 的 两 点 4 和 Bs 分 别 

作 两 根 轴 的 平行 线 ， 其 交点 就 是 机 


过 


已 点 与 C4, 平行 的 直线 与 两 根 轴 


相交 于 卫 , 和 Ni。 


在 平行 四 边 形 


CBiP 由 有 1HPs| 一, 在 平行 
四 边 形 CAsP,N, 中 有 1PiN;| =a。 
这 样 ， 可 以 用 下 面 的 方法 作出 一 椭 
圆 ， 在 一 张 纸 的 边缘 标 出 Po 已 
和 ,点 ,使 |H,Pi| 一 0 和 |NePi 一 
a， 如 果 来 回 移 动 纸 片 ,使 瑟 和 


总 是 保持 在 两 条 正 交 的 直线 上 ， 


那 


图 7.11-3 


棋 贺 绘图 仪 的 原理 


末 PP 所 画 出 的 就 是 一 个 椭圆。 大 多 数 的 椭 贺 作 图 仪器 都 是 基于 这 种 “ 纸 
片 作 图 法 ”的 原理 ; 即 距离 国定 的 两 点 在 两 互相 正 交 的 直线 上 移动 。 

如 果 椭 贺 的 两 条 直径 是 双 贺 作 图 法 中 圆 的 两 根 正 交 直径 的 象 ， 那 末 
称 它们 是 共 皂 的 。 例 如 , CP 和 CQ 是 正 交 半径 CP1LCQ1 的 象 ( 见 图 


图 7.11-4 里 菊 作 图 法 


7.11-4)。 因 此 旋转 90° 后， 
人 CPPi 变 成 CP*@1， 即 Ps 到 
Qo， 卫 到 P* 以 及 记 到 人 81。 四 
边 形 QQ2P*Q1 是 一 长 方形 。 它 
的 对 角 线 8P* 向 两 面 延长 , 与 
椭圆 的 轴 交 于 芳和 VV。 其 边 
Q18，P*8@a 和 88s 延长 后 分 别 
与 两 轴 相 交 于 R,S 和 TT。 现 
在 图 中 含有 边 和 和 角 相等 的 直角 
三 角形 , 人 XRQ 守 人 C58@2, 给 
出 了 108s|=|X81=0; A RCQ1 
兰 AQZF 给 出 了 10C81|=187 | 
一 a。 里 欧 (Rytz) 作 图 法 就 是 
根据 这 些 等 式 得 到 的 ， 也 就 是 
Ii0Xi=100|=|UVTV| 这 等 式 。 
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第 二 种 纸 片 作 图 法 。 如 果 线 豚 (4+b) 的 端点 卫生 沿 两 正 交 的 轴 
移动 , 那 末 线 段 上 使 |] X8@|=5 和 1871=a 的 点 @ 画 出 了 一 个 椭圆 。 

里 英作 图 法 。 如 果 只 知道 中 心 点 0 及 椭 贺 的 两 个 共 应 半 直 径 CP 和 
C8, 那 末 两 根 轴 可 用 下 面 的 方法 作出 。 将 CP 绕 C 点 旋转 90°, 得 CP*。 
以 QP* 的 中 点 吕 为 圆心 、 以 17C1 为 半径 的 圆 和 8P* 的 延长 线 交 于 及 
入 ， 现 在 CX 和 CV 就 是 这 两 根 轴 ，|9F| 和 14X| 的 长 度 分 别 是 长 轴 
和 短 轴 的 一 半 4 和 5b。 


2 


图 7.11-5 用 曲率 画 的 近似 作法 


.用 主 曲率 半径 近似 作法 。 当 用 一 些 圆 来 近似 地 画 出 一 个 实 圆 ， 而 图 
形 也 是 足够 精确 的 。 这 些 贺 的 半径 就 是 在 长 轴 和 短 轴 处 的 曲率 半径 ( 见 
图 7.11-5) 。 只 要 用 少量 的 辅助 线 就 能 作出 它们 的 圆心 必 4 和 Mp, 以 及 
半径 >= 1MsB| 和 p= 1M44i。 如 果 视 圆 的 轴 选 作 坐 标 系 的 轴 ， 那 未 用 
解析 几何 的 方法 也 能 很 容易 将 它们 计算 出 来 。 作 顶点 为 下 (0, 0)， 
4(o 0)， 有 R(a, b) 和 BC0, 5) 的 长 方形 和 它 的 对 角 线 
AB(y= —(b/0) r+b), | 

过 吾 和 4B 垂直 的 垂 线 [y= (4/b)x 一 Ca! 一 23) /中 交 于 它 上 面 的 S 点 
[zs= aa/ (a2+b), ys—bs /Cab)]; 148|=b/VW+B, 1SB|= 
a2/wV WH 十 四 5， 以 及 交 于 轴 上 M4 和 Ms 两 点 ， 这 两 点 就 是 要 求 作 的 网 
心 。 这 两 条 半径 可 用 相似 三 角形 来 计算 。 直线 ESMs 和 45B 与 平行 线 
RBI AM 及 BMs 1 RA 相交 ,因而 有 : Pp:4=|45S| :|SB|=02;0? 或 p= 
bz/a, 以 及 ?:b==|8B|:|541=@2; 如 或 7=a3/b。 
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椭圆 的 切线 ”如 果 PP 是 视 加 上 的 任意 一 点 , 该 椭圆 的 焦点 为 fl 和 
F> 〈 见 图 ?7.11~6), 那 末 向 径 | 五 3P,| 一 ?2 迁 长 到 Ls 使 IP,L, 一 1 PPal 
一 和 1， 也 到 F'; 的 距离 总 是 等 于 ?71 十 7 二 24。 有 时 称 以 为 圆心 、1 24 
为 半径 的 圆 为 导 图 。 线段 Fi 的 秋 直 平分 线 PN, 将 等 腰 三 角形 FTP, 
的 顶 角 平分 ， 且 是 该 椭 贺 在 P; 点 的 切线 。 对 于 该 线 上 其 他 每 一 个 点 @。 
由 于 三 角形 F294 妃 给 出 了 ||| 十 1 的 |>>1Fo| 一 24, 因 上 比 不 在 李 
圆 上 。 这 也 给 出 了 实 圆 的 一 种 新 定义 : 


图 7.11-6 丁 圆 的 切线 


从 图 中 可 以 看 出 ,半径 氏 和 +s 与 切线 的 夹 角 相等 ， 因 而 从 椭 贺 的 一 
个 焦点 发 出 的 声波 或 光波 能 被 反射 到 另 一 个 焦点 上 。 在 档 贺 形 的 低语 廓 
里, 在 本 处 发 出 很 轻 的 声音 ,能 在 到 处 清楚 地 听 到 ， 而 在 其 他 地 方 却 都 
听 不 见 。 

如 果 C 是 精 圆 的 中 心 ， 由 于 和 NJ 平分 三 角形 而 Pop 的 两 条 边 Fi 
各 了 ,因而 它 和 第 三 边 平行 并 是 它 的 一 半 。 因 此 所 有 过 本 和 切线 和 三 
直 的 直线 与 切线 的 交点 W, 都 在 以 C 为 圆心 _a 为 半径 的 加 上 。 

从 精 阅 焦点 作 它 切线 的 租 线 ， 其 竹 足 都 在 以 半 长 轴 gw 为 在 径 的 外 接 


下 
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如 果 将 椭 贺 看 成 是 外 接 贺 的 仿 射 象 《 见 图 7.11-6), 那 未 P 是 加 上 
点 4 的 象 ，4,P; 和 长 轴 垂 直 ， 长 轴 称 为 仿 射 轴 。 圆 4 处 的 切线 如 与 椭 
圆 天 处 的 切线 志 相 交 于 长 轴 的 延长 线 上 了 点 ,用 这 点 和 闪 可 作出 t 

椭 贺 的 面积 ” 仿 射 映 象 z=z', y=(b/q)y 可 将 半径 为 6 的 圆 变换 
成 一 半 长 轴 为 a, 半 短 轴 为 5 的 椭 回 。 贺 的 面积 公式 wa? 变 为 wab。 


| 棋 圆 面积 A4A=mab | 
双 曲 线 


给 定点 和 机 是 双 曲 线 的 焦点 ， 双 曲线 上 一 点 到 两 焦点 的 线段 
21 和 ”2 称 为 该 点 的 径 向 距离 
( 见 图 7.11-7)。 常数 2a 必须 
小 于 两 焦点 之 间 的 距离 。 如 果 
以 和 Fs 为 圆心 , 以 ri 和 ?a 
(Yi 一 ?2 二 20) 为 半径 分 别 作 两 
条 强 ， 它 们 的 交点 呈 和 已 是 
双 曲 线 上 的 点 。 半 径 的 长 度 交 
换 一 下 ， 可 得 另外 两 点 Ps 和 
Pe。 过 责 和 矶 的 直线 是 Pi 
和 P?, 也 是 Ps 和 也 的 对 称 轴 ， 
而 且 事 实 上 也 是 整个 双 曲 线 的 

图 7.11-7 双 曲 线 : 71 一 79=2a 对 称 轴 。ZB1F 的 垂直 平分 线 
也 是 一 根 对 称 轴 。 两 轴 的 交点 C0 是 双 曲 线 的 对 称 中 心 ， 称 为 双 曲 线 的 中 
心 。 称 焦点 到 中 心 的 距离 为 焦距 或 线性 偏心 率 6 一 1CH= 1CFal。 双 曲 
线 和 它 主 轴 有 三友 的 交点 称 为 它 的 顶点 V1 和 Vs。 它 们 和 中 心 的 距离 为 
4, 和 焦点 的 距离 分 别 为 e 一 4 和 e 十 ao 


双 曲线 并 一 9 二 20 e2=a?+b? 


在 解析 几何 中 可 以 证 明 双 曲线 有 两 条 渐 近 线 。 这 两 条 渐 近 线 分 别 和 
过 Vi 和 Vs 点 垂直 于 主轴 的 直线 相交 ， 交 点 和 V1 及 7, 的 距离 为 5，， 可 
由 公式 83 一 @ 一 来 计算 出 5b。 
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双 曲 线 完全 落 在 由 渐 近 线 所 组 成 的 对 顶 角 的 两 条 边 内 。 在 极限 情况 
b=0, e=a 时 , 主轴 |ViVs|= 1s| 以 外 的 两 根 半 直 线 就 是 退化 双 曲 
线 。 在 这 两 半 直 线 上 每 个 点 重复 
了 两 次 。 另 一 方面 , 当 5 增 大 时 ， 
双 曲 线 的 曲率 减 小 。 在 极限 5 一 
cw 时， 过 Vi 和 Ts 点 和 主轴 垂直 
的 首 线 就 是 它 的 退化 双 曲 线 。 如 
果 a=b, 两 浙 近 线 互 相 垂直 ， 双 
曲线 称 为 是 莘 轴 的 。 

用 线 来 作 图 “假定 给 出 了 双 
曲线 的 两 个 焦点 玖 和 Fr 以 及 线 
段 24, 用 一 长 为 ! 的 直 尺 ， 将 它 
的 一 端 固定 在 Fi 上 , 并 使 它 能 上 
下 转动 。 取 一 根 长 为 =i 一 2a 的 图 7.11-8 用 线 来 作 双 曲线 
线 , 其 一 头 缚 在 直 尺 的 一 端 , 另 一 头 缚 在 F2 上 。 用 铅笔 套 住 这 根 线 ， 使 
线 往 直 尺 的 边 上 贴 紧 。 这 时 使 直 尺 转动 , 铅笔 也 同时 贴 紧 直 尺 移动 ,并 使 
线 总 是 处 于 拉 紧 的 状态 ， 这 样 , 铅笔 所 画 出 的 就 是 双 曲 线 的 一 条 弧 ( 见 图 
7.11-8)。 这 是 因为 ja 二 ?8=2 1 十 3 一 1 故 2a 一 下 = 一 5 一 2a。 

双 曲 线 的 切线 ”如果 P; 是 双 曲 线 上 任意 一 点 ， 双 曲线 的 焦点 为 丙 
和 。 在 动 径 |PiF2| ~ 加 上 截 去 一 段 等 于 | 本 | 一 六 的 线段 ， 那 末 这 
分 点 荆 到 Fs 的 距离 为 一 国定 的 长 度 |F2Ls| 24。FiL 的 委 直 平分 线 
PN, 平分 等 腰 三 角形 FiLPs 的 顶 角 ， 并 且 也 是 双 曲 线 在 Ps 点 处 的 切线 
+,。 因 为 对 于 在 该 直线 上 其 他 每 一 点 8;, 从 三 角形 FQ,L, 可 有 |F29,| 一 
i954| 小 于 | 加 | =24， 因 此 在 这 些 点 中 没有 一 个 是 在 双 曲线 上 的 。 这 
也 给 出 了 双 曲 线 的 另 一 种 新 定义 ; 


如 果 C 是 双 曲 线 的 中 心 ， 那 末 直 线 CN 平分 三 角形 FF2L 的 两 条 
边 及 Fs 和 i。 因而 它 和 第 三 边 平行 并 等 于 它 的 一 半 。 因此 从 一 焦点 
到 双 曲 线 切 线 的 垂 足 都 在 以 2 为 圆心 、9 为 半径 的 圆 上 。 
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图 7.11-9 双 曲 线 的 切线 
抛物 线 


这 点 称 为 焦点 杷 这 条 直线 称 为 准 线 。 
从 焦点 到 准 线 的 距离 是 抛物 线 的 半 条 教 p 
( 见 图 7.11-10)。 每 一 根 平行 于 准 线 、 并 
和 它 相距 4 (> 各 ) 的 直线 与 以 为 闸 心 .a 
为 半径 的 融 相 交 于 抛物 线 上 两 点 已 和 Pu。 
因而 这 两 点 ， 以 及 整个 抛物 线 关于 过 焦点 
也 且 垂直 于 准 线 的 直线 对 称 。 这 条 直线 
称 为 抛物 线 的 绅 ， 它 和 抛物 线 相交 于 它 的 
顶点 了 了 。 这 项 点 到 焦点 和 准 线 的 距离 为 
z/2。 根据 抛物 线 的 定义 ,很 明显 过 焦点 和 
准 线 平行 的 弦 的 长 度 为 2p。 
图 ?.11-10 ”抛物线 用 线 来 作 图 也 可 以 用 一 根 线 来 作出 
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抛物 线 的 图 形 。 用 一 块 三 角 板 ( 或 直 尺 )， 使 它 的 一 条 短 边 4B 靠 在 准 线 
上 , 并 可 上 下 移动 。 青 用 一 根 长 度 为 1BC| 的 线 , 把 它 的 一 头 缚 在 C 点 ， 
另 一 头 缚 在 焦点 上 。 用 一 梳 铝 笔 使 这 根 线 贴 住 三 角 板 的 边 并 将 它 拉 紧 ， 
在 三 角 板 上 下 移动 时 , 铅笔 画 出 了 抛物 线 的 一 条 强 。 因 它 和 准 线 的 距离 
总 是 等 于 它 和 焦点 的 距离 ( 见 图 7.11-11)。 


图 7.11-11 用 线 来 作 抛物 线 图 7.11-12 抛物 线 的 切线 


抛物 线 的 切线 ”如 果 P; 是 抛物 线 上 一 点 , 它 和 准 线 1 的 距离 |P,L,| 
等 于 | PP， 因而 AFLZ4P, 是 一 等 腰 
三 角形 。 FL, 的 垂直 平分 线 PN, 将 
角 六 DiP 玉 平分 ， 并且 是 抛物 线 在 
已 ;的 切线 #o。 因为 如 果 久 是 上 上 其 
他 任何 一 点 ，8; 到 准 线 的 距离 |%,%i | 
小 于 

1QsLsl 二 1®F| 

《 见 图 7.11-12)。 这 又 给 出 了 另 一 种 
抛物 线 的 定义 : 

扫 物 线 是 一 些 圆心 P 的 轨迹 , 这 

从 图 中 可 以 看 出 , P; 点 处 的 切线 
和 和 动 径 PP 的 夹 角 等 于 切线 和 过 PP， 图 7.11-13 一 对 正 交 的 抛物 线 切线 
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平行 于 轴 的 直线 的 夹 角 。 凡 是 从 抛物 线 焦 点 发 出 的 射线 经 反射 后 都 变 成 

和 轴 平 行 的 平行 线 。 反 过 来 , 和 轴 平 行 的 平行 线 都 被 反射 到 焦点 上 。 
由 于 W; 点 在 过 顶点 了 的 垂直 切线 灵 上 , 这 切线 和 轴 垂 直 , 因而 有 : 
抛物 线 是 所 有 直角 三 角形 一 边 的 包 络 线 ， 这 些 直 角 三 角形 的 顶点 在 


如 果 切 线 二 重 直 于 如 它们 相交 于 工 点 ， 那 末 FWNiTV; 是 一 长 方 
形 ， 它 的 对 角 线 N,N, 是 垂直 切线 如 上 的 一 段 线 疏 ， 因此 它 一 定 和 准 线 
平行 。 三 角形 NsNyF 和 WNJT 全 等 ， 因 而 它们 底 边 WiN; 上 的 高 也 相 
等 。 故 了 工 和 垂直 切线 的 距离 为 p/2, 并 在 准 线 上 ( 见 图 7.11-13)。 

正 交 的 抛物 线 切 线 在 准 线 上 相交 
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立体 几何 是 欢 几 里 德 几何 的 一 个 分 支 ， 其 内 容 包括 不 位 于 一 平面 的 
几何 图 形 的 形状 .相对 位 置 , 大 小 及 其 他 度量 性 质 。 立 体 几何 是 三 维 空间 
几何 , 它 对 客观 实体 的 空间 性 质 作 了 深刻 的 立 明 。 
立体 几何 的 有 些 间 题 可 以 限制 在 一 个 平面 上 讨论 ， 因 此 它 与 平面 几 
何 有 密切 联系 。 此 外 , 在 立体 几何 中 常 要 用 到 画 法 几何 的 方法 。 最 后 ,在 
数值 立体 几何 中 ,算术 和 代数 运算 是 必 不 可 少 的 。 


8.1 基本 概念 
空间 的 直线 和 平面 


点 、 直 线 和 平面 是 三 维 空间 初等 几何 学 的 基石 ; 特别 是 几何 体 的 边界 
曲面 常常 是 由 平面 组 成 的 。 在 平面 几何 中 对 点 和 直线 的 基本 概念 的 直观 
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和 解释， 必须 再 根据 平面 的 基本 概念 和 在 空间 的 直线 与 平面 的 相对 位 置 予 
以 补充 。 

平面 ” 设 有 一 固定 点 4 和 一 不 过 4 点 的 直线 ji 过 4 点 与 五 相交 
或 与 刀 平行 的 直线 族 组 成 一 个 平面 ( 兄 图 8.1~1) 。 空 间 平面 还 可 以 看 成 
是 由 直线 ! 沿 着 与 它 相 交 的 另 一 条 直线 及 平移 得 到 的 。 因此 , 空间 平面 
的 位 置 是 由 如 下 子 集 瞧 一 确定 的 ，1. 一 条 直线 入 和 线 外 的 一 个 点 4; 
2. 两 条 相交 直线 1 和 ;3. 两 条 平行 直线 ; 4. 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 
点 ,例如 4 和 确定 位 置 的 两 个 点 ; 5. 一 个 点 4 和 一 个 矢量 《平面 的 法 
向 矢量 7)。 


NR 
图 8.1-1 空间 平面 的 构成 图 8.1-2 直线 ? 相对 于 平面 召 的 倾角 


空间 中 直线 和 平面 的 相对 位 置 、 如 果 一 条 直线 ! 和 一 个 平面 五 有 
两 个 公共 点 4 和 B, 则 直线 ?一定 在 平面 轧 上 ; 如 果 直 线 ! 与 平面 马 没 
有 任何 公共 点 ,或 者 直线 完全 位 于 平面 上 , 则 称 ! 平行 于 召 。 如 果 直 线 ? 
与 平面 五 只 有 一 个 公共 点 , 即 交 点 工 , 则 称 此 直线 7 与 平面 五 相交 。 如 
果 直 线 1 垂直 于 平面 如上 的 两 根 不 同 直 线 五 和 1， 则 此 直线 1 与 平面 重 
站 于 工 点 。 如 果 直 线 1 与 平面 召 交 于 工 点 , 将 此 直线 垂直 投影 到 马上 ， 
便 得 到 1 在 五 上 的 正 投影 Y。1 对 加 的 倾角 a 定义 为 a=Q 门 ( 见 
图 8:1-2); 如 果 1LB, 则 a=90°, 如 果 g 中 及 , 则 a=0"。 

空间 中 直线 的 相对 位 置 ”假如 两 直线 4 和 互相 平行 或 相交 于 一 
点 , 则 过 此 两 直线 可 作 一 平面 ,两 线 间 的 距离 或 夹 角 可 由 平面 几何 的 方法 
来 确定 。 

两 今 锌 直线 石和 为 ( 见 图 8.1-3) 既 不 平行 也 没有 公共 点 。 过 一 直线 
上 的 一 个 点 作 一 条 与 另 一 直线 平行 的 直线 , 例如 过 五 上 的 太 点 作为 如， 
则 2 和 六 之 闻 的 夹 角 就 定义 为 五 和 为 之 间 的 倾角 ge。 直线 my 在 入 处 垂 
直 九 和 鸡 , 也 垂直 于 ?2。2 和 mm 构成 的 平面 如 与 如 交 于 Ds 点 ,过 Da 点 


8.1 基本 概念 3 六 


平行 于 ”as 的 直线 交 六 于 Di。 线 DiDs 是 及 和 2 的 公 重 发，DiDe 的 长 
度 @ 是 这 两 条 偏 针 线 之 间 的 距离 。 这 是 上 的 点 与 上 的 点 之 间 的 最 
小 距离 。 


图 8.1-3 偏 余 直线 间 的 距离 图 8.1-4 单 叶 旋转 双 曲 面 


对 于 空间 的 任 一 直线 w 有 任意 多 条 直线 1 与 4 构成 一 给 定 角 a ,并 
与 4 相距 一 给 定 距离 &。 如 果 我 们 选择 限于 这 样 的 直线 六 即 它们 与 a 的 
公 生 线 都 在 与 a 垂直 的 平面 也 上, 这 样 就 得 到 两 个 直线 族 ， 它 们 是 以 
为 转轴 的 单 叶 旋转 双 册 面 的 母线 ( 见 图 8,1-g 。 平 面 吾 与 双 曲面 相交 截 
出 最 小 圆 , 转 轴 就 在 圆心 处 。 此 外 , 一 组 母线 的 每 根 线 都 与 另 一 组 的 每 根 
线 相交 (与 之 平行 的 线 除外 ), 而 一 组 母线 中 的 任何 两 条 线 都 是 偏 斜 线 。 特 
别 是 如 果 a=0, 曲面 即 为 旋转 柱 面 ,这 正好 是 彼此 平行 的 一 组 母线 。 

以 一 确定 角度 a 与 一 固定 直线 4 相交 于 攻 点 的 直线 集 组 成 一 旋转 
锥 面 。Z 为 顶点 , 4 是 轴 , 直线 1 是 锥 面 的 母线 。 

过 空间 一 点 卫 的 线 集 构 成 一 个 线 把 。 过 卫 的 任 一 平面 截 此 线 把 成 
为 一 线束 。 如 果 书 是 无 穷 远 处 的 一 个 点 ( 非 正 常 点 )， 则 相应 的 线 系 是 空 
闻 平 行 直线 把 和 平面 平行 直线 束 ( 参 看 I1. 第 12 章 )。 

空间 平面 的 相对 位 置 、 非 重合 的 空间 两 平面 最 多 只 能 有 一 条 公共 
线 。 既 没有 公共 点 也 不 重合 的 两 个 平面 叫 平行 平面 。 

包含 一 直线 的 平面 集合 组 成 一 平面 来，s 就 是 它们 的 承载 子 ( 见 
图 8.1-5)。 一 垂直 于 s 的 平面 卫 与 这 些 平面 相交 成 线 东 。 平面 卫 上 各 
线 之 间 的 交角 根据 定义 就 等 于 相应 面 的 交角 ， 例 如 ， 
B= 守 Uy 加 一 订 (B Bo)。 


图 8.1-5 ”以 直线 。 为 承 8.1-6 三 个 平面 孔 ， 世 ,也 的 交 线 
载 子 的 平面 束 ci2， C18; C28 的 平行 竹 

因此 , 两 个 平面 的 交角 被 归结 为 两 条 直线 的 交角 。 
如 果 B=90?， 两 直线 互相 垂直 。 如 果 平 面 Bs 平行 于 两 平面 1 
和 Za 的 交 线 cls, 则 它 与 B1 和 Bs 相交 得 平行 线 c12 lc lc ( 见 图 
8.1-6)。 平 行 平面 束 是 这 样 的 一 些 平面 ， 它 们 中 的 任何 两 个 平面 均 无 公 
共 点 ( 见 图 8.1-7)。 如 果 一 直线 垂直 于 平行 平面 束 中 的 一 个 平面 ， 则 它 
与 束 中 每 一 个 平面 都 垂直 。 在 垂直 线 上 截 出 的 线段 即 为 相应 两 乎 面 之 间 

的 距离 ; 例如 ，| PPs| 是 平面 Bs 和 Es 之 间 的 距离 。 


4 WN 


图 8.1~7 平行 平 画 束 图 8.1-8 平面 把 和 立体 角 


平面 把 表示 具有 一 公共 点 S 的 所 有 空间 平面 集 。5 是 把 的 承载 子 。 
这 些 平面 中 的 任何 两 个 都 相交 于 过 8 点 的 直线 ， 例 如 ,BB1 和 .Bs 相交 于 
cl( 图 8.1-8)。 一 个 把 的 三 个 平面 1, Bs， Bs 只 有 一 个 公共 承载 子 3, 它 
们 的 交 线 为 c12, cia， es， 这样 的 三 个 平面 分 空间 为 八 个 具有 公共 顶点 8 
的 三 楼 或 三 面 立 体 角 。 这 个 顶点 分 每 条 交 线 为 两 条 半 直 线 ， 而 不 同 直 线 
的 任意 三 条 半 直 线 组 成 了 立体 和 角 约 核 。 : : 

两 条 棱 之 闻 的 夹 角 叫 棱角 ， 它 是 在 由 此 两 棱 构 成 的 平面 中 测量 的 ， 
例如 , =(cia cf)。 面 角 是 在 与 两 平面 交 线 垂直 的 平面 内 测量 的 ， 例 
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如 ,有 = 广 (?2， 13) 是 Bo 和 丈 s 之 间 的 夹 角 ， 这 里 2 上 Ca，7a Ca (网 图 - 
38.1-8)。 一 般 说 来 ,楼 角 w 和 而 角 B6 是 不 同 的 。 楼 角 和 面 角 都 是 直角 的 
三 棱 立 体 角 出 现在 长 方 体 的 顶点 。 这 类 立体 角 在 画 法 几何 中 会 遇 到 ;， 它 
们 是 由 三 个 投影 面 组 成 的 。 

如 果 从 立体 角 只 的 一 点 向 各 个 面 画 重 线 ， 就 形成 以 此 点 为 顶点 以 垂 
线 为 楼 的 男 一 个 立体 角 。 这 个 新 角 叫 做 原来 角 的 极 角 , 反 过 来 ,原来 角 可 
以 掉 成 是 新 角 的 极 角 ( 参 看 工 .第 12 章 )。 

每 个 主体 角 都 是 它 的 极 角 的 投 角 s 

关于 立体 角 有 如 下 定理 ; 

工 . nn 楼 立体 角 的 所 有 校 角 之 和 小 于 360”。 


主体 


基本 概念 ”按照 立体 几何 的 含义 ， 立 体 是 位 于 空间 的 一 完全 闭合 区 
域内 的 三 维 空间 的 所 有 点 、 直 线 和 平面 的 集合 , 空间 的 完全 闭合 区 域 也 就 
是 立体 的 边界 曲面 内 ,并 包括 边界 曲面 上 的 点 .直线 和 平面 。 边 界 曲 所 的 
所 有 而 的 面积 之 和 称 为 曲 西 盏 积 ， 被 此 曲面 完全 包围 的 这 部 分 空间 的 量 
度 称 为 立体 的 体积 。 

如 果 一 个 立体 完全 以 平面 为 界 , 它 就 叫 平 面体 ,或 叫 多 面体 ; 例如 , 立 
方 体 、 长 方 体 、 楼 柱 、 核 锥 。 限 制 多 面体 的 多 边 形 叫 画 。 将 两 个 面 连接 在 
一 起 的 线段 电 棱 ,楼 的 端点 叫 立体 的 项 点 。 交 于 一 楼 的 两 个 半 平 面 之 间 
的 夹 角 是 此 两 面 之 闻 的 面 角 。 从 广义 上 说 , 当 立 体 的 两 个 曲面 以 一 个 角 
度 交 成 一 条 曲线 时 , 受 曲面 完全 或 部 分 包围 的 立体 叫 曲 面体 , 曲面 的 相交 
坦 线 叫 曲 面体 的 棱 。 角 可 以 由 有 关 点 处 的 两 个 切 平面 的 垂 线 之 间 夹 角 来 
度量 ; 当 这 两 条 垂 线 位 于 立体 (假定 是 凸 立体 ) 所 在 的 半空 间 内 时 ,这 是 可 
行 的 。 

如 果 将 平面 看 成 是 曲率 为 零 与 其 切面 重合 的 曲面 ， 则 直立 圆柱 在 底 
圆 的 任何 一 点 处 的 曲面 和 底面 之 间 的 夹 角 都 是 90"; 对 圆锥 来 说 , 这 个 角 
是 仰角 。 无 楼 曲面 的 例子 有 球面 . 椭 球 面 和 图 环 画 。 

一 个 立体 的 浴 面 面积 在 原则 上 是 由 各 个 边界 曲面 的 面积 之 和 来 确 
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定 。 对 部 分 面积 求 和 的 过 程 可 能 是 非常 烦琐 的 ,但 通过 导出 的 某 些 公式 
有 了 时 可 以 避 开 这 些 过 程 。 
一 个 立体 的 体积 可 借助 如 下 的 立方 容积 和 容量 表 来 确定 。 


Ikm3=I0%m3 一 I012qma3 
1m3 一 Im3 一 03dm3 


ldm?=10-3m: ~—1dm’? 
lem? =10-6m?=10-3dms 
imm?=10~m?=10-dm’ 


测量 单位 

立方 容积 ”立方 米 ( 记 为 m3) 是 边 长 为 工 米 的 立方 体 的 体积 。 较 大 
和 较 小 的 立方 容积 单位 都 是 由 立方 米 导出 的 。 

在 航运 事业 中 要 用 到 各 种 不 同 的 测度 容积 的 单位 。 测度 重量 用 英 
吨 , 1 英 吨 等 于 2240 磅 。 排 水 吨位 (根据 阿 基 米 德 原 理 ) 等 于 船舶 排 开水 
的 重量 。 轻 排水 吨位 相应 于 船体 、 机 器 设备 的 重量 加 上 全 体 船 员 和 他 们 
的 用 品 的 重量 ; 全 排水 吨位 是 燃料 和 货物 加 足 后 的 最 大 总 重量 , 两 者 之 差 
是 载重 吨位 。 
“人 洪 航 运 税 是 按 体 积 号 计算 的 , 体积 吨 是 用 来 量度 密闭 空间 容积 的 ， 
i 个 体积 吨 等 于 400 立方 英尺 ,或 2.83 米 ?。 最 后 , 用 于 计算 货船 货物 运 
费 的 运费 吨 仅 相当 于 40 立方 英尺 ,或 1.13 米 ?。 

容积 “鉴于 在 科学 测量 中 容积 是 出 立方 容积 的 单位 来 确定 的 ， 所 以 
在 日 常生 活 中 容积 以 升 为 单位 。 升 记 为 1, 其 定义 是 


11=T1dms3。 

和 不 的 得 1bhl=1001, 

_ 比 升 小 的 常用 单位 有 1，_0 or 
及 1ml=0.0011。 


在 岩 烙 鲁 撤 克 逊 入 的 国家 中 仍 以 立方 码 为 立方 容量 和 容积 的 其 本 单 
位 ( 见 下 表 )。- 


8.3 立方 体 和 长 方 体 ”315 


英 Rs | 英 二 | 加 全 
46656 |168.2 
1728 6.229 
1 
277 .42 4.546 | 0.00455 


231 3.788 | 0.00379 


工 立方 英尺 | 0.037 
工 立 方 英寸 | 0.00002| 0.00058 
工 加 仑 ( 英 ) | 0.05945| 0.1605 
1 加 仑 ( 美 ) | 0.04954| 0.1337 
ll=1dms | 0.0013]| 0.0353 
1m3 1.308 |85.314 


0.028 
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8.2 立方 体 和 长 方 体 


立方 体 和 长 方 体 都 是 多 面体 ,立方体 有 八 个 成 直角 的 立体 角 , 十 一 条 
等 长 的 楼 ,有 六 个 相同 的 正方 形 侧面 。 

长 方 体 和 立方 体 一 样 有 八 个 成 直 1 1& 
角 的 立体 角 ,十 二 条 楼 , 其 中 相等 生平 8 ”| 
行 的 有 三 组 ， 每 组 四 条 。 它 由 三 对 全 图 8.2-1 立方 体 是 长 方 
等 且 平 行 的 矩形 侧面 组 成。 体 的 一 个 特例 

立方 体 是 长 方 体 的 一 个 特例 ( 见 图 8.2-1)。 


表面 积 


如 果 将 一 个 多 面体 模型 的 表面 沿 足够 多 的 楼 切 开 ， 可 以 将 它们 放 在 
一 个 平面 里 组 成 界面 的 一 个 
连通 系统 。 这 叫 多 面体 的 殉 
格 。 
反 过 来 ， 多 面体 的 网 格 
可 以 沿 某 些 边 弯 起 来 ， 并 粘 
在 一 起 构成 多 面体 的 模型 。 
立方 体 的 风格 是 一 个 包 
括 六 个 相等 的 正方 形 的 连通 
图 8.2-2 一 个 立方 体 的 两 种 网 格 系统 ( 见 图 8.2-2)。 对 这 些 
正方 形 的 安排 有 不 同 的 方法 ,图 中 列 出 了 其 中 的 两 种 。 
长 方 休 的 网 格 是 一 个 包括 三 对 全 等 矩形 的 连通 系统 ， 对 它们 的 安排 
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也 有 不 同 的 方法 。 图 中 画 出 了 两 个 长 方 体 , 右边 的 一 个 有 一 对 正方 形 面 ; 
其 余 的 四 个 面 都 是 全 等 的 矩形 。 


图 8.2-4 长 方 体 的 两 个 网 格 
如 果 长 方 体 的 三 条 楼 为 a, 5, c, 则 三 个 长 方形 的 面积 是 ab, ac 和 
bo, 因此 长 方 体 表 面积 S 由 下 式 给 出 : 
S=2ab+2ac+i+2bce=2(ab+act+be), 
有 一 对 正方 形 (4a=c) 面 的 长 方 体 的 表面 积 8=24?-+44b。 最 后 ， 对 于 立 
方 体 ,由 于 4 一 2 一 2， 其 表面 积 为 $=64?。 


长 方 体 的 表面 积 S=2(ab Tract bce) 
立方 体 的 表面 积 S=60? 


体积 


在 平面 几何 中 测量 一 个 图 形 的 面积 ， 比 如 说 测量 一 个 正方 形 或 者 长 
方形 的 面积 , 其 定义 就 是 用 单位 正方 形 去 覆盖 这 个 图 形 。 同 样 ,测量 一 个 
体积 , 比如 一 个 立方 体 或 长 方 体 的 体积 , 也 可 以 定义 为 用 单位 立方 体 来 填 
充 这 个 空间 。 
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一 个 边 长 为 a《 比 如 说 10 个 单位 ) 的 立方 体 的 体积 完全 可 以 用 此 法 
来 填充 ( 见 图 8.2-5)。 


| 六 的 人 如 V =a | 


有 a( 二 10) 层 ， 每 层 有 
a( 一 10) 行 ,每 行 有 wa( 一 10) 个 


EPE 
二 二 单位 立方 体 ,所 以 总 共有 
二 HH ara:a=as(=10x10x10 
| iii 二 1000) 
of [| 个 单位 立方 体 ， 


sl [Ti 
9 -十 H 半 上 十 
LI 


1 6 
HD 6 
图 8.2-5 边 长 为 一 分 米 的 立方 体 的 体积 图 8.2-6 长 方 体 的 体积 


. 边 长 为 4, b,c 的 长 方 休 的 体积 可 以 填 和 人。 层 ,每 层 有 5 行 ， 每 行 有 
a 个 单位 立方 体 。 因 此 这 个 体积 为 q.5… 个 单位 立方 体 ( 见 图 8.2-6)。 
在 具有 一 对 正方 形 面 的 长 方 体 的 特殊 情况 下 , V = 二 42b。 


[ 长 方 体 的 体积 V=abe | 


【 例 】 平均 大 小 为 如 .0X 卫 .6x7.0cms 的 砖头 的 体积 是 多 大 ? 
这 里 a=22.0cm, b=11.6 cm，c 一 7.0 cm, 因此 
V=abc=22.0cmx11.6cm x7.0cm=1786.4cm3, 
如 果 有 一 条 或 几 条 棱 的 棱 长 不 是 单位 立方 体 棱 长 。 的 整数 倍 ， 这 些 
公式 也 适用 。 如 果 楼 长 4, 5, 是 。 的 有 理 数 倍 , 例如, 4 一 《pi/gq1)e, 5 一 
(pe/gs)e, ce 一 (pa/gs)e,， 这 一 论证 适用 于 一 个 较 小 的 单位 立方 体 ， 这 个 立 
方 体 的 楼 长 e 是。 的 分 之 一 ,是 q1,q2, 93 的 最 小 公 倍数 。e 的 无 理 
倍数 可 用 一 有 理 数列 无 限 接近 ( 见 了 .第 3 章 )。 一 般 说 来 ,界面 可 用 数学 
方法 定义 的 立体 体积 计算 是 积分 学 的 课题 。 
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长 方 体 的 对 角 线 根据 对 角 线 连接 的 两 个 非 相 邻 的 顶点 是 否 在 立方 
体 的 一 个 面 上 , 将 对 角 线 分 为 面 对 角 线 和 空间 对 角 线 。 长 方 体 有 12 条 面 
对 角 线 ,每 四 条 等 长 ; 有 四 条 空间 对 角 线 ,全 部 等 长 。 

所 有 对 角 线 的 长 度 都 可 以 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 计算 直角 三 角形 斜 边 的 
方法 算出 ( 见 图 8.2-7)。 如 果 % 2 “是 三 条 棱 长 ， 则 面 对 角 线 的 长 度 
有 fo2, fs 由 下 式 给 出 


fi=Vath, frVate, f=VD+e, 


< 
< 


a 


图 8.2-7 长 方 体 空间 对 角 线 的 长 图 8.2-8 长 方 体 的 三 对 对 角 面 

空间 对 角 线 的 长 度 & 可 以 按 直 角 三 角形 的 斜 边 来 算 ， 三 角形 的 两 条 
直角 边 是 一 个 面 对 角 线 和 第 三 边 : 

d=VATo- VATD— VAT Veo re, 

长 方 体 的 四 条 空间 对 角 线 构成 六 个 对 角 面 ， 这 些 对 角 面 截 长 方 体 成 
长 方形 ( 见 图 8.2-8)。 这 些 长 方形 成 对 全 等 并 以 长 方 体 的 面 对 角 线 和 楼 
为 界 。 它 们 的 面积 Di, Ds，Ds 由 下 式 给 出 : 

Di 一 cf 一 cVa5 十 5 Da 一 0 亡 王 DV THE; 
Da=afs=aV 三 十 C5。 _ 
长 | 面 对 角 线 “ 户 = VB 户 = VOD 访 =VBTDB 
体 | 空间 对 角 线 4=V@+b 03 . 
立方 体 的 对 角 线 “由 于 4=5==c, 面 对 角 线 、 空 间 对 角 线 和 对 角 截 面 
的 面积 分 别 如 下 ; . 
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fi=f=fa=f= Vet/ 3; A=Vao+tota=aV 3 
及 Di=Ds=Ds=D=af=aVa + We=aV 2, 
棱 长 ， 面 对 角 线 了 和 空间 对 和 角 线 4 有 如 下 比例 关系 : 
oa:fid=~ai:aV 3:aV 3~=V1:V2:V3, 
面 对 角 线 。 f=aV3 


空间 对 角 线 d=aV 3 


中 心 ”立方体 和 长 方 体 都 具有 这 样 的 性 质 ， 即 所 有 空间 对 角 线 交 于 
一 点 0, 并 为 此 点 平分 。0 叫 作 立体 的 中 心 , 也 一 一 
就 是 相应 类 型 的 匀 质 立体 的 重心 。0 还 是 立方 MX 
体 和 外 接 球 与 内 切 球 的 公共 中 心 。 外 接 球 的 半 | 
径 是 空间 对 角 线 长 度 的 一 半 , 即 


= 可 aV 了 Dg -|/ 


& 


内 切 球 的 半径 等 于 楼 长 的 一 半 , 即 图 .8 .9 正六 边 形 可 
p= 以 看 成 是 立方 体 的 一 
2° 个 平面 截面 


主 方 体 的 截面 。 对 立方 体 可 以 作 一 适当 的 平面 截面 ， 使 其 成 正六 边 
形 。 立 方 体 的 中 心 与 此 六 边 形 的 中 心 重合 ， 六 边 形 的 顶点 是 立方 体 六 条 
楼 的 中 点 ， 这 些 点 可 以 描述 成 一 个 回路 ， 但 没有 三 个 点 是 在 一 个 面 上 的 
( 见 图 8.2-9)。 

这 个 正六 边 形 是 由 六 个 相同 的 等 边 三 角形 组 成 ， 三 角形 的 边 长 


s 一 地 aV 台 ( 即 为 立方 体面 对 角 线 的 一 一 半 ), 面 积 4= 计 32V3。 
六 边 形 的 面积 为 | 
8S= 64 一 6x 开 52V 可 = 写 s2V 可 ~ 于 VS。 


8.3 棱柱 和 圆柱 
概述 
棱柱 ”如 果 一 直线 不 改变 其 方向 , 在 空间 沿 着 一 平面 2 边 形 (*= 
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3, 4, ，…) 的 周 长 运 动 ， 它 将 描绘 出 一 个 棱柱 曲面 ， 当 它 经 过 边 形 的 一 
个 顶点 时 ,就 得 到 这 个 曲面 的 一 个 核 。 

2” 边 形 可 以 看 成 是 一 平面 与 楼 柱 曲面 的 所 有 楼 相交 时 切 出 的 一 个 堆 
面 。 如 果 有 第 二 个 面 平行 于 第 一 个 面 去 切 这 个 楼 柱 曲面 , 则 得 出 的 第 二 
个 截面 是 与 第 一 个 全 等 的 w 边 形 ;这 两 个 截面 和 痰 柱 申 面 构成 一 个 完全 
闭合 的 空间 。 这 个 立体 叫 楼 柱 ， 这 两 个 w 边 形 是 它 的 底 重 ,或 一 个 叫 底 
面 一 个 叫 项 夯 ， 属 于 楼 柱 体 的 这 部 分 棱柱 曲面 叫做 它 的 曲面 。 连接 两 底 
的 相应 顶点 的 棱柱 曲面 的 核 叫 侧 枝 , 以 与 底 棱 相 区 别 , 底 楼 相当 于 底面 的 
边 。 一 个 % 边 核 柱 有 4 个 侧 楼 和 2n 个 底 楼 ， 因 此 共有 3m 条 读 。 所 有 便 

楼 均等 长 ， 两 个 相应 的 底 楼 平行 且 长 度 相等 。 在 侧 

A _/j) 面 上 与 楼 平行 的 吉 线 叫做 楼 柱 体 的 母 发。 棱柱 体 的 
[fH 高 是 底 和 顶 的 两 个 平面 之 癌 的 距离 
如 果 有 一 条 侧 楼 与 一 底面 一直 ， 则 所 有 侧 楼 均 
图 8.3-1 祭 平 行 “与 两 底面 垂直 。 这 样 的 棱柱 叫 直 棱柱 ,其 他 的 就 叫 

六 面体 对 棱柱 。 

直 楼 柱 的 侧面 是 长 方形 。 如 果 直 楼 柱 的 底 是 正 %” 边 形 ， 就 叫 下 村 
手 。 这 种 棱柱 体 的 便 负 是 全 等 的 长 方形 。 正 楼 柱 两 底 边 中 心 ( 底 边 的 中 重 
线 相 交 的 点 ) 的 连 线 叫 作 灿 (转动 轴 )， 通 过 轴 的 棱柱 的 截面 叫 机 向 截面 。 
以 平行 四 边 形 为 底 的 斜阳 边 楼 柱 叫 作 平 行 去 面体 ( 见 图 8.3-1)。 

圆柱 ”如 果 一 直线 ( 称 为 号 线 ) 不 改变 其 方向 沿 着 一 根 曲 线 ( 叫 导向 
上 曲线 ) 在 空间 运动 , 它 便 描 绘 出 一 个 国 柱 面 。 辆 柱 是 由 具有 闭合 导向 昌 线 
的 圆柱 面 和 两 个 彼此 平行 但 不 平行 于 母线 的 平面 构成 的 立体 。 在 两 平行 
平面 之 癌 的 圆柱 面 的 母线 段 也 叫 圆柱 的 母线 ,它们 长 度 相等 。 在 两 平行 
平面 之 间 的 这 部 分 圆柱 画 就 叫 圆柱 的 曲面 。 两 平行 平面 在 圆柱 面 上 截 出 
的 底面 和 项 面 是 全 等 的 。 底 面 和 项 而 的 垂直 距离 是 圆柱 的 高 。 从 广义 上 - 
说 , 每 个 圆柱 至 少 有 两 个 边 , 即 底面 和 项 面 的 边缘 。 如 果 在 边 上 任意 一 点 
处 ,底面 或 项 面 和 沸 面 之 间 的 夹 角 为 90, 这 就 叫 直 之 圆柱 ,否则 是 人 针 贺 
柱 。 

根据 底面 的 类 型 有 不 同类 型 的 圆柱 。 特 别 是 ,如 果 底 面 是 个 圆 , 就 叫 
正 圆柱 。 正 直立 圆柱 也 叫 旋 转 圆柱 。 

如 果 将 圆柱 看 成 是 实心 的 ,就 可 以 挖 出 一 个 小 圆柱 , 并 使 大 小 圆柱 的 
底 为 同心 图 ， 则 列 余 部 分 巴 空 心 圆柱 。 空 心病 柱 在 技术 上 常 有 应 用 ， 如 
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贮 气 币 .锅炉 、 储 油箱 .柏油 桶 等 。 管 子 是 长 空心 圆柱 , 它们 的 用 途 有 运输 
气体 (天 然 气 或 蒸气 ) 或 液体 (水 或 石油 ) 等 。 


表面 积 


” ”棱柱 正如 长 方 体 和 立方 体 一 样 ， 从 棱柱 的 曲面 模型 可 以 得 出 它 的 
网 阁 (或 反 过 来 , 由 网 格 建立 起 模 
型 )。 图 8.3-? 为 正六 棱柱 的 网 
格 。 

圆柱 ”可 将 圆柱 的 曲面 模型 
沿 母线 和 两 个 底面 剪 开 。 以 直立 
正 圆柱 为 例 ， 其 曲面 可 以 展 成 乎 图 8.3-2 正六 棱柱 的 网 格 
面 , 如 图 8.3-3 所 示 可 按 三 步 进行 。 它 的 网 格 包括 一 个 长 方形 和 两 个 
底面 ,长 方形 的 高 是 母线 s, 而 底 的 周 长 2rr 是 它 的 边 ( 见 图 8.3-4)。 由 
两 个 平行 平面 截 成 的 斜 圆柱 的 展开 曲面 是 以 两 条 平行 直线 和 两 条 同位 相 
同 振幅 的 正弦 曲线 围 成 的 曲面 ( 见 图 8. 3-5)。 在 原则 上 ,每 个 圆柱 曲面 都 
可 展开 。 实 际 上 , 直立 正 圆柱 的 均匀 展开 看 作对 圆周 的 矫正 。 柯 琴 斯 基 


图 8.3-3 直立 正 圆柱 的 曲面 图 8.3- 直立 正 圆柱 的 网 格 


图 8.3-5 直立 正 圆柱 的 斜 截面 图 8.3-6 计算 圆周 长 的 柯 
琴 斯 基 近似 方法 
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(A. Kochansky, 1685 年 ) 的 方法 给 出 的 近似 值 精确 到 0.002%, 这 个 广 
法 很 容易 用 直 尺 和 圆规 作出 ; 由 此 得 到 “13 计 一 2V3( 见 图 8.3-6)。 


楼 柱 和 圆柱 的 表面 积 S=2B+0 


棱柱 或 圆柱 的 表面 积 可 由 侧面 或 曲面 的 面积 C 加 上 两 底面 的 面积 
《每 个 底面 面积 为 8) 求 得 。 根 据 需要 可 将 公式 具体 化 。 

【 例 1】 已 知 一 正六 棱柱 的 底 边 4=3w 高 h=4%，% 为 单位 长 度 ， 
试 求 此 棱柱 的 表面 积 。 

解 : … B=3 azwW 3, c=6ah, 


所 以 S=2x SV3 +6ah=3a7V3+6ah 


=3a(aV 3 +2h)。 
将 已 知 数值 代入 , 即 得 5 心 119w? (平方 单位 , 比如 平方 英寸 )。 
【了 例 允 ”计算 一 钢 螺 栓 的 面积 ， 已 知 钢 螺 栓 的 圆 形 截面 的 直径 4= 
50w, 高 &= 60w, 我 们 得 到 了 3=xd2/4 和 C=mdh, 因 此 8S=2ma2/4 二 rdh 一 
wa(d/2+h), 代入 数值 即 得 S=4250xw? 心 13352w?。 


让 拟 列 利 原理 


计算 棱柱 和 圆柱 的 体积 时 ,要 用 到 仰 利 路 的 学 生 卡 瓦 列 利 (Cavalieri) 
在 1629 年 发 表 的 原理 。 
卡 瓦 列 利 原理 :高 度 相 


8.3-7 ” 卡 瓦 列 利 原理 示意 图 这 个 原理 似 可 以 用 一 个 
简单 的 方法 来 证 明 , 即 用 几 块 楼 柱 形 薄板 堆 成 一 个 立方 体 , 然后 将 各 薄板 
错开 , 使 其 得 到 另 一 不 同 的 形状 , 显然 两 者 体积 不 变 ( 见 图 8.3-7)。 薄 板 的 
底面 就 是 横 截面 , 因此 也 是 同一 高 度 的 面积 。 薄 板 的 高 度 越 小 , 阶梯 的 曲 
面 越 接近 用 连续 函数 撕 述 的 形式 ; 例如 , 非常 薄 的 同样 大 小 的 贺 纸 片 迭 起 
.来 可 以 非常 接近 一 个 斜 圆柱 ( 见 图 8.3-8)。 根 据 极限 理论 , 此 定理 可 用 


324 第 8 意 立体 几何 


8.4 棱锥 和 辆 和 锥 
概述 


楼 镁 ”如 果 一 射线 从 空间 的 一 固定 点 2 发 出 沿 着 一 平面 边 形 的 


图 8.4-1 棱锥 


周边 运动 (n=3, 4 …), 此 平面 不 经 过 如 
点 ， 则 此 射线 描绘 出 一 个 棱锥 面 , 经 过 
% 边 形 顶 点 的 射线 是 棱锥 面 的 棱 。 这 个 
+ 边 形 和 它 与 点 名 之 间 的 这 部 分 楼 锥 面 
冤 成 一 个 完全 闭合 的 空间 ， 这 个 几何 体 就 
叫 棱锥 ( 见 图 8.4-1)。 

这 个 % 边 形 叮 底 面 ,点 如 则 顶点 ,属于 
此 立体 的 这 部 分 棱锥 面 叫 棱锥 的 面 。 介 于 
底面 的 各 顶点 和 棱锥 项 点 各 之 加 的 这 自 
棱锥 面 上 的 棱 叫 棱锥 的 侧 校 以 和 底 棱 相 
区 别 ， 席 楼 相当 于 底面 的 边 。 n 边 的 校 名 


体 有 条 侧 校 和 mn 条 底 棱 , 因此 共有 2n 条 棱 , 还 有 ”个 侧面 三 角形 。 在 
侧面 上 连接 底 棱 上 任意 一 点 和 顶点 的 线段 叫 棱锥 的 母线 。 


棱锥 的 高 是 指 顶点 
到 底 平面 的 垂直 距离， 
这 条 垂 线 与 底 平 面 交 于 
顶 垂 线 的 末端 ZZ。 这 
个 点 以 及 顶 垂 线 可 以 落 
在 棱锥 底 的 外 面 (图 
8.4-2)。 

正 棱锥 的 底面 是 个 
正 4 边 形 ， 如 果 顶 垂 线 
的 末端 与 底 的 中 心 重 


图 8.4-2 直立 和 斜 方 棱锥 


合 ,这 就 叫 直立 棱锥 ,否则 就 是 针 棱 锥 。 直 立正 棱锥 的 侧面 是 全 等 等 腰 三 
角形 。 直 立 棱锥 的 高 就 是 它 的 机 ,通过 轴 的 任何 截面 都 叫 机 向 截面 。( 正 ) 
四 画 休 是 个 底 和 侧面 都 是 等 边 三 角形 的 棱锥 。 

著名 的 古代 埃及 国王 的 坟 莫 是 直立 正方 棱锥 ， 最 著名 的 是 开罗 南部 


1 
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吉 萨 附近 的 金字 塔 。 最 大 的 金字 塔 底 边 约 长 227 米 , 高 约 为 137 米 。 

园 锥 ”通过 空间 一 个 园 定 点 艰 的 直线 ( 录 线 ) 沿 一 曲线 (导向 曲线 ) 
运动 , 便 撕 绘 出 一 个 国难 而 ( 抑 图 8. 入 3)。 加 锥 是 由 具有 闭合 导向 曲线 
的 圆锥 面 与 一 不 通过 了 点 的 平面 组 成 的 立体 。 圆 锥 面 截 平面 成 圆锥 的 
底面 ， 纺 点 称 为 圆锥 的 项 点 ， 顶 点 到 底面 的 距离 叫 高 。 圆锥 的 曲面 是 指 
顶点 和 底面 之 间 的 这 部 分 圆锥 面 ， 在 圆锥 面 上 属于 该 圆锥 的 这 部 分 
母线 叫 圆锥 的 条 线 。 如 果 一 带 有 闭合 导向 曲线 的 圆锥 面 被 位 于 怠 点 两 
边 的 两 个 平行 平面 所 截 , 我 们 就 称 之 为 对 项 锥 。 这 两 个 底 相似 , 而 高 的 和 
就 是 这 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 。 圆锥 按照 底面 的 类 型 分 为 正 圆锥 、 梢 
圆锥 和 其 他 类 型 的 圆锥 。 如 果 底 中 心 为 2, 而 且 线 段 22 垂直 于 底 , 这 
就 叫 直立 圆锥 ， 否 则 是 针 圆 锥 。 通 过 22' 的 所 有 平面 截面 都 全 等 的 直立 
圆锥 可 以 看 成 是 个 旋转 立体 ; 例如 , 直立 正 圆锥 可 由 一 直角 三 角形 伐 一 个 
直角 边 旋 转 得 到 ( 见 图 8.4 4)。 


A 


图 8.4-3 圆锥 而 和 对 顶 锥 图 8.4-4 直立 正 圆锥 


技术 上 的 国 锥 凑 例 子 有 塔 顶 、 容 器 的 某 些 部 分 (如 水 泥 桶 的 下 部 人 机 
器 部 件 、 机 动车 辆 中 的 圆锥 状 阅 和 圆锥 状 连接 器 。 贺 锥 状 在 自然 界 中 也 
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是 常 有 的 : 许多 火山 爆发 形成 的 山 , 以 及 缓慢 流动 的 沙土 堆积 成 的 土 堆 都 
呈 圆 锥 状 。 


表面 积 


车 将 核 维 曲面 的 模型 沿 一 侧 棱 和 所 有 底 被 ( 留 一 条 不 剪 ) 剪 开 ， 或 沿 
所 有 侧 棱 剪 开 ， 再 将 侧面 在 底 平 面 上 铺 开 ， 这 样 就 可 以 得 到 棱锥 体 的 网 
格 。 图 8.4-5 是 正方 棱锥 的 网 格 。 

圆 伸 的 曲面 模型 要 洛 一 条 母线 和 底 棱 
剪 开 。 例如 , 直立 正 圆锥 和 直立 正 圆 柱 一 
样 ， 可 以 在 平面 上 展开 。 它 包含 一 个 扇形 
〈 见 图 8.4-6) 。 直立 正 圆锥 的 网 烙 是 由 一 
个 扇形 各 贺 欠 的 加 底 组 成 ， 扇 形 的 半径 p 
就 是 母线 长 s， 扁 形 的 弧 ”就 是 底 的 圆周 
长 2xr。 设 0 为 曲 匠 的 面积 , 则 

图 8.4-5 正方 棱锥 的 网 格 O:mrp3=D:2xp， 
0= (bp2)/(26)= (2ry.s)/2 一 ys。 
如 果 户 是 圆锥 的 高 , 则 :一 VE 。 


| 加 给 的 锥 面 理 积 | C=mrs | 


如 果 用 咏 表 示 杰 名 或 圆锥 的 表面 面积 , B 表示 底面 面积 ,0 表示 本 
锥 的 侧面 或 阅 纹 的 锥 而 面积 , 则 8 一 B+C。 

按照 立体 的 类 型 ,这 些 公式 可 以 具体 化 。 例如, 边 长 为 的 正四 面体 
的 表面 面积 ,因为 0=3B, B= 地 a?V3， 所 以 8=- 人 一 祁 ,4a2V 了 - 
a2WV3。 
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图 8.4-6 展开 直立 正 图 8.4-7 对 应 圆 弧 的 
圆锥 的 曲面 库 沙 努 斯 作 图 法 
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关于 将 半径 为 +, 在 中 心 的 张 角 为 9 的 贺 弧 s 对 应 到 半径 为 p 的 加 
上 的 问题 ， 如 果 两 个 弧 的 张 角 g 和 吕 小 于 物 ", 尼 吉 劳 斯 ' 库 沙 努 斯 
(Nicolaas Cusanus，1401 ~1464 年 ) 作 图 法 给 出 了 很 好 的 近似 解法 ( 见 图 
8.4-7)。 


体积 . , 

为 了 对 棱锥 应 用 卡 瓦 列 利 原理 ,对 楼 锥 取 一 平行 子 底面 的 平面 截面 ， 
此 截面 与 底面 相似 。 它 到 顶点 的 距离 小 于 楼 锥 的 高 h。 这 个 截面 和 底 
面 上 的 所 有 对 应 的 平行 线段 都 与 高 成 比例 . 8':5=h:h, 而 面积 4 和 冯 
的 比 为 4';:4=R?:P2。 


祝 据 卡 站 区 和 未 弄 , 这 意 耻 关 

等 底 等 高 的 校 锥 具有 相等 的 体积 。 

由 于 底面 可 以 变换 成 等 面积 的 三 角形 ,或 分 割 成 几 个 三 角形 , 因此 只 
要 会 算 三 棱锥 的 体积 就 够 了 。 

.三 楼 锥 的 体积 是 同 底 同 高 的 核 柱 体 积 的 三 分 之 二 。 

如 图 8.4-8 所 示 ， 三 棱柱 可 以 用 两 个 平面 截面 分 成 体积 相等 的 三 个 
楼 锥 万 ，，7a。 有 丈 和 了 到 分 别 以 棱柱 的 底 和 顶 为 其 底 ，A 了 BR= 
A48C, 以 棱柱 的 高 为 高 ,| BB|==1CF|。 又 由 于 和 40F= 人 4FD， 所 
以 Vs 和 Vs 具有 相等 的 底面 ,而 且 侧 区 4CFD 到 如 点 的 距离 都 是 它们 的 
高 。 因 此 ,如 果 以 昌 表 示 核 锥 的 底面 , h 表示 它 的 高 , 则 其 体积 为 

V=Bh/3, 


BripB 


Le 


? Ve pp pp” 
图 8.4-8 将 一 个 三 棱柱 分 割 成 三 个 三 棱锥 
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| 楼 锥 的 体积 | VBh/3 | 


卡 瓦 列 利 原理 只 要 求 平行 截面 的 面积 相等 ， 不 要 求 这 些 截 面 的 形状 
相同 。 圆 锥 可 以 看 成 是 底 为 召 = 7 的 特殊 的 棱锥 , 因此 : 
等 底 等 高 的 圆锥 有 相等 的 体积 。 


圆锥 体 的 体积 T=m7 和 /3 一 rd2/12 


平 截 头 棱锥 体 ( 棱 台 ) 和 平 截 头 圆锥 体 ( 圆 台 ) 

平 截 头 棱锥 体 是 以 两 个 平面 为 界 的 立体 ， 此 立体 的 底面 和 顶 面 互相 
平行 ， 其 侧 棱 相 交 于 立体 以 外 的 一 点 ( 见 图 8. 生 9) 。 平 截 头 棱锥 体 通 常 
可 以 成 为 一 个 棱锥 ,只 要 在 它 的 顶 面 上 加 上 男 一 个 小 棱锥 。 


| 平 截 头 棱锥 体 的 面积 | SwBi+ Bs+C | 


图 8.4-9 平 截 头 核 锥 体 
如 果 以 Bi 表示 完全 棱锥 的 底 , hu 表示 它 的 高 ，Bs 和 hs 表示 加 上 去 
的 楼 锥 的 底 和 高 , 则 有 =h 一 ha 是 平 截 头 楼 锥 体 的 高 ,Bl 和 Ba 是 它 的 底 
面 和 项 面 的 面积 。 根 据 加 上 去 的 棱锥 是 斜 的 直立 的 或 正 的 , 平 截 头 棱锥 
体 就 叫 儿 的、 直立 的 或 正 的 。 它 的 表面 积 8 是 由 底 屯 和 了 肋 及 例 面 C 
组 成 , 如果 Bi 是 % 边 形 ， 便 面 就 包括 #” 个 梯形 。 平 截 头 棱锥 体 有 22 个 
底 棱 和 ?个 侧 棱 。 底 棱 为 和? 的 直立 方 平 截 头 棱锥 体 的 侧面 是 等 腰 梯 
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形 , 其 高 为 = V 瑚 + (4 一 05)3/4, 因 此 ,其 表面 积 为 
S=4[C(a+0)/2]n+a tb =0 + D+2n(at+b), 


图 8.4-10 平 截 头 贺 截 体 


同样 , 平 截 关 圆 锥 体 可 以 由 圆锥 体 被 一 平行 于 底面 的 平面 天 得 ( 见 图 
8.4-9， 其 侧面 C 可 以 展开 。 如 ?71 hi 和 51 分 别 表 示 一 直立 正 圆 锥 的 
底 圆 半径 、 高 和 母线 的 长 度 , 72, ha 和 ss 表示 被 截 下 的 圆锥 的 相应 部 分 长 
度 ， 则 对 剩 下 的 平 截 头 园 锥 体 来 说 高 是 h=h 一 hy9， 母 线 长 是 5 一 51 一 52。 
在 轴 向 切面 上 ， 有 ”1:72 二 81:s2, 并 有 《71 一 72) :7?1 二 8s:31 和 (?1 一 ?39) :72 二 
s:s3。 因 此 ,有 31 二 sf71/《71 一 ?2) 和 52 二 572/《71 一 ?2), 因 此 C=xs171 一 T5272 
一 ws(71 十 ?2) 及 Sw73 十 wr73 十 ws (71 十 ?2), 5 为 直立 平 截 头 圆锥 体 的 表 
面积 。 


C=s(71+72) 
平 截 头 直立 正 圆 锥 体 | S= [Cr 证 人 3) 十 s(71 十 ?2)] 
的 侧面 积 C 和 表面 积 5 


= 地 7[+ 人 +29(d1+0)] 


日 常用 的 许多 物品 呈 平 截 头 棱锥 形 , 例如 洗衣 篮 、 焙 锅 和 手 推 小 车 ; 
平 截 头 贺 锥 形 的 例子 有 灯罩 、 花 瓶 和 酒杯 。 | 
体积 ”如 果 用 B1 和 加 表示 完全 核 锥 的 底 和 高 , Bs 和 hb 表示 加 上 


去 的 棱锥 的 底 和 高 , 则 平 截 头 楼 维 体 的 体积 为 7 一 寺 (B1hr 一 Bshs)。 由 于 


平行 截面 的 面积 与 它们 到 顶点 的 距离 的 平方 成 正比 , 即 
hih=VB: VE, 所 以 h=hVB/(VB -VB) 
及 ho=hV Ba/(VBi— VB,)o 
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因此 平 截 头 棱锥 体 的 体积 是 
yb .BVBi- BoVB 
3 VB 一 VB 
h. BI~BoVBB BiV BB,—B! 
BiI— B» 


(Bi+VBiB2+ Bs)。 


相应 的 关系 对 平 截 头 圆锥 体 也 成 立 , 这 时 Bi= 3 和 B=% 襄 。 


体 积 近 似 公 式 


下 截 头 校 欠 7= 部 (Bl +V BiBi+ B) We 


| Vo 或 
ee 7= 于 (二 mapa 十 虽 


Voritr)? 


实际 上 , 从 近似 公式 常常 能 得 出 相当 精确 的 结果 。 当 平 截 头 棱锥 体 
的 形状 越 接近 楼 柱 (Bi 一 Bs)， 或 平 截 头 圆锥 体 越 接 近 圆 柱 (ri 心 73) 时 ， 
这 些 结果 越 精确 。 头 两 个 近似 公式 给 出 的 结果 总 是 偏 大 ， 男 一 个 给 出 的 
结果 则 偏 小 。 


8.5 多 面体 

欧 拉 多 面体 定理 

如 果 一 个 立体 仅 由 儿 个 平面 组 成 ， 这 就 叫 平 面 主体 或 多 西 体 } 立方 
体 ,长 方 体 ,楼 柱 \ 扶 锥 和 平 截 头 楼 锥 体 都 是 多 面体 。 
.如果 连接 多 面体 上 任意 两 点 的 线段 仅 包 含 多 面体 内 的 点 ， 这 就 叫 串 
多面 体 或 叫 欧 拉 多 面体 。 阿 基 米 德 可 能 早已 知道 了 欧 拉 多 面体 定理 ， 而 
和 卡尔 则 肯定 知道 
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为 了 确定 吹 拉 定理 中 的 数 百 =v 十 f 一 e, 我 们 设想 一 个 用 橡皮 噶 包 起 
来 的 多 面体 模型 ， 橡 皮膜 有 一 个 面 被 剪 掉 。 剩 下 的 面 的 数目 9 是 f 一 1， 
所 以 百 =% 十 9 十 1 一 e。 如 果 将 此 剩 下 的 曲面 在 一 个 平面 上 摊 开 ， 则 楼 长 
和 角度 都 发 生 了 变化 ,但 ww p 和 e 不 变 。 在 这 样 得 到 的 许 菜 格 尔 多 面体 
图 中 ( 见 图 8.5-1), 每 一 个 p 曾 都 可 以 用 对 角 线 分 成 三 角形 。 每 条 对 角 线 
使 。 和 gp 都 增加 1, 也 就 是 说 , 百 保 持 不 变 。 如 果 从 边界 上 将 只 属于 一 
个 三 角形 的 一 条 边 去 掉 , 则 。 和 都 碱 少 1 也 仍 然 不 变 。 如 果 一 条 边 和 
一 个 顶点 不 再 属于 某 一 个 面 , 把 它们 和 去掉， 这 样 和。 都 减少 1, 而 召 保 
持 不 变 。 反 复 利 用 这 些 步 骤 , 最 后 仅 镜 下 一 个 三 角形 , 这 时 v= 3, e= 3 和 
9 二 1, 所 以 


E=v+9+1i~e=2, 
因此 v+f-e=2 是 普遍 成 立 的 。 、 


图 8.5-1 证 明 网 拉 多 面体 定理 的 立方 体 下 而 网 格 

正 多 面体 

五 种 正 多 面体 ”如果 一 个 凸 多 面体 由 并 个 全 等 的 多 边 形 构成 ， 而 且 
有 相同 数目 的 楼 在 每 个 顶点 相交 ， 这 就 叫 正 凸 多 面体 。 有 五 种 属于 这 种 
类 型 的 立体 ( 见 图 8.5-2), 也 叫 栖 拉 图 主体 , 这 是 为 了 纪念 柏拉图 的 。 

在 一 个 顶点 的 棱角 之 和 小 于 360°, 根据 这 个 定理 ， 只 可 能 有 五 种 正 
多 面体 。1, 如 果 多 面体 是 由 等 边 三 角形 构成 ， 由 于 每 个 楼 角 是 60°, 因 
此 只 可 能 有 三 个 ` 四 个 或 五 个 面相 交 于 一 个 顶点 ; 如 果 有 六 个 面 ,楼 角 之 
和 应 为 6.60° =360? 。2. 如 果 多 面体 是 由 正方 形 (每 个 楼 角 是 90?) 或 
3. 由 正 五 边 形 (每 个 楼 角 是 108°) 构成 ， 则 只 能 有 三 个 面相 交 于 一 个 项 

正六 边 形 (每 个 楼 角 是 130" ) 不 可 能 组 成 多 面体 ， 因 3. 120° 不 小 于 
360°。 

通过 这 些 论证 说 明正 多 面体 只 可 能 有 五 种 类 型 ,: 现下 面 数 
f 和 楼 数 。 列表 如 下 , 表 中 ?表示 在 同一 顶点 处 的 面 儿 ， 


d e 


图 8.5-3 五 种 正 多 面体 和 它们 的 网 格 : c) 四 面体 ; 5) 六 面体 (立方 体 ); 
c) 八 面体 ; 9) 二 十 面体 ; e) 十 二 面体 


正 多 面体 


四 面体 

八 面体 

二 十 面体 

六 面体 或 立方 体 
十 二 面体 


内 切 球 和 外 接 球 是 这 类 立体 的 一 个 重要 特征 ， 因 为 正 多 面体 的 中 心 
也 是 这 些 球体 的 公共 中 心 。 外 接 球 的 曲面 经 过 多 面体 的 各 个 顶点 , 内 切 
球 的 曲面 与 多 面体 各 面 的 中 心 相 接触 。 因 此 穿 过 各 面 中 心 的 垂 线 相交 于 
多 面体 的 中 心 。 

如 果 用 表示 一 个 面 的 边 数 , m 表示 交 于 同一 顶点 的 楼 数 , v 表示 
多 面体 的 项 点 数 , 了 表示 面 数 及 。 表示 楼 数 ， 那 么 如 果 a 为 棱 长 ,8 为 表 
面积 及 了 为 体积 ,就 可 得 到 如 下 结果 


/aaV 2 
C3 


1fs9 VT 
sn (15+7V5) 
5/1243 (3+V 5) 


2a V3 
3ar /5(5+2V5) 
5mV3 


对 偶 性 ” 表 中 的 交叉 线 表示 有 关 的 一 对 立体 是 对 偶 的 ， 顶 点 数 和 面 
数 可 以 互 换 ,图 8.5-3 表示 立方 体 和 八 面 体 的 例子 。 边 数 保持 不 变 ,根据 
欧 拉 定理 : 

V1+ 有 1 二 fz 十 ==e 十 $#, 四 面体 是 自 对 侦 的 。 


图 8.5-3 立方 休 和 八 面 。 ， 图 8.5-4 截 多 面体 ,四 面体 变 成 八 面体 ( 左 ) 
体 之 间 的 对 偶 性 立方 体 给 出 了 一 个 中 央 结晶 体 ( 右 ) 

截 多 面体 ”如果 将 一 正 多 面体 的 各 个 项 角 切 掉 ， 使 所 截 平面 截面 都 
成 为 正则 并 且 全 等 ， 截 下 的 立体 的 所 有 面 都 全 等 或 在 立体 的 每 个 顶 角 相 
交 的 几 个 正 % 边 形 有 不 同 的 边 数 ， 因 此 根据 上 述 不 同情 况 将 镜 下 的 立体 
仍 叫 正 多 面体 或 叫 半 正则 ( 阿 基 米 德 ) 立 体 
( 见 图 8.5-4) 。 图 中 所 示 的 截 立方 体 叫 中 
类 晶体 ， 因 为 它 同 样 可 以 由 通过 八 面体 各 
楼 的 中 点 作 截 面 得 到 。 然而 , 还 可 以 这 样 
切 立 方 体 , 使 所 得 各 面 为 正八 边 形 。 


蜡 体 


尽管 自然 界 中 绝 大 多 数 立 体 是 无 规则 
的 ,然而 晶体 则 直接 作为 数学 立体 而 出 现 。 图 8,5-5 立方 体 的 主 对 称 面 
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尼 尔 斯 :斯 坦 生 CNiels Stensen, 1638~ 1686 年 ) 根 据 同 种 物体 所 有 晶体 的 
相应 面 之 间 的 夹 角 都 具有 相同 数值 ， 发 现 了 面 角 字 恒定 律 。 要 描述 晶体 
的 对 称 性 质 ， 需 要 有 对 称 中 心 、 对 称 轴 和 对 称 平面 的 概念 。 立 方 体 有 连 
接 对 立 面 中 心 的 三 个 对 称 铀 和 九 个 对 称 面 。 三 个 主 对 称 面 或 简称 主 平面 
是 通过 立方 体 中 心 并 分 别 与 三 对 对 立 面 平行 的 平面 。 与 每 一 对 对 立 面 垂 
直 的 有 两 个 对 称 面 ， 每 个 这 样 的 对 称 面 都 包含 有 两 条 立方 体 的 空间 对 角 
线 ( 图 8.5-5)。 


8.6 球 


概述 


如 果 一 个 半圆 绕 其 直径 旋转 ， 则 圆周 就 描绘 出 一 个 球 百 。 被 球面 完 
全 封闭 的 这 部 分 空间 叫 球 。 球 面 是 距 某 一 固定 点 等 距离 的 空间 各 点 的 轨 
迹 ,这 固定 点 叫 球 心 。 球 面 形 在 日 常生 活 中 起 着 很 重要 的 作用 ,我 们 可 以 
联想 到 滚珠 轴承 ,\ 球 帘 关 节 、 玩 具 球 以 及 天 体 。 

一 直线 或 平面 和 球 的 相对 位 置 “一 直线 和 球面 有 0,1 或 2 个 公共 
点 


oo 


害 线 , 弦 。 割 线 与 球 相交 于 两 点 ， 弦 是 割 线 上 不 包含 球 外 点 的 这 有 段 

线 股 。 最 长 的 弦 是 球 的 直径 , 它 为 球 心 C 平分 。 从 球 心 到 球面 上 任何 一 
点 的 线 绰 都 叫 半 径 。 

: 切线 ,切面 。 球 面 的 切线 t 
和 球 只 有 一 个 公共 点 ， 即 t 的 接 
触 点 互 ( 图 8.6-1)。 过 + 的 平面 
束 都 截 球 成 贺 形 ， -这 些 圆 都 和 3 
接触 于 点 。 过 球 心 的 平面 截 
球 得 最 大 回 。 这 束 平面 中 与 过 球 
心 的 面 重 直 , 与 球 接触 于 点 的 

- 平面 叫 球 的 切面。 

除了 切面 之 外 ， 其 他 面 不 是 

与 球 不 接触 , 就 是 切 球 成 圆 ,一 般 

切 出 的 圆 较 小 〈 见 图 8.6-2)， 只 
图 8.6-1 球 和 直线 - 有 通过 圆心 0 的 平面 切 出 大 圆 。 
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图 8.6-2 球面 和 平面 相交 成 贺 


球 冠 , 球 均 。 一 平面 与 球 相交 , 分 球 成 两 个 球 执 , 分 球面 成 两 个 球 冠 ， 
如 果 截 面 是 大 圆 , 则 两 球 冠 相等 ( 见 图 8.6-3)。 四 


球 扇形 


球 带 
半径 


半球 


球台 
小 四 - 球 缺 


图 8.6-3 球 及 球 的 各 个 部 分 


直径 
大 加 


球 带 、 球 台 。 两 平行 平面 与 球 相 交 , 截 球 成 球台 ， 截 球面 成 球 带 ， 其 
中 有 一 截面 可 以 是 大 圆 。 过 同一 直径 的 两 个 平面 分 球 成 四 个 球 枢 ， 分 球 
面 成 四 个 球面 级 。 两 个 相对 的 槐 或 弧 是 全 等 的 。 

球 扇 形 。 如 果 球 的 一 半径 以 球 上 的 一 个 小 圆 为 导向 曲线 运动 ， 它 就 
描绘 出 一 个 圆锥 曲面 , 并 分 球 成 两 个 球 扇形 。 如 果 导 向 曲线 是 个 大 贺 , 则 
分 两 还 扁 形 的 曲面 就 退化 成 过 大 圆 的 平面 ,而 球 扇形 成 了 半球 。 
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体积 
球 的 体积 ”根据 卡 瓦 列 利 原理 ， 半 人 径 为 7 的 半球 和 一 半径 为 7 且 高 
也 为 7 的 直立 正 闸 柱 在 挖 去 一 个 底 半 径 为 ” 高 也 为 7? 的 直立 正 圆锥 之 后 
的 体积 相等 ( 见 图 8.6-4) 。 
Lg) PN 


”图 8.6-4 球 的 体积 公式 的 推导 


离 底面 的 一 距离 为 Y1C?1<?) 生平 行 于 底面 的 平面 截 半球 成 一 个 半 
径 为 := 一 V 光 一 邓 的 加 ,同时 截 控 去 一 圆锥 后 的 图 柱 成 一 加 处 , 圆 环 的 
外 径 和 内 径 分 别 为 ?和 7。 因 此 这 两 个 芍 面 商 积 分 别 为 41=wpi 二 
(2 一 他 ) 和 4s 一 x 一 m73, 即 此 两 截面 面积 相 竺 。 这 就 证 明了 半球 体积 
为 Vg=wr3 一 wr3/3 一 2mr3/3( 见 图 8.6-4)。 


球 的 体积 | V= 4rra13 


3 2 1 
| (ALS 
Pp ) Le re te tet 


图 8.6-5 这 三 个 立体 的 体积 之 比 3:2:1 
“部 分 球体 的 体积 珠 的 。 球 缺 体积 公式 可 用 同样 原则 导出 〈 即 比较 
半球 和 贺 柱 体 的 体积 , 见 图 8.6-5 8.6-6)。 在 这 里 用 平 截 头 贺 锥 体 代替 
圆锥 ， 


V = -于 whi[r?2 + C7 ~ Rh)r+ (+—h1)9 


hk3rh— 2) = 诗人 hr -hhD)。 
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由 于 太 CT204- 居 或 ga 一 到 20 二 各 所 
V=mh(3p: + /6, 
式 中 7 是 球 的 半径 , 及 是 球 缺 的 高 , p 是 底 圆 半径 。 


图 8.6-6 球 缺 体积 公式 的 推导 图 8.6-7 球台 体积 公式 的 推导 
| 水 缺 体积 


球台 。 如 果 球 台 介 于 半径 为 pl 和 ps 的 两 个 圆 形 截面 之 间 ， 高 为 刀 
则 良 据 卡 克 列 利 原理 ， 其 体积 是 圆柱 (wr 六 ) 和 底面 半径 分 别 为 71 一 72 十 
和 ?2 的 平 截 头 圆锥 体 之 闽 的 体积 差 ( 见 图 8.6-7) 。 体 积 由 下 式 给 出 : 
V=xrh—ah[(roth) + (rah)ra tr2]/3 
=Xh(67?— 672— 67sh— 2h2)/6, 


V=ah(3r—h)/3=rh(30 + /6 


因为 . 
Pi=7?— (7s+h)’, pl=7—72, 
PIT PE=277—272h— 272—h? 

. 3o3 十 3p3 十 好 一 672 一 672 一 6r 力 一 220， 

体积 为 了 一 mh(3oi 士 38 二 12)76。 


EE | Vnh(3p? + B08+h2)/6 | 


球 扇形 。 球 扇形 的 体积 是 球 缺 和 圆锥 的 体积 之 和 : 
aa 一 于 (37—h) + 部 zp (7—h), 


式 中 是 球 缺 的 高 , ?一 是 贺 锥 的 高 , p 为 导向 圆 的 半径 。 由 于 p= 
7(2r 一 办， 所 以 了 ae 一 2mr2h/3。 


| 球 启 形 的 体积 | V=2x72h/3 | 


空心 妹 。 空 心 球 是 半径 为 71 的 球 挖 去 一 半径 为 72C72<71) 的 同心 球 
后 剩 下 的 部 分 。 空 心 球 的 体积 是 这 两 球 的 体积 之 差 ， 
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4 4 
了 sess 一 可 TI 一 可 mr3。 


空心 球 的 体积 | 了 ~ 生 aC 


表面 积 


球 的 表面 积 。 与 圆锥 或 圆柱 的 曲面 不 同 ， 球 的 曲面 不 能 在 平面 上 展 
开 。 推 导 球 面积 的 公式 必须 用 到 极限 论证 。 

如 果 设 想 将 球面 分 成 4 个 小 多 边 形 ， 则 过 这 些 多 边 形 巴 点 的 半径 分 
球面 空间 成 % 个 底 为 B, 和 高 为 im 的 棱锥 状 子 空 间 。?% 越 大 , 底 B, 越 小 ， 
高 及 和 球 的 半径 7 之 闽 的 差别 越 小 , 底 B; 的 面积 之 和 和 球面 面积 S 之 间 
的 差别 越 小 , 子 空间 的 体积 Bsh/3 之 和 与 球 的 体积 了 之 间 的 差别 也 就 越 
小 。 由 lim > B,=8, lim h,=7+ 和 lim D3 Bh/3= 了 得 V=78/3 或 = 
(37)/7r=4rr?。 


球 的 表面 积 


与 圆 类 似 , 表 面积 相等 的 所 有 立体 中 以 球 的 体积 为 最 大 ,或 在 体积 相 
同 的 所 有 立体 中 以 球 的 表面 积 为 最 小 ( 见 开 . 第 25 章 的 等 周 问题 ) 。 球 的 
这 个 性 质 具有 十 分 重要 的 意义 ， 对 于 液 注 和 星体 来 说， 因为 它们 星球 状 ， 
所 以 燕 发 率 和 热传导 比 取 其 他 形式 来 得 小 。 同样 , 由 于 这 个 性 质 和 它 具 
有 大 容量 ,所 以 气体 与 液体 的 容器 常 做 成 球形 。 

部 分 球面 的 表 而 积 “推导 球 完 表面积 8 的 公式 进行 的 过 程 与 推导 
球 的 表面 积 一 样 ， 也 就 是 先 求 出 Va =2mr 吸 /3 和 2mr2h/3 一 于 9 


( 见 图 8.6-3), 因此 Sz 二 2x7h, 式 中 是 相应 球 截 形 的 高 。 球 带 的 表 
面积 可 以 看 成 是 两 个 球 冠 的 面积 之 差 。 如 果 以 bh 表示 相应 球台 的 高 ， 
h 和 hs 表示 较 小 和 较 大 球 冠 的 高 , 则 8 丽 带 一 S 球 革 2 一 SRB1 一 2%7ha 一 2707hi 
二 2z7《hz 一 妥 ); 又 由 于 ho 一 及 二 h， 所 以 5S 于 上 一 2X7h。 请 注意 ，SRR 和 
Su# 的 两 个 公式 在 形式 上 是 相同 的 , 尽管 在 此 两 例 中 含义 不 同 。 

球 扇形 的 表面 积 是 球 冠 和 圆锥 锥 面 的 面积 之 和 


S=4r7r? 
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环形 圆 纹 曲 面 是 由 一 半径 为 7? 的 圆 绕 一 轴 旋 转 得 来 的 ， 轴 和 圆 在 同 
一 平面 内 , 轴 到 圆心 的 距离 sa>7 (图 8.7-2)。 环形 圆 纹 曲 面 是 一 管 形 曲 
面 。 

擅 球 硬是 由 忠 物 线 绕 其 浙 近 线 旋 转 得 来 的 。 如 果 取 笛 卡 尔 坐 标 系 
的 x 轴 为 渐 近 线 , 4 为 歧 点 4 在 y 轴 上 的 距离 , 则 了 = 2xa/3 就 是 此 擅 
球面 的 体积 。 在 每 一 个 正则 点 处 , 曲面 都 具有 相同 的 负 高 斯 曲率 。 由 于 
这 个 性 质 ; 伪 球 面 被 用 作 双 曲 型 非 欧 几何 学 的 模型 ,就 象 球 被 用 作 椭 回 型 
” 非 殉 几何 学 的 模型 一 样 。 

虚 物 线 的 曲率 中 心 在 一 条 县 链 线 上 ， 因 此 县 链 线 是 占 物 线 的 海 届 线 
( 见 II. 图 6.5-11)。 悬 链 线 绕 其 准 线 旋转 就 得 到 悬 链 面 ,这 是 唯一 的 最 小 
旋转 曲面 。 

柏 普 斯 法 则 ”为 了 计算 旋转 体 的 体积 和 表面 积 ， 亚 历 山 大 的 柏 普 斯 
《Pappus, 公元 三 世纪 末 ) 给 出 一 个 法 则 , 此 法 则 现 已 由 积分 导出 。 

由 普 斯 未 面积 计算 法 则 。 如 果 一 平面 旭 线 C 绕 一 直线 ! 旋 转 ,L 和 


【 例 1】 对 于 环形 圆 纹 曲面 ( 见 图 8.7-2)， 其 表面 积 5S 为 52ma: 
2rr 一 4r2ar， 其 体积 为 了 =2xa'wr?=2x?ar?。 

【 例 2】 将 一 半圆 绕 其 直径 旋转 ， 所 得 球 的 表面 积 和 体积 是 众 所 周 
知 的 ， 因 此 可 以 求 出 半圆 统 和 半圆 盘 的 重心 到 转轴 的 距离 po 和 pc4。 由 
S=4rr?=S.2xpo，S 二 zr, 因此 得 m7?==2m2?7po 和 po 一 2r/r。 由 了 = 
4zry3/3 一 2rp4.4, 44=myz2/2， 所 以 有 4ryr3/3 一 az272p4 和 Pa= 4r/(3r)。 


开 兽 勒 (Kepler) 法 则 , 辛普森 (Simpson) 法 则 有 些 计算 立体 体积 的 


近似 公式 在 实际 计算 中 非常 有 用 , 在 很 多 特例 中 这 些 公式 能 给 出 准确 值 。 
在 关于 琵 登 桶 立体 几何 的 一 部 巨著 中 , 开 普 勒 (1571~1630 年 ) 给 出 
了 确定 琵琶 桶 体积 了 的 近似 公式 , 式 中 Bo Bz, Bi 是 桶 的 顶 和 底面 及 中 
间 截 面 的 面积 , 凡是 琵琶 桶 的 高 。 
这 个 公式 对 于 下 列 情况 给 出 精确 值 : 平 截 头 棱锥 体 、. 棱 锥 、 球 .椭圆 抛 
物 面 . 单 叶 双 由 面 椭 球 及 为 垂直 于 轴 的 截面 所 截 得 的 这 些 立体 的 部 分 。 
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开 普 勒 法 则 | V=h(Bo+4Bi+ B2)/6 


【 例 1】 平面 和 =c, 2 一 一 2 1=0 与 单 叶 双 的 面 (X23/4?) 十 《(y2/0?) 
一 (s/c) =1 相 交 , 所 得 截面 的 面 职 分 别 为 Bo 一 B22xab 和 Bi=wab。 由 
Bo,， Bs 和 双 曲 面 组 成 的 立体 
《 见 图 8.7-3) 高 为 2c, 体积 
为 y=5 nabco 


【 例 2】 平面 %0=1 与 
22 一 9 截 旋转 抛物 面 4 一 22 十 
妨 为 一 台 状 物体 , 这 里 Bo= 
Ww, Da 一 97r， 了 1 一 5r， h=8, 
所 以 体积 了 一 40m。 

【 例 31 对 于 边 长 为 a 
的 四 面体 (图 8.7-4)，Bo= 
B=0, Bi=a2/4 及 hi2=h?— 图 8.7-3 双 上 曲面 8.7-4 四 面体 
az/4 和 有 =a/V3。 根 据 开 普 勒 法 则 , 体积 为 了 =asV3/12。 

柳 然 开 普 勒 法 则 对 棱锥 和 四 面体 给 出 精确 结果 ， 所 以 它 也 能 无 误差 
地 应 用 于 平 截 头 棱锥 体 。 这 就 为 证 疙 桶 、 木 桶 形 立 体 和 不 太 长 的 树干 提 
供 了 很 好 的 近似 计算 法 。 对 于 经 线 沿 切线 方向 不 连续 的 旋转 体 和 高 度 比 
平均 直径 大 的 立体 可 以 分 段 处 理 ,在 必要 的 情况 下 , 可 将 高 有 分 成 %=2k 
个 相等 部 分 ,对 这 样 得 出 的 天 对 台 状 体 应 用 开 普 勒 法 则 , 以 此 可 以 得 到 较 
大 的 精确 度 。 如 果 以 B; 表示 第 i 个 截面 的 面积 ， 则 体积 可 由 用 辛普森 
(1710~1761 年 ) 名 字 命 名 的 法 则 求 得 。 


算 锥 曲面 ”在 技术 应 用 中 , 劈 锥 曲面 具有 很 重要 的 实用 价值 。 一 般 
说 来 , 劈 锥 曲面 可 由 如 下 方法 得 到 。 给 定 一 导向 曲线 C, 一 导向 直线 1 和 
一 不 平行 于 1 的 方向 平面 ， 平 行 于 平面 与 C 和 ! 相交 的 直线 集 就 构成 了 
劈 锥 曲 丙 。 如 果 导 向 曲线 是 个 圆 , 图 平 而 不 包含 导向 直线 ,这 就 叫 国 劈 锥 
曲 西 。 如 果 导 向 直 线 垂直 于 方向 平面 , 且 与 圆 平面 外 便 的 图 轴线 相交 成 
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直角 , 这 就 叫 直 主 正 圆 辟 维 曲面 。 与 圆 平面 平行 的 平面 截 圆 劈 锥 曲面 成 
一 椭圆 (图 8.7-5)。 开 普 勒 法 则 运用 于 直立 正 圆 劈 锥 曲面 时 ， 所 得 体积 
是 准确 的 。 如 果 用 7 表示 底 圆 半径 , b 表示 高 , 则 Bo=a7?, 4BI 一 2r72， 
Bo=0, 所 以 =ar?h/2。 


图 8.7-5 和 劈 锥 曲面 图 8.7-6 平 截 头 棱锥 体 、 浮 船 、 辟 


平 截 头 棱锥 体 ” 平 截 头 棱锥 体 是 一 个 多 面体 ， 它 的 项 和 底面 是 两 个 
平行 多 边 形 , 侧面 是 三 角形 或 梯形 。 裕 柱 , 裕 锥 和 棱角 的 平 截 头 台 是 平 截 
头 棱锥 体 的 特殊 形式 。 

一 种 更 为 特殊 的 形式 是 臂 ， 在 这 里 顶 面 退 化 成 平行 于 底面 的 一 条 直 
线 ,这 条 线 叫 刀 楼 。 平 行 于 直立 劈 底面 的 平面 相 切 劈 得 另 一 个 劈 , 狂 下 的 
部 分 叫 滔 硕 ( 见 图 8.7-6) 。 浮 船 的 侧面 梯形 成 对 全 等 。 它 的 底面 和 顶 而 
之 间 不 存在 相似 性 。. 如 果 浮 般 的 高 比 底 和 顶 的 边 长 大 得 很 多 , 这 样 的 立 
体 称 为 方 尖 塔 。 - 

对 平 截 头 楼 锥 体 运 用 开 普 勤 法 则 能 得 出 准确 值 。 如 果 一 浮 般 底面 的 
两 边 为 a 和 b, 顶 面 的 两 边 为 “和 4 高 为 则 

Bo=ced, .4B1i=(a+ce)(b+A), Bs=a9b, 
所 以 了 =h[2Cab 十 cd) 十 qd 十 be]/6。 若 g= 0, 则 立体 就 是 劈 , 棱 长 c=el 
而 体积 为 了 =hbC24+c1)/6。 在 工业 技术 中 , 璧 用 作 切 前 工具 和 机 器 组 
件 ， 如 制动器 。 浮 船 众所周知 是 可 移动 的 桥 的 漂浮 组 件 和 浮 船 坞 。 方 尖 
塔 常见 于 石碑 和 宗教 建筑 物 中 , 里 程 碑 也 常 做 成 这 些 形 状 。 最 后 , 许 许多 
多 的 屋顶 可 以 看 成 一 般 平 截 头 楼 锥 体 的 组 合 。 
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画 法 几何 是 研究 和 应 用 把 三 维 空间 的 东西 如 何在 图 板 平面 上 的 成 图 
方法 。 为 了 要 延 用 平面 几何 的 构图 方法 ， 人 们 给 予 优先 的 地 位 来 解决 图 
板 上 与 空间 直线 相对 应 的 直线 的 成 图 方法 。 在 选择 成 图 方法 时 ， 有 两 点 
要 求 是 应 优先 考虑 的 : 清晰 性 和 保持 量度 性 。 

例如 ,采用 中 心 投影 可 以 得 到 清楚 的 图 象 ,因为 绘图 板 上 男 出 的 这 种 
图 象 就 是 眼睛 所 看 到 的 图 象 的 仿制 ,要 保持 尺度 关系 不 变 ,最 常用 的 方法 
是 采用 正 投影 。 由 于 空间 的 物体 画 成 图 板 面 上 的 一 视图 后 缺少 了 一 向 尺 
度 , 因此 只 有 在 某 种 条 件 下 , 才 使 空间 物体 可 能 保持 比例 关系 不 变 。 能 保 
持 常态 的 轴 测 投影 图 象 ， 是 一 种 对 一 空间 物体 通过 新 建立 的 三 维 间 比 例 
关系 所 提供 的 一 种 表达 清楚 的 图 象 。 其 中 ， 正 面 轴 测 图 象 因 其 简便 而 常 
被 采用 。 

如 果 工 程 图 和 它 的 画 法 是 作为 一 种 增添 的 交流 思想 的 工具 如 同 语 
言 、 文字 那样 , 那 末 它们 一 定 要 按照 画 法 几何 所 引入 的 一 些 规定 来 制作 。 
这 些 适 用 于 实际 需要 的 办 法 的 制定 主要 归功 于 蒙 蕉 (Monge，1746~ 
1818 年 ), 由 于 他 那 本 著名 的 《 画 法 几何 ”, 以 及 他 在 这 方面 的 教学 和 研究 
工作 ,使 他 被 誉 为 画 法 几何 的 创始 人 。 
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9.1 画 法 几何 中 的 成 图 方法 
中 心 投影 


在 中 心 投影 中 ， 图 象 是 用 发 自 一 点 的 一 束 射线 来 实现 的 。 这 个 中 心 
点 即 投影 项 点 了 , 它 不 处 在 投影 平面 也 上 。 对 于 任意 点 已 ， 它 不 等 于 了 ， 
其 中 心 投影 或 迁 视 图 旬 忆 是 射线 rz 即 了 P 和 投影 平面 也 的 交点 , 即 户 二 
yz 人 ~ 卫 。 在 这 种 投影 下 ，Tr 是 通过 了 点 与 五 面 的 平行 面 , fy 面 上 的 所 
有 点 投射 到 也 面 的 虚 点 〈 即 在 无 穷 远 处 的 点 ) 上 。 这 一 平面 Tr 称 为 没 
影 平 面 或 灭 面 ( 见 图 9.1-1)。 


图 9.1-1 中 心 投影 的 投 图 9.1-2 中心 投 影 中 
影 平 面 和 设 影 平 面 一 直线 的 成 象 
一 条 不 通过 了 点 而 又 不 在 zy 平面 内 的 直线 1, 其 中 心 投影 了 仍然 
是 一 条 直线 。 由 于 将 直线 上 的 点 进行 投影 的 那些 射线 , 诸如 74 即 V4 和 
rg 即 了 组 成 了 一 平面 , 它 和 相交 成 一 条 直线 人 ( 见 图 9.1-2)。 迹 点 
工 = 4 全 ) 在 上。1 的 中 心 投影 由 它 的 两 个 点 4 和 如 的 中 心 投影 
和 4 和 下 唯 一 地 确定 。? 和 Jr 的 交点 Ly 称 为 1 的 消失 点 或 天 点 ; 该 点 
` 是 1 的 透视 的 虚假 灭 点 。? 的 灭 点 的 投影 是 五 平面 与 过 7 点 并 平行 于 
1 的 射线 7 的 交点 丈 。 这 个 消失 点 是 所 有 平行 于 1 的 直线 在 无 穷 
远 处 诸 点 的 公共 投影 点 。 所 有 与 区 垂直 的 直线 ， 其 消失 点 是 了 点 到 区 
的 生 足 , 称 为 主 点 或 主 消失 点 瑟 。 线 让 V 玉 的 长 度 4 称 为 视 距 。 所 有 与 
五 成 4” 角 的 直线 ,它们 的 消失 点 都 处 在 以 瑟 为 图 心 、 以 4 为 半径 的 那 
个 圆周 上 。 这 贺 称 为 视 距 园 。 
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平行 投影 


如 果 投射 线束 的 顶点 六 处 在 无 穷 远 处 , 这 种 投影 是 空间 一 些 点 书 在 
互 面 上 的 诸 投影 点 耳 的 平行 投影 由 直线 2 以 及 通过 该 线 上 的 诺 点 进行 
投影 的 射线 形成 一 平面 ， 它 和 五 面 的 交 线 2 就 是 p 的 投影 ， 故 一 条 直 
线 的 投影 仍 是 一 条 直线 。 又 ,两 条 平行 线 和 g 的 投影 仍 保持 平行 。 此 
外 , 一 给 定 直线 和 投影 的 射线 平行 时 ， 那 末 它 的 投影 成 为 一 个 点 Lo= 
《lo 人 ~ 卫 )。 对 于 和 投影 射线 不 平行 的 直线 , 下面 的 定理 成 立 ， 


图 9.1-3 平行 投影 中 线段 图 9.1-4 平行 投影 中 与 投影 面 平 行 
的 比例 不 变 的 平面 图 形 , 其 投影 和 原 图 形 相 等 


斜 投影 ( 斜 轴 测 投影 ) 如 果 要 投影 的 立体 具有 三 条 互相 垂直 的 边 或 
对 称 轴 a, 5, c, 那 末 可 以 作出 这 个 立体 的 斜 投影 ( 偏 斜 平行 投影 )、 如 果 
取 竖 直面 为 投影 平面 芽 , 然 后 将 立体 置 于 “平常 位 置 ”, 这 样 , 三 根 轴 中 就 
有 了 两 根 与 也 平行 ， 其 中 一 根 如 已 处 于 水 平 位 置 ; 另 一 根 如 c 处 于 垂直 位 
置 〈( 见 图 9.1-5)。 于 是 第 三 根 轴 a 以 及 所 有 与 它 平行 的 直线 都 和 匡 垂 
直 , 称 它们 为 深度 线 。 它 们 的 投影 是 互相 平行 的 , 并 与 的 投影 形成 了 变 
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形 角 9 二 (4, 5) ,这 里 4 是 4 的 投影 。 在 深度 线 上 , 投影 线段 和 原 线段 之 


比 和 X=&:a, 称 为 变形 系数 。 根 据 变 形 角 9 和 
变形 系数 ,可 以 照 图 复制 出 空间 物 体 的 实 


形 。 为 了 作 图 方便 , 选 30", 45"， 60° 或 120° 
为 9 角 ， 因 这 些 角 很 容易 用 三 角 板 作出 。 司 
S 时 选 一 些 简单 的 有 理 数 作为 变形 系数 *, 诸 

PF 如 二 1:2, 2:3, 1:3 或 3:4。 
图 9.1-5 带 切 口 立 方 正 投影 或 直角 投影 在 这 种 成 图 方法 
体 的 斜 投影 ,平行 的 投射 线 与 投影 平面 了 垂直 。 用 这 


种 投影 所 引起 的 直观 性 方面 的 减弱 可 用 两 种 方法 来 补偿 。 

I) 标 出 在 物体 上 所 选择 的 点 和 线 相对 于 一 基准 水 平面 的 高 度 。 这 
就 得 出 附 有 高 度 标记 的 一 种 单 面 投影 图 。 这 在 绘制 土方 工程 图 和 地 形 图 
时 特别 有 用 。 

2) 在 同一 张 图 中 ,一 个 正 投影 与 男 一 个 正 投影 相对 照 。 它 是 用 这 样 
的 方式 来 实现 的 : 用 相互 垂直 而 不 同 的 投影 方向 和 投影 面 ， 给 出 两 个 正 
投影 。 这 里 所 简 述 的 两 面 投影 法 , 即 为 相对 应 的 正 投影 , 它 常 被 用 在 机 械 
制造 和 建筑 工程 方面 。 


9.2 两 面 投影 法 


在 两 面 投影 法 中 ， 用 正 投 影 的 方法 将 空间 物体 投射 到 两 个 相互 垂直 
的 平面 Ti 和 本 ，。 上 去 ( 见 图 9.2-1)。 这 两 个 平面 将 空间 分 割 成 四 个 标 
有 数字 的 象限 ( 见 图 9.2-3)。 用 第 一 束 平行 投射 线 将 一 个 空间 物体 投射 
到 1 上 , 用 第 二 束 平行 投射 线 将 它 投射 到 本 上。 这 样 ， 就 在 两 个 互 
柱 垂直 的 投影 而 上 出 现 同一 物体 的 两 个 正 投影 。 在 1 上 的 称 水 平 投影 
《平面 图 、 俯 视图 ), 在 2 上 称 正 面 投影 (正视 图 、 主 视图 ), 这 是 惯例 。 平 
面 图 指 水 平面 上 的 投影 ， 主 视图 指 坚 向 面 上 的 投影 。 用 第 一 象限 来 绘制 
物体 的 投影 图 是 较为 可 取 的 。 为 了 便于 制图 员 绘制 一 个 物体 的 这 两 个 图 
象 ,将 正面 投影 就 画 在 绘图 板 上 , 而 将 水 平 投影 绕 水 平 轴线 zl 旋转 到 绘 
图 板 所 在 的 平面 内 。 这 样 旋转 后 , 正面 投影 在 水 平 轴线 的 上 面 , 水平 投影 
在 它 的 下 面 。 一 个 点 卫 的 水 平 投影 和 它 的 正面 投影 处 在 一 条 垂直 于 水 平 
轴线 的 直线 上 ,这 条 直线 称 为 柱 (联系 ) 线 , 这 时 我 们 就 说 点 了 的 水 平 投 
影 P' 和 正面 投影 已" 处 于 蒙 惹 位置。 点 已" 到 水 平 轴 线 的 距离 称 为 了 的 
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第 一 距离 Q1,P' 到 水 平 轴线 的 距离 称 为 王 点 的 第 二 距离 dz 与 了 点 的 水 
平 投影 P' 相应 的 称 第 一 投射 线 71, 与 正面 投影 P" 相应 的 称 第 二 投射 线 
”%， 两 者 都 通过 卫 点。 


图 9.2-2 4, B,C0, DD 四 点 的 水 平 正 面 图 9.2-3 对称 平 面 和 
投影 它们 分 别 在 工 , II III, IV 象限 村 合 平 面 
如 果 物 体 全 部 处 在 第 一 象限 内 ， 那 末 正 面 投影 总 是 在 水 平 轴线 的 上 
而 , 而 水平 投影 总 是 在 水 平 轴线 的 下 面 。 在 空间 关系 的 作 图 过 程 中 , 也 许 
会 碰 到 从 其 他 象限 来 的 一 些 点 例如 点 4, B, 0, D 分 别 在 了 IL, II1I, 
IV 象限 内 ( 见 图 9.2-2)。 这 些 点 对 水 平 轴 的 距离 满足 下 列 不 等 式 . 对 于 
点 : 四 <0 ds>0。 对 于 其 水 平 投影 (或 正面 投影 ) 处 在 水 平 轴线 上 的 那 
些 点 , 有 d=0 (或 = 中。 对 称 平面 o( 或 达 合 平面 x) 上 所 有 的 点 满足 
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方程 =da (或 41= 一 0)( 见 图 9.2-3) 中 。 两 面 投影 法 中 的 两 个 投影 平 
而 在 绘图 松 上 彼此 重 迁 。 通 过 一 个 适当 的 配售， 把 平面 几何 作 图 法 运用 
到 物体 两 面 投影 中 去 ， 就 能 解决 空间 物体 的 作 图 问题 。 不 要 将 水 平 轴线 
zl 看 成 是 水 平 投影 和 正面 投影 的 分 隔 线 。 它 表示 在 未 旋转 到 绘图 板 面 
之 前 两 个 投影 平面 的 交 线 位 置 。 


直线 和 平面 的 表示 法 


直线 的 表示 法 ”一 条 直线 1 的 投影 和 2 是 由 它 上 面 两 个 点 的 投 
影 唯一 地 确定 。 对 于 平行 于 1 的 加 线 ( 称 第 一 主 直线 ), 它 的 正面 投影 
好 和 水 平 轴线 z12 平行 。 对 于 平行 于 2 的 ho 线 ( 称 第 二 主 直线 ), 它 的 
水 平 投影 及 也 和 zls 平行 。 不 与 水 平 轴线 相交 , 并 且 又 不 是 主 直线 的 任 
意 直线 的 位 置 是 由 它 的 迹 点 即 它 与 T 和 五? 的 交点 所 决定 。 这 里 1= 
4 一 TH) 称 为 第 一 迹 点 , L2= Q 和 ~ 了 5) 为 第 二 迹 点 《 见 图 9.23-4); 玉 和 五 
都 处 在 xis 上。 该 直线 ! 的 两 个 投影 和 7 的 交点 KK' 一 KK", 它 是 直线 1 
和 选 合 平 面 的 交点 忌 的 标记 。 对 于 垂直 于 I 的 直线 1《 称 第 一 投射 线 )， 
这 时 Y=L; 对 于 垂直 于 ,的 直线 必 称 第 二 投射 线 ), 这 时 下 = 工 。o 我 们 说 
两 条 直线 pp 和 9 如 果 在 空中 交 于 一 点 三 ,就 得 当 且 仅 当 交点 1= (D 一 9 7) 
和 2"”=(p" 人 ~g") 是 处 于 蒙 惹 位 置 时 ,两 线 才 是 真 的 相交 ,这 时 人 S 二 了 ，5” 
一 2"。 否则 两 直线 p 和 4 是 交叉 而 不 是 相交 的 ( 见 图 9.2-5)。 


图 9.2-4 直线 ? 的 二 投影 和 它 的 图 9.2-5 一 对 交叉 直线 
两 个 迹 点 ， 当 中 一 gz 五 "一 及”, 则 和 一 对 相交 直线 
五 点 处 在 选 合 平面 上 


名 “\ ”与 TH 斜 交 , 交角 均 为 外"。 一 一 译 者 尘 
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平面 的 表示 法 一平 苞 如 的 位 置 可 用 两 条 相交 直线 来 确定 。 例 如 直 
线 p 和 9 相交 于 P 忆 点 ( 见 图 9.2-6), Pi, Po 和 Q1,8s 是 它们 在 Ti 和 也。 


) 


图 9.2-6 平面 表示 法 与 己 点 阵 ，o) 斜 轴 测 图 ; 5) 直角 坐标 系 投 影 


上 的 迹 点 ， 那 末 直 线 ad= .Pi91 和 62= 了 P28 在 平面 加 内 。 同时, 6 在 了 1 
内 , 6@ 在 并 内。 这 两 根 直 线 el 和 ea 是 该 平面 在 Ti 和 也 上 的 两 迹 线 ， 


它们 能 从 p 和 4 的 相应 迹 点 作 
出 。 迹 线 tt 和 6; 在 水 平 轴线 21 
上 相交 于 下 点 。 

给 定 平面 上 的 主 直 线 或 迹 线 
平行 线 作为 一 种 辅助 工具 ， 对 作 
图 是 有 用 的 。 第 一 主 直 线 ， 第 
一 迹 线 平行 线 即 等 高 线 和 &i 平 
行 ; 第 二 主 直线 ,第 二 迹 线 平行 线 
即 正面 平行 线 和 es 平行 。 例 如 可 
以 很 容易 确定 由 P' 和 P" 决定 的 
卫 点 是 否 在 由 sa 和 e 所 决定 的 
平面 吾 内 。 因 为 如 果 百 的 第 一 主 
直线 及 的 正面 投影 太 通 过 P"， 
那 末 这 一 主 直线 的 水 平 投影 加 就 
能 唯一 地 确定 。 如 果 P' 在 按照 


br 
图 9.2-7 用 第 一 主 直线 的 格 解 
决 楼 柱 与 平面 的 截面 


这 样 的 方法 画 出 的 六 上 , 则 书 是 五 上 的 一 点 。 否 则 三 就 不 在 这 平面 三 
上 。 这 里 所 描述 的 模式 称 为 一 的 点 阵 。 这 点 降 也 可 能 适用 于 吾 面 上 的 
任意 直线 。 例如 用 点 阵 可 以 作出 一 垂直 于 了 1 的 棱柱 与 一 平面 相交 的 截 
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面 ， 交 点 4, 5, c 的 水 平 投影 和 a', 5', oc' 重合 。 用 点 阵 和 借助 几 条 第 一 
主 直线 ， 就 可 以 找到 交点 的 正面 投影 ( 见 图 9.2-7)。 平面 的 倾斜 线 与 等 
高 线 相 交 成 直角 ， 并 面向 该 平面 与 水 平面 所 成 夹 角 的 最 大 倾 射 方向 。 因 
陛 它 们 的 平面 (水 平 ) 投 影 和 等 高 线 的 平面 (水 平 ) 投 影 垂 直 。 

平 商 五 的 具体 位 置 可 用 迹 线 ed 和 es 的 位 置 来 表示 。 对 于 垂直 于 Ji 
的 第 一 投射 面 , 星 es_| zi。 对 于 垂直 于 卫 s 的 第 二 投射 面 , 呈 el | X12。 对 
于 一 个 第 一 又 是 第 二 的 投射 面 , 则 它 的 两 条 迹 线 都 和 zl 垂直 。 如 把 这 
一 面 作 投影 面 , 可 得 到 物体 的 侧面 投影 ,用 来 补充 实物 的 水 平和 正面 二 投 
影 。 对 于 乐谱 架 平 面 ( 平 行 水 平 英 的 斜面 )，ei 和 es 与 水 平 轴 平行 。 如 果 
它们 和 水 平 轴线 重合 , 则 此 平面 包含 这 条 水 平 轴线 , 这 时 只 能 用 该 面 上 两 
< 主 直 线 的 两 对 投影 来 表示 该 平面 。 

如 果 一 平面 中 的 三 角形 4BC, 它 的 水 平 投影 和 正面 投影 具有 相同 的 
转向 意识 ， 则 称 此 平面 是 闫 向 的 。 如 果 三 角形 的 两 个 投影 的 转向 意识 相 
反 , 则 称 此 平面 是 交替 的 。 

从 相应 的 正 投影 来 确定 它 的 实 形 ”4 B 两 点 之 净 的 距离 等 于 沿 直 
线 1!=48B 量 得 线段 4B 的 长 度 。 如 果 ! 是 相对 投影 面 上 的 一 条 主 直 线 ， 
那 来 它 的 正 投影 反映 了 该 线段 的 真实 长 度 。 例如 Hi 中 的 及 和 五; 中 的 
h2。 如 果 4, B 是 处 于 一 条 一 般 位 置 的 直线 ; 上 , 那 末 可 以 把 第 一 或 第 二 
投射 线 为 旋转 轴 ， 将 直线 旋转 ， 使 它 对 于 相应 的 投影 面 处 于 上 述 的 一 种 
新 位 置 。 伏 如 ?可 绕 通 过 4 点 的 第 一 投影 级 w 旋转 到 第 二 主 直 线 的 位 置 
( 见 蜀 9.2-8)。 如 果 C 是 如 点 到 < 的 垂 足 , 那 末 直角 三 角形 4BC 可 以 绕 
边 40 = 1407| 旋转 。 另 一 条 边 为 10B|=|14B'|。B8 点 在 空间 一 条 
平行 于 1 的 区 强 上 移动 , 这 是 一 条 以 C 为 圆心 、|4B'| 为 半径 的 圆 颖 。 
在 Ts 中,，B” 点 在 过 互 ' 且 平 行 于 水 平 轴线 zis 的 直线 上 向 B*”" 点 移动 ， 
这 B*" 点 是 由 18*0"| 二 |4'B'] 所 决定 ( 见 图 9.2-9)。 除 了 给 出 真 长 
148B| 外 ,此 图 还 给 出 了 直线 != 4B 对 于 水 平面 Ti 的 第 一 倾角 aa aa= 
广 4717 一 六 4BC= 人 4"B*"0”。 同 样 , 1 对 于 Is 的 第 二 倾角 qo 也 能 
用 绕 垂直 于 I 的 第 二 投射 线 旋 转 来 取得 。 

平面 图 形 的 实际 形状 ”可 将 它 旋转 到 平行 于 一 个 投影 面 的 位 置 来 决 
定 。 很 自然 , 可 采用 图 形 平面 的 第 一 或 第 二 主 直 线 作为 旋转 轴 。 

【 例 ] 一 给 定 三 角形 4B0 的 实际 形状 可 从 它 的 水 平 投影 和 正面 
投影 , 以 绕 过 4 点 的 第 一 主 直 线 为 轴 把 它 旋转 到 平行 于 水 平面 的 位 置 


万 
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图 9.2-8 求 空间 两 点 之 间 图 9.3-9 用 平行 旋转 
距离 的 斜 轴 测 图 法 求 距 离 (示意 ) 


图 9.2-10 用 重复 圆规 法 来 确定 平面 图 形 的 实际 形状 
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来 确定 。 旋 转 时 ，4 点 保持 不 动 ,而 卫 点 和 C 点 在 空中 各 画 了 一 条 圆 弧 ， 
这 两 条 圆 弧 所 在 的 平面 都 以 旋转 轴 大 为 公共 法 线 ( 见 图 9.2-10)。C 点 
画 出 的 一 条 弧 的 半径 ro 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 , 该 直角 三 角形 的 直角 
边 为 10'M5| 和 Rhos 这 里 2 是 C 到 及 的 重 足 。 线段 zo 是 取 自 它 的 正 
面 投影 必 。 如 果 以 M5 为 起 点 , 沿 着 丸 量 ho 长 就 得 到 另 一 个 端点 8 , 那 
末 |S'0'|=ro。 在 过 0' 点 垂直 于 有 i 的 柱 线 上 ,以 25 为 起 点 量 取 这 一 线 
段 长 为 ?0 即 得 C4 点 , 这 就 是 0 点 绕 加 旋转 后 所 得 到 的 投影 位 置 。 对 万 
点 也 可 作 同 样 的 处 理 。 

由 于 在 这 种 方法 中 , 经 过 将 要 旋转 的 点 的 柱 线 和 主 直 线 垂直 外 ,还 有 
两 段 距 离 必 须 用 圆规 量 取 ， 所 以 此 法 被 称 为 重复 圆规 法 。 为 了 检查 所 画 
的 图 形 是 否 正确 , 应 该 验证 直线 B'C' 和 B404 是 否 交 于 旋转 轴 轴 上 一 点 。 
这 种 确定 平面 图 形 实际 形状 的 方法 也 可 用 来 确定 空间 两 相交 直线 之 间 的 
夹 角 。 

迁 视 仿 射 

如 果 将 空间 一 任意 平面 图 形 绕 它 的 一 条 迹 线 旋 转 到 该 迹 线 所 在 的 投 
影 平面 上 ， 那 未 所 得 到 的 图 形 与 原形 在 同一 投影 平面 上 的 正 投影 之 间 的 
关系 是 正 交 适 视 仿 身 关系。 例如 三 角形 4BC ( 见 图 9.2-11) 给 出 的 正 投 
影 4B'C' 和 它 绕 el 旋转 到 也 上 的 三 角形 41B101。 在 这 种 映射 法 中 , 迹 


图 9.2-11 平面 图 形 的 水 平 投影 和 图 9.2-13 以 4 为 仿 射 轴 的 
旋转 所 得 图 形 之 闻 的 透视 仿 射 关系 切 变 或 等 价 透视 仿 射 
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线 &1 是 仿 射 轴 。 从 原始 点 到 象 点 闻名 仿 射 射线 如 4 .41, 都 是 互相 平行 的 ， 
仿 射 的 方向 垂直 于 仿 射 轴 el。 在 直线 了 形成 了 直线 五 之 下 , 原始 点 和 象 
点 之 间 的 对 应 是 一 一 对 应 的 , 并 且 是 线性 的 。 直线 了 和 了 靖 交 于 仿 射 轴 的 
工 点 ， 轴 上 每 一 点 映射 到 它 的 本 身 。 平行 的 直线 还 是 平行 的 直线 ， 并 且 
同一 条 直线 上 三 个 点 闻 的 分 段 也 不 变 , 例如 14D'|:1D'B'|=|141D;|: 
1D1B1| 。 一 对 任意 点 的 联 线 的 比例 是 由 仿 射 轴 来 分 割 的 , 这 现象 称 为 透 
视 仿 射 的 特性 。 

在 偏 针 或 一 般 的 透视 仿 射 中 , 仿 射 方向 可 与 仿 射 轴 成 任何 一 种 角度 。 

在 切 变 或 等 值 透视 仿 射 中 , 仿 射 射线 与 仿 射 轴 平 行 ( 见 图 9.2-12)。 


在 绘图 板 上 ， 一 平面 图 形 的 水 平 投影 和 正面 投影 之 间 有 着 一 个 透视 
仿 射 的 关系 。 所 有 点 的 柱 线 , 例如 D'D" 给 出 了 仿 射 的 方向 。 平 面 图 形 
中 任何 一 条 直线 ! 的 投影 了 和 交 于 绘图 板 内 一 条 直线 * 上 的 一 点 , 这 
条 直线 就 是 透视 仿 射 投影 的 仿 射 轴 。 庄 合 平面 x 和 图 形 平 面 吕 的 交 线 
一 (x 人 ~ 忆 ) 的 水 平 投影 和 正面 投影 与 这 条 直线 重合 ， 即 = 一 3《 见 图 
9.2-13)。 


这 一 几何 性 质 可 用 于 作 图 , 例如 可 画 出 平面 内 一 点 也 的 点 阵 。 

椭圆 可 看 成 是 圆 的 透视 仿 射 图 象 ”以 C 为 圆心 的 一 个 圆 的 透视 仿 身 
由 仿 射 轴 * 和 圆心 0 的 象 Z 所 决定 ， 仿 射 方向 是 C0'。 由 于 任何 一 条 直 
线 各 它 的 象 在 仿 射 轴 上 相交 , 故 任何 一 点 卫 的 象 可 用 两 条 直线 的 交点 来 
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作业 。 例如 一 的 象 己 可 根据 CO 1PP' 及 (CP~s) = (CP'~s) 这 两 个 
条 件 来 作出 。 . 

圆 的 两 条 互相 垂直 的 直径 ， 它 们 在 对 应 的 椭圆 内 构成 一 对 共 罗 直 径 
(参见 工 第 7 章 和 II. 第 12 章 ), 如 PRL8S 的 象 P'R 和 QS'。 由 于 平行 
线 仿 射 后 还 是 平行 线 , 以 及 分 割 的 线段 比 不 变 , 因此 在 平行 弦 和 平行 切线 
之 间 存 在 着 重要 的 关系 。 


椭圆 的 一 条 直径 平分 所 有 与 它 的 共 罗 直径 平行 的 弦 。 顶 圈 一 直径 两 


在 这 些 共 斩 直 径 中 。 只 有 一 对 是 正 交 的 。 这 就 是 酉 圆 的 长 径 和 短 径 
(或 长 、 短 办 )。 如 果 K1 和 Ks( 见 图 9.2-14) 是 它们 与 仿 射 轴 s 的 交点 ， 
那 末 0 和 C 都 在 以 已 Rs 为 直径 的 圆 上 。 它 的 中 心 Y 在 线段 CC' 的 委 
直 平 分 线 和 8s 的 交点 ,半径 是 1]NC| = 1NCi= |NEKi| =|NKz|。 

有 了 仿 射 轴 s 和 C，C' 这 一 对 点 ， 就 足以 作出 图 x 到 椭圆 x 的 仿 身 
变换 。 轴 s 交 CC' 于 Co 交 PP' 于 Po。 如 再 要 作出 任意 一 对 点 X, 及， 
要 使 用 仿 射 关系 的 特性 ( 见 图 9.2-14, 9.2-15); CC PP' 1 XX' 及 

Ss . 


图 9.2-14 椭 贺 是 圆 的 透视 仿 射 图 象 
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9.2-15 透视 仿 身 直线 图 9.2-16 和 椭 器 的 双 贺 
的 分 割 比例 作 图 法 
|PPo|:|P'Po|=|C0Col:10'0o|==|Xol:| 革 Xol 一 %, 这 里 是 仿 射 比 
率 。 

为 了 用 直 尺 和 圆规 作出 要 园 上 的 一 些 点 可 应 用 正 交 仿 射 变换 ， 以 炳 
圆 的 长 负 作 为 仿 射 轴 , 而 以 短 轴 作为 仿 射 的 方向 。 在 这 种 变换 中 , 长 轴 二 
的 项 点 4, 召 保持 不 动 ; 而 短 轴 上 的 顶点 D' 和 如 是 了 种 的 象 ( 见 图 
9.2-16)。 仿 射 比率 由 =]CD'|:10D| 给 出 。 因 此 椭圆 是 以 C 为 图 心 、 
1C41 为 学 径 的 圆 所 的 仿 射 象 。 从 x1 和 椭圆 之 间 的 仿 射 关系 , 可 以 很 容 
易 地 得 出 酉 圆 的 如 下 作法 ， 再 作 一 个 以 0 为 圆心 .107 | 为 半径 的 图 xz， 
在 所 上 任 选 一 点 Pi， 直 线 CP1 交 ” 于 点 Pa。 从 有 点 作 s 的 垂 线 , 过 
已 作 s* 的 平行 线 , 则 这 个 一线 和 平行 线 正 好 交 于 椭 贺 上 的 一 点 P。 

证 明 ; 根据 作 图 |C71:1CDI= [CPsl:lCPi| = [ZLPl:1LPi|=%。 
因为 仿 射 方向 和 s 重 直 , 卫 是 Pi 的 象 。 椭 区 的 这 种 作法 称 为 双 国 作 图 法 
《或 同心 圆 法 ) 。 还 有 另外 一 些 作 椭 加 的 方法 (参见 I. 第 ? 章 ), 并 可 以 导出 
椭 图 的 一 种 参数 表示 法 (参见 了 第 13 章 一 一 梢 圆 方程 )。 


侧面 投影 四 旋转 和 立体 的 表示 法 
借助 坐标 正 投影 的 上 述 基本 作 图 法 常用 来 表示 空间 物体 。 现 举例 说 
明 如 下 . 
[ 例 1】 从 对 二 投影 平面 处 于 特 珠 位 置 的 八 面体 的 水 平 投影 各 正面 
@ 本 节 所 介绍 的 内 容 全 属 投 影 改造 ,不 是 一 般 的 “侧面 投影 ”?。 一 一 译 者 注 
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投影 出 发 ， 用 两 个 侧面 投影 可 以 得 出 它 在 一 般 位 置 的 表示 方式 。 例 如 点 
1” 到 zzs 的 距离 等 于 1 到 zs 的 距离 , 2” 到 za 的 距离 等 于 1 到 mas 
的 距离 ( 见 图 9.2-17)。 除去 投影 线 和 面 , 可 得 到 这 个 立体 的 过 真 图 象 。 
然而 ， 从 这 种 投影 直接 得 出 该 立体 的 各 个 尺度 就 不 再 可 能 了 。 侧 面 投影 
除了 能 对 一 物体 的 形状 有 一 大 概 的 撕 绘 外 ， 它 还 被 当 作 制 图 的 一 种 基本 


9.2-17 八 面体 的 水 平 投 图 9.2-18 ”直线 和 球面 的 交点 : 应 用 
影 \ 正 面 投影 和 侧面 投影 立体 旋转 是 制图 的 一 种 基本 方法 

将 点 转换 到 一 新 的 侧面 投影 上 去 是 按照 下 面 的 规则 来 进行 的 : 

要 被 替代 的 原 投 影 中 各 点 离开 要 被 蔡 代 的 原水 平 轴 的 各 个 距离 ， 沿 
对 应 的 柱 线 转换 成 新 的 诸 投影 点 到 新 的 水 平 轴线 的 各 个 距离 。 

【 例 2】 一 条 直线 和 一 球面 的 交点 可 用 旋转 的 方法 作出 。 

选择 球面 的 第 一 投射 直径 a 作为 旋转 轴 ( 见 图 9.2-18) 。 直线 1 绕 a 
旋转 ,因此 ! 最 后 的 位 置 7 和 Is 平行 。 在 ! 上 适当 选择 的 两 点 1 和 2 旋 
转 成 I 和 3, 而 球面 还 是 它 本 身 。 通 过 ?的 第 一 投射 面 了 和 球面 相交 成 
一 圆 c, 它 的 正面 投影 就 是 它 的 真实 形状 。 因 而 e' 和 站 的 交点 4 和 2B” 
是 1 和 球面 交点 的 正面 投影 。 通过 4” 和 B” 与 水 平 轴线 平行 的 线 交 于 
汪 于 47 和 她 '， 这 就 相当 于 将 正面 投影 向 相反 方向 旋转 。 ! 和 球面 交点 
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4 和 如 的 水 乎 投影 可 用 过 4 和 B" 的 柱 线 来 找到 。 

[ 例 3】 用 第 一 和 第 二 主 直线 可 以 作出 过 球面 给 定点 的 切面 。 由 
于 切面 了 垂直 于 过 P 点 的 半径 7p, 因此 在 卫 点 相交 的 了 的 两 条 主 直线 
有 和 和 hs 与 7p 成 直角 ( 见 图 9.2-19)， 政 亲 及 7p== 亲 及 rp 一 90"。 由 于 及 
和 与 水 平 轴线 平行 , 办 此 由 主 直 线 加 和 fo 所 控制 的 切面 的 迹 线 e 和 
23 就 可 以 作出 。 

【 例 4]】 求 一 直线 ! 和 一 锥 面相 交 的 交点 ， 锥 面 的 项 点 以 及 在 芽 
面 上 的 曲 迹 线 s 为 已 知 。 解 题 的 方法 可 以 从 斜 轴 测 图 中 看 出 ( 见 图 
9.2-20)。 通 过 2 和 1 的 平面 了 在 耳 上 的 迹 线 o 如 果 c 和 曲 迹 线 * 相 
交 于 Pl, Po, Pa, Ps 点 , 那 末 直线 2 Pi; 等 都 是 锥 面 在 卫 平 面 内 的 诸 母 
线 。 因 此 , 它们 和 ! 的 交点 1, 2, 3, 4 也 就 是 ! 和 锥 面 的 交点 。 


图 9.2-19 球面 的 切面 图 9.2-20 直线 和 圆锥 面 交 
点 的 斜 轴 测 图 


【 例 51 作 一 转动 后 的 圆锥 体 ， 使 它 的 底 圆 在 由 迹 线 el 和 es 决定 的 
平面 吾 内 。 锥 体 的 高 度 h, 底 圆 半 径 7? 和 底 圆 圆 心 C 的 水 平 投影 C 均 为 
已 知 ( 见 图 9.2-21)。 作 此 图 可 分 成 下 面 几 步 : 1. 借助 第 一 和 第 二 主 直 
线 , 从 0' 作出 0 的 正面 投影 C"。3. 底 圆 直径 的 实 长 反映 在 水 平 投影 
中 的 主 直线 及 以 及 正面 投影 中 的 友 上 ，14'8'| 和 |P"0"| 是 两 个 投球 
椭圆 的 长 轴 。3. 利用 柱 线 在 所 上 作出 4" 和 B", 在 腑 上 作出 P' 和 0'。 
4. 用 纸 片 作 图 法 作出 投影 椭圆 的 短 轴 ， 从 而 作出 作为 锥 体 底 贺 投影 的 这 
两 个 投影 椭圆。5. 在 过 C 垂直 于 马 的 三线 ! 上 ( 它 的 投影 ?1 及 入 上 

2， 任 取 一 点 六 关 CO,，C 点 保持 不 动 ,旋转 CWN 使 它 和 了 平行 。6. 如 果 
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CNs 是 旋转 后 所 处 的 位 置 , 从 0” 点 起 沿 0”Ns 取 一 线 眉 0"22 等 于 及 过 
和 32 点 的 水 平 线 与 0"N"” 交 于 2"，2" 即 为 圆锥 面 顶点 的 正面 投影 ， 过 此 
点 的 柱 线 便 能 给 出 水 平 投影 2'。7. 从 2Z' 和 2"” 作 相应 的 底 圆 投影 的 切 
线 ， 例 如 可 用 透视 仿 射 法 来 作 。 这 就 作出 了 此 转动 后 的 圆锥 体 的 所 需 投 
影 。 


图 9.2-21 在 一 给 定 的 底 平 再 图 9.2-22 空间 物体 水 平 投影 \ 正 
. 土 作 转动 后 的 国难 体 面 投影 和 正 侧面 投影 的 斜 轴 测 图 


六 个 主要 投影 ”如 果 投 影 面 Ts 垂直 于 刀 : 和 Ta, 则 在 此 面 上 的 “ 偶 
面 * 投 影 称 为 是 正 侧面 投影 ( 见 图 9.2-22)。 它 的 交 线 Pa，zzs 和 2as 在 空 
中 互相 垂直 。 该 图 表明 不 是 每 一 个 空间 物体 都 能 由 水 平 投影 和 正面 投影 

. 表达 清楚 。 

. 组 成 一 个 立方 体 有 六 个 面 ,一 般 涪 来 , 可 将 一 个 物体 分 别 垂 直 投影 到 
这 六 个 面 上 ( 见 图 9.2-23), 这 样 获得 的 六 个 主要 投影 是 按 欧 洲 对 空间 物 
体 的 表达 方法 。 在 安排 这 六 个 投影 的 位 置 关系 时 ,美国 的 办 法 是 不 同 的 ， 
与 欧洲 正好 相反 。 
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图 9.2-28 欧洲 和 美国 的 六 个 主要 投影 图 的 位 置 安排 
9.3 另外 一 些 图 示 方 法 


标高 投影 单 投影 面 法 

在 标高 投影 中 , 从 空间 一 点 卫 投 到 受 影 面 上 了 P 点 是 由 垂直 于 投影 平 
面 匡 的 投射 线 完成 的 。 它 的 距离 5= |P'P| 用 国定 的 长 度 单位 e 来 测 
量 , 记 作 高 度 。 通 常平 面 耳 取 为 水 平 的 , 在 它 上 面 的 半 个 空间 作为 正 的 ， 
%>>0。 直 线 ! 的 投影 由 该 线 上 两 点 P, @ 的 没 影 已, 4 来 确定 。 在 过 
P' 和 的 两 条 平行 线 上 标 出 它们 的 高 度 《 注 意 正 负 号 ), 就 可 得 到 1 的 
迹 点 工 ( 见 图 9.3-1)。 反 过 来 ; 空间 一 直线 由 它 任 意 两 个 分 度 点 的 投影 
瞧 一 地 确定 。 如 果 它 的 间距 ， 理解 为 高 度 诅 差 一 个 单位 的 两 个 分 度 点 投 
影 之 闻 的 距离 ,， 那 未 它 与 投影 平面 的 倾角 a 二 立 Q, 四 便 可 由 方程 := 
e cot a 来 决定 ( 见 图 9.3-2)。 

用 标高 投影 的 方法 ,可 以 决定 两 条 不 平行 的 直线 4 和 了 是 否 相交 。 每 
条 直线 分 别 由 分 度 点 4, B 和 了 , 8 给 出 ( 见 图 9.3-3)。 高 度 相 同 的 一 
些 点 在 平行 于 芽 的 平面 上 ,例如 P(32) 和 了 (2) 在 平面 4 一 2 上 .过 PC2)， 
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(~3) 


图 9.3-2 一 条 直线 的 间距 和 倾角 
a) 斜 投影 ; 5) 标高 投影 


图 9.3-3 两 交 又 直线 a、5 的 标高 投影 
4) 斜 投影 ;，5) 标高 投影 
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B02) 和 4(3) 的 平面 与 %=3 的 平面 相交 , 交 线 卫 平 行 了 PC2) BC2), 由 
于 直线 4 在 这 平面 内 《 因 该 平面 通过 4(3)B《2)), 因此 只 有 当 直 线 ? 也 
在 这 平面 内 时 才能 与 4 相交 , 即 8(3) 也 要 在 了 上。 

根据 连接 两 条 非 平行 直线 4 和 口上 高 度 相 等 的 点 的 直线 是 否 相交 和 


平行 ， 可 以 判断 这 对 直线 是 锚 开 (交叉 ) 的 还 是 可 相交 的 。 对 于 一 对 平行 


的 直线 4 和 Bb，,， 连接 高 度 相 等 的 各 点 所 得 的 那些 直线 ,在 它们 的 单 面 投影 


与 也 成 一 倾角 的 平面 可 用 一 些 平 行 而 等 距 并 标 出 高 度 的 高 度 线 或 用 
一 条 与 高 度 线 垂 直 相 交 的 最 大 倾 针 线 了 来 表示 。 这 个 平面 的 状况 可 用 带 
刻度 的 最 大 倾 桂 线 (坡度 比例 尺 ) 来 唯一 地 确定 ( 见 图 9.3-4)。 高 度 为 O 


图 9.3-4 用 坡度 比例 尽 来 图 9.3-5 在 单 面 投影 中 
表示 一 个 斜面 二 平面 的 交 线 


的 高 度 线 就 是 该 平面 的 迹 线 ， 
连接 高 度 相同 高 度 线 的 各 交点 可 得 
到 由 坡度 比例 尺 给 出 的 两 平面 的 交 线 
( 见 图 9.3-5)。 如 直线 7 和 平面 如 由 坡 
度 比 例 尺 给 出 ， 则 过 7 线 诸 刘 点 之 一 族 
平行 线 是 包含 1 线 之 另 一 平面 瑟 的 诸 
等 高 线 , 也 及 的 交 线 3 与 1 的 交点 DD 
是 ?与 如 的 交点 ( 见 图 9.3-6)。 
等 高 线 图 “加 一 普通 曲面 被 一 族 和 图 9.3-6 在 单 面 投影 中 一 
并 平行 、 高 差 相等 的 平面 截击 ， 就 可 得 条 直线 与 平面 的 交点 
到 一 族 等 高 曲线 。 这 些 曲 线 痊 耳 上 的 正 投影 给 出 该 曲面 的 等 高 线 图 。 如 
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轴 和 芽 垂直 的 一 回转 锥 面 和 它 顶 点 2 的 等 高 线 图 (标高 投影 )， 是 一 族 
以 2Z' 为 公共 圆心 的 同心 贺 。 这 些 圆 的 半径 取 自 标 有 高 度 的 锥 面 母 线 。 对 
一 个 单 叶 回 转 曲 面 ， 它 的 等 高 线 图 也 是 一 族 同心 另 。 它 们 的 半径 由 该 曲 
面 标 有 高 度 的 母线 9 的 正 投 影 9 唯一 地 确定 ( 见 图 9.3-7)。 


图 9.3-7 单 叶 回转 双 曲 图 9.3-8 用 一 面 法 求 直线 和 
面 的 等 高 线 图 回转 锥 面 的 交点 


一 回转 锥 面 和 一 条 直线 长 见 图 9.3-9) 的 交点 可 用 由 ?和 锥 面 顶 点 2 
所 确定 的 平面 荆 来 作出 。 荆 在 廿 上 的 迹 线 e 含有 ! 的 迹 点 卫 , 并 且 与 连 
结 儿 点 和 7 上 高 度 和 了 点 相等 的 点 的 直线 平行 。 这 条 迹 线 与 锥 面 的 等 
高 线 0 的 交点 就 处 在 直线 ! 与 锥 面 交 点 恕 的 同一 母线 上 。 

那些 在 等 高 线 图 中 只 能 依靠 大 量 标高 点 才能 领会 的 曲面 称 为 地形 
面 。 用 等 高 线 图 来 表示 这 种 曲面 的 方法 在 公路 工程 等 坡 面 中 具有 实用 上 
的 重要 性 。 此 外 ， 这 种 表达 方法 还 广泛 地 以 各 种 不 同形 式 应 用 于 船舶 各 
飞机 的 推进 器 、 飞 机 的 机 经 ,以 及 车 辆 壳 体 等 的 制造 中 。 


轴 测 投影 


为 了 从 用 平行 投影 法 得 到 的 物体 的 形象 化 的 投影 图 中 得 到 尽 可 能 多 
的 可 测 性 , 可 将 物体 放 于 一 正三 负 坐 标 系 OC(X, 了 , 2) 内 ,把 它 和 这 一 物 
” 体 一 起 投影 到 绘图 板 上 ,得 到 的 投影 也 是 一 个 三 面体 OCX 了 ”Go9 。 根 
据 投射 线 入 射 角 的 人 饮 斜 或 垂直 来 区 别 是 通用 即 针 轴 测 投影 还 是 正 交 即 正 
轴 测 投影 。 在 原 两 而 投影 图 中 只 有 一 个 线 仙 度量 单位 |0X|= 107|= 
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1021=e, 而 在 轴 测 投影 中 有 三 个 线段 度量 单位 10’X*| 一 ee 10 了 | 一 6 
以 及 102*|=e.。 它 们 的 长 度 可 以 有 所 不 "| 
同 ， 它 们 是 在 投影 OCX YY 2") 中 得 出 
的 ( 见 图 9.3-9)。 
在 波 尔 饥 (Pohlke) 定理 中 有 一 个 条 
件 ,在 这 个 条 件 下 ,一 平面 三 面体 可 以 看 成 
是 一 空间 三 面体 的 平行 投影 。 
波 尔 凯 定理 。 平面 三 面体 OCX2， YY 


Zs 


六 也 认 一 安 同 直 朋 下 三 面体 为 一 立方 的 大 本 行 
波 尔 咒 三 面体 。 
几 种 特殊 的 方法 ” 斜 投影 ( 斜 轴 测 ) 是 轴 测 投影 的 一 种 特殊 情况 ,对 
于 它 有 6 一 6 一 六 久 Lz” 而 ee( 变 形 系数 ) 和 交 轴 的 方向 可 以 是 任 定 的 。 
当 ey 一 6: 关 eu 时 就 成 为 一 类 村 二 等 四 测 〈 简 称 余 二 测 )， 也 称 为 正面 儿 轴 
测 。 对 士 迹 视 是 斜 轴 测 的 一 种 特殊 情况 , 它 的 三 个 轴 向 变形 系数 相等 ， 
ee 一 6 一 6 一 了 上 2 以 及 闻 (2' 的 一 135”(〈 见 图 9.3-10)。 军 用 四 视 
或 鸟 喇 图 的 特点 是 ee 一 e 一 es 一] ?LY 以 及 #* 是 垂直 方向 的 ( 见 图 
9.3-11)。 和 骑士 透视 一 样 , 它 也 是 一 种 针 等 轴 测 投影 , 它 比 平面 图 能 更 
膛 真 地 显示 建筑 物 的 形状 。 


图 9.3-10 一 房子 模型 图 9.3--11 一 房子 模型 的 
的 骑士 透视 军用 透视 ( 鸟 殉 图 ) 


在 实践 中 经 常 采用 三 等 正 轴 测 (投影 )、 二 等 正 轴 测 (投影 ) 或 不 等 
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正 轴 测 (投影 )。 下 面 以 一 立方 体 切 块 的 表达 为 例 观察 其 通用 准则 ( 见 图 
9.3-12) , 


a) b) 0) 
图 9.3-12 一 立方 体 切 块 的 轴 测 图 
oa) 三 等 正 轴 测 ( 投 影 ); 5) 二 等 正 轴 测 (投影 ); c) 不 等 正 轴 测 (投影 ) 


三 等 正 轴 测 《 投 影 》 
es:ey:es=1:1:1 
a=30°, B=30° 


二 等 正 轴 测 (投影 ) 
Fo:ey:es=0.5:1:1 
a=41°, B=7° 


不 等 正 轴 测 (投影 ) 
eoify:Cz=0.5:0.9;1 
a=18°, B=5° 


如 果 一 空间 物体 用 直角 坐标 正 投影 来 表示 , 那 末 用 爱 克 哈 特 (L. 
Bokharb) 的 填空 方法 (交会 法 )， 
可 以 得 到 一 轴 测 投影 。 用 两 个 正 
投影 图 分 开放 于 绘图 板 上 任意 的 
位 置 ， 对 每 个 投影 图 任意 选 定 一 
交会 方向 ， 相 对 应 的 交会 线 的 交 
点 就 是 所 求 轴 测 投影 点 ( 见 图 
9.3-13)。 至 于 如 何 放置 投影 图 ， 
如 何 选 择 交会 的 方向 ， 需 要 经 过 
一 严实 践 ， 才 能 使 所 得 轴 测 图 形 
不 会 变形 太 多 。 

正 轴 测 投影 ”为 了 获得 清晰 
图 9.3-13 用 爱 克 哈 特 交会 法 西 轴 测 图 ”的 图 形 ， 可 使 空间 直角 正三 面体 
O(E, 了, 2) 的 每 一 根 轴 和 投影 平面 五 都 不 平行 。 那 末 它 的 迹 点 4，B， 
C 是 一 些 实 点 。 从 空间 考虑 的 话 , 边 为 a, 5, e 的 迹 线 三 角形 4BC 是 一 个 
锐角 三 角形 。 它 利 用 正 轴 测 图 可 以 唯一 地 确定 波 尔 凯 三 面体 0"(Xn， 
Y"，2r")。 正 投影 0" 是 迹 线 三 角形 的 三 高 ha, hb 和 he 的 交点 ,而 点 了”， 
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了 "和 2" 可 以 通过 将 空间 直角 三 角形 BCO 和 C40 绕 边 a 和 5 转 平 到 给 
图 板 上 后 找到 ( 见 图 9.3-14)。 


图 9.3-14 正 轴 测 投影 的 波 尔 凯 三 面体 , 以 及 它 对 一 立方 体 切 块 的 应 用 
在 波 尔 遍 三 面体 中 , 单位 线段 e。 变 短 了 。 其 缩短 系数 为 ; 
和 一 eco:e 一 |0"4|1:104| 
w=ey:e= |0"*B|:|10,B8| 
v=e,:e= |O"C |: 1050| 
它们 满足 了 在 推导 高 斯 定理 的 过 程 中 得 到 的 一 个 关系 。 


缩短 系数 之 间 的 关系 


为 了 证 明 这 一 点 ,用 直角 坐标 正 投影 《水平 投影 和 侧面 投影 ) 来 表示 
这 直角 正三 面体 0CX, 了 , 2), 这 里 取 侧 投影 面 平行 于 02 轴 ( 见 图 
9.3-15), 因而 有 10'2'| 二 17?| =e cos 8。 此 外 ,0'X' 和 0 了 ' 是 一 对 椭圆 
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图 9.8-15 22 十 42 十 人 2 一 0 关系 的 证 明 


的 共 放 半径。 这 椭圆 就 是 源 出 于 由 圆心 为 0'、 半 径 为 e 的 圆 , 它 按 比例 
sin 办 ;1 将 圆 中 平行 于 水 平 轴线 zis 的 诸 驴 缩短 而 成 的 。 如 果 在 水 平 投影 
面 内 , 以 0' 为 原点 ,7 为 虚 轴 并 与 0'2' 重合 , 建立 一 标 有 序号 的 高 斯 
平面 纪 那 末 点 了 ,了 ', 2' 对 应 于 复数 p,9, ?7, 并 存在 下 面 一 些 关 系 式 : 
p=C0s(m+ yy) +isin# sin(w t+) = —ceo0s yb-isin dsin yy, 
q=cos(3m/2+)) +isin dsin(3w/2+) =siny—isin 8 cosy, 
?=? C0s 四。 
平方 相 加 后 可 得 如 + 2 十 7 一 0。 如 果 取 复数 的 系数 ， 并 使 和 = |p|， 
rv 一 191, = 上, 再 把 上 列 各 式 代 入 就 得 避 十 2 十 v2 二 2。 


中 心 自视 


中 心 透视 是 一 种 中 心 投影 ,可 以 被 用 来 作出 空间 物体 的 鲜明 图 形 , 而 
这 些 物体 通常 是 用 它们 的 水 平 投影 和 正面 投影 的 形式 给 出 的 。 如 果 要 从 
中 心 透视 图 (通常 是 照片 ) 再 作出 水 平 投影 和 正面 投影 的 两 面 投 影 , 这 种 
反 求 法 问题 是 属于 摄影 测量 学 的 范 哮 。 它 只 有 在 定向 摄影 机 相对 于 物体 
的 位 置 是 已 知 时 ,或 在 空中 摄影 测量 制图 中 已 知 某 些 导 点 的 位 置 时 , 才 是 
可 解 的 。 | 

决定 一 中 心 透视 作 图 只 要 知道 透视 中 心 或 视点 0, 一 不 过 O 点 的 水 
平 基 面 卫 和 一 不 过 0 点 的 直立 投影 面 卫 就 可 以 了 。 过 0 点 平行 于 二 
的 平面 4 与 投影 平面 相交 于 祝 平 线 pz。 投影 而 和 基 面 相交 于 基线 1。 从 
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0 点 到 耳 的 垂 足 是 主 点 瑟 , 它 处 于 视 平 线 h 上 。 线段 4= 10H|=10' 玫 
称 为 视 距 。 

会 法 和 灭 点 法 ”如 果 给 出 了 一 房子 模型 的 水 平 投影 和 正面 投影 ， 
郑 末 用 两 面 法 的 规则 , 当 此 模型 在 直立 投影 面 苹 和 视点 O 的 相对 位 置 确 
定时 , 它 的 中 心 透 视图 可 逐 点 作出 。 图 中 表示 的 是 对 于 尸 点 的 情形 ( 兄 图 
9.3-16)。P'0' 与 基线 1 交 于 P*, P"0" 交 过 Pr 的 柱 线 于 已 ， 这 样 就 
找到 了 卫 点 的 投影 六。 可 将 它 转换 到 另 一 块 绘图 板 上 , 这 绘图 板 相当 于 
开平 面 对 于 7 的 一 种 反射 ,并 且 包 含 视 平 线 , 主 点 和 灭 点 。 根 据 中 心 没 
影 的 规则 , 所 有 平行 的 线 有 着 同一 灭 点 。 对 于 平行 于 基 面 本 的 直线 (水 
平 线 ), 它们 的 灭 点 都 在 视 平 线 有 上。 对 于 由 4B 或 DC 所 决定 的 平行 线 
族 , 其 灭 点 是 Pi。 它 的 水 平 投影 是 1 与 过 0' 点 平行 于 DC 的 直线 的 交 
点 。 同 样 , 对 于 所 有 平行 于 D4 或 0B 的 平行 线 族 ,了 2 是 它们 的 灭 点 , 它 
的 水 平 投影 就 是 Fa。 主 点 五 是 所 有 垂直 于 投影 平面 的 直线 族 的 灭 点 。 
此 外 ， 房 屋 的 一 些 地 面 边框 线 与 基线 的 交点 对 于 作 图 也 是 有 用 的 。 以 主 
点 瑟 来 定 方位 ,在 本 例 中 所 得 7 上 的 点 1, 2,3, 4 以 及 天 上 的 点 Fi1, Fa 
可 以 依据 主 点 鼠 定 向 来 实现 中 心 投影 。 这 样 , 透视 平面 图 的 绘制 简化 成 
连接 一 些 点 和 一 些 直 线 交点 的 工作 。 从 房子 模型 的 正面 投影 中 量 出 第 一 
条 线 和 屋 查 线 的 高 度 ， 并 在 了 内 过 二 2, 3, 4 点 与 7 垂直 的 直线 上 截取 
这 些 高 度 , 再 利用 灭 点 f1 和 #2, 这 个 房子 模型 的 透视 图 就 能 完成 了 。 


| BN 
| /I 


A Dr” 


图 9.38-16 用 交会 法 作出 的 一 房子 模型 的 中 心 透视 图 
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勃 鲁 万 尔 斯 基 (Brunellesci, 1377~1446 年 ) 曾 描述 过 这 种 相交 法 。 
它 的 缺点 是 篇 帐 太 大 , 以 及 还 要 量 取 尺 寸 ,所 以 一 般 建筑 师 都 不 采用 这 种 
方法 。 他 们 将 Hi 的 水 平 投影 这 样 放 署 ( 见 图 9.3-17): 即使 垂直 于 Hf; 的 
垂 线 为 中 心 透视 图 中 房子 的 那些 垂直 边 ， 相 对 于 视点 的 房子 正面 的 所 有 
边 的 高 度 都 取 自 正面 投影 。 图 中 明显 缩短 的 高 度 不 是 从 正面 投影 作出 ， 
而 是 借助 灭 线 来 作出 的 。 


0 1 1 了 7 


图 9.3-17 用 建筑 师 方 法 所 作出 的 房子 模型 中 心 透 讽 图 


透视 的 度量 问题 ”在 处 理 中 心 透 视 的 度量 问题 时 ， 需 要 用 到 几 种 工 
具 。 例 如 给 出 一 线段 48 的 中 心 投 影 4°B°, 要 求 它 的 实 长 。 对 于 垂直 于 
T 基 面 工 的 线段 ,作法 比较 简单 。 例 
如 要 求 一 垂直 于 工 的 线段 mw 的 
实 长 , 如 已 知 w=14°B°| ( 见 图 
9.3-18), 在 上任 取 一 点 F,, 并 和 
祭 及 连结 起 来 。 真 线 8 一 4F。 
四 处 在 开平 面 内 , 并 与 1 交 于 5, 5 
图 9.3-18 基 面 卫 的 垂 线 的 实 长 是 投影 面 了 上 的 一 点 。 让 ?表示 
直线 BrF,, 它 与 过 5 点 与 1 垂直 的 直线 相交 于 了 因而 了 也 在 工 平 面 
内 。 因 此 18ZT| 是 由 中 心 投影 给 出 的 垂 线 思 的 实 长 。 
对 于 在 基 面 内 的 一 些 直 线 ， 在 中 心 投影 中 画 出 给 定 线段 的 透视 图 是 
很 重要 的 。 在 工 内 的 一 直线 s, 它 的 投影 ”与 1 交 于 心 点 ， 与 及 交 于 它 
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的 灭 点 也 (〈 见 图 9.3-19)。 在 * 上 有 一 点 4, 它 的 中 心 投影 为 4*。 直线 
s 和 灭 线 OF 是 平行 的 。 为 了 寻 出 作 图 方法 , 将 s 在 全 内 绕 人 S 点 旋转 
到 1 上 ,0F, 在 人 内 绕 耻 ,点 旋转 到 h 上。 旋转 后 , 4 点 跑 到 4, 处 , 而 0 


图 9.3-19 量 点 法 


点 转 到 ML, 处 。 直 线 44, 和 OM, 是 平行 的 , 因此 直线 04 入 ,41 包含 
在 它们 所 构成 的 平面 内 ， 所 有 这 两 条 直线 在 空中 相交 。 由 于 它们 的 公共 
点 一 方面 必须 在 本 内 , 另 一 方面 又 必须 在 04 上， 所 以 它 只 能 是 4 的 投 
影 4。 由 于 线段 1384,| 是 中 心 投影 给 出 的 线段 |84| 的 实 长 , 故 在 上 
标 出 的 任意 投影 线段 的 实 长 都 可 借助 于 点 MM, 在 了 内 作出 。 属 于 s 的 量 
点 四 ,也 可 在 廿 内 由 和 0? 得 出 。0? 是 通过 旋转 视点 0 得 到 的 , 以 也 
为 圆心 ,以 10?| 为 半径 作 一 圆 红 , 交 畴 于 MM,, 连接 了 ,和 和 4 的 直线 交 
1 于 41。|841| 就 是 中 心 投影 给 出 的 线段 |84| 的 实 长 。 如 果 在 s 上 讨 
论 另外 一 点 妃 的 投影 B°, 则 借助 于 1M.|，|18B1 的 实 长 也 可 用 类 似 的 方 
法 作出 。 而 且 , 线 段 |4Bi| 就 等 于 在 投影 中 给 定 线段 |4B| 的 实 长 。 

这 里 所 讲 的 由 中 心 投影 求 水 平 线段 实 长 的 方法 称 为 量 点 法 , 而 点 办 
属于 所 有 平行 于 s 的 直线 , 称 为 s 的 量 点 。 

此 外 , 在 ! 上 连续 地 用 任 一 给 定 的 线段 4 来 划分 , 将 分 割 点 和 ML, 连 
接 起 来 , 这 些 连 线 经 过 它们 和 s 的 交点 , 就 得 到 关于 这 些 直线 的 投影 尺 
度 。 

如 果 已 知 工 面 上 一 立方 体 的 一 边 4 的 透视 投影 |4°B°|, 根据 上 述 
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方法 ,就 可 作出 该 立方 体 的 中 心 投影 图 ( 见 图 9.3-20)。 中 心 投影 的 作 图 
是 由 下 列 庄 要 素 , 基线 4 视 平 线 及 主 点 互 及 视 距 4 来 承担 的 。 


图 9.3-21 卫 内 一 点 4 的 投影 图 9.3-22 了 而 内 的 平面 一 图 形 的 
和 将 它 旋转 之 后 所 得 的 点 之 间 中 心 投影 和 将 此 图 形 转 到 投影 面 也 
成 透视 直射 变换 关系 所 得 的 结果 成 透视 直射 变换 关系 
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遂 视 直射 交换 假定 给 出 了 工 内 的 一 个 点 4 及 它 的 中 心 投影 4《 见 
图 9.3-21)。 平面 了 和 日 分 别 绕 1 入 按 相同 方向 旋转 到 症 , 则 4 点 转 
到 4 点 ，O 点 转 到 0? 点。 弦 449 和 009 相互 平行 并 在 同一 平面 内 。 这 
个 平面 和 匡 交 于 0*4%。 由 于 此 平面 包含 视线 04, 因 此 耻 也 在 .49 上。 
此 外 , 平行 线 0 和 44, 在 一 平面 内 , 它 也 包含 视线 04, 并 与 投影 面相 
交 于 互 44。 因此 0%4? 和 4, 的 交点 就 是 4 的 投影 点 4。 就 其 本 质 而 
言 , 此 图 说 明 在 各 和 4 之 间 存 在 着 一 种 以 0? 为 直射 变换 中 心 , ?为 直 
射 变换 四 ， h 为 到 中 轴 的 通 视 训话 变 痪 关系 。 


立体 图 象 对 


由 于 每 只 眼睛 所 看 到 空间 物体 的 透视 形象 不 一 样 ， 故 有 立体 感 的 感 
觉 。 如 成 为 图 或 相片 ， 这 两 种 不 同 的 图 象 就 称 为 主 休 图 象 对 或 称 为 评 体 
图 条 。 它 们 可 用 一 通过 立体 摄影 机 在 物镜 相隔 约 为 65 mm 用 2.56") 情 
况 下 分 报 象 对 ,然后 用 一 体 视 镜 (立体 镜 ) 将 它们 隔 开 来 观看 ,每 只 眼睛 只 
在 到 一 张 图 象 ， 起 到 两 眼 署 物 的 相同 效果 ， 从 而 一 空间 物体 的 实况 可 以 
从 它 的 立体 图 象 中 重演 。 因 此 体 视 学 可 应 用 于 测量 .犯罪 学 及 事故 的 调查 
等 等 。 立 体 图 象 也 可 用 作 图 法 来 作出 ， 例 如 通过 中 心 透视 的 交会 法 ， 用 
两 个 视点 0 和 0 取 间距 为 65 mm, 取 视 距 4 为 200 mm 来 作出 。 

在 立体 彩色 相片 所 采用 的 方法 中 ， 这 两 张 立 体 异 色 图 象 画 到 绘图 板 
上 , 它们 反射 物理 性 质 不 同 的 光波 , 诸如 不 同 的 偏振 光 或 绿 或 红 这 两 种 互 
补 的 色光 ( 见 图 9.3-23)。 用 滤 色 ( 光 ) 镜 来 看 这 两 张 图 象 时 ,每 一 片 江 色 
( 光 ) 镜 将 对 应 于 另外 一 只 有 眼睛 的 图 象 所 反射 的 光 吸收 掉 。 应 用 着 色 法 或 
偏振 光 法 , 通过 使 用 一 光学 设备 , 可 使 观察 者 对 所 观看 的 物体 有 立体 空间 
的 感觉 。 在 观看 图 9.3-23 这 一 张 图 时 ， 左 眼 应 用 红 褒 色 镜 , 右 眼 则 用 
绿 滤 色 镜 。 wa 


图 9.3-23 一 房 子 诺 如 的 两 业 中 ， 心 透 识 图 
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10.1 三 角 函 数 


三 负 学 研究 角度 的 度量 ， 但 这 并 不 是 平面 几何 中 用 量 角 器 读 出 角度 
大 小 的 那 种 初等 角度 度量 。 三 角 学 是 用 演算 跟 角 度 有 关 的 特殊 的 函数 米 
得 到 角度 值 的 。 因为 这 些 函数 用 在 三 角 学 《研究 三 角形 的 测量 和 计算 ) 
中 , 因此 世 作 三 角 函 数 。 

三 角 函 数 导 论 

正弦 ”有 一 条 道路 ,如 果 沿 着 它 的 长 度 方向 ,每 100 米 均匀 地 抬 高 3 
米 , 那 末 高 度 思 的 增加 量 跟 所 通过 的 路 长 * 之 比 即 [就 是 路 面 倾斜 
度 的 度量 ( 见 图 10.1-1), 也 就 是 路 面 和 水 平面 之 间 角 度 a 的 度量 。 比 之 


是 角 a 的 动 数 ， 叫 作 角 a 的 正弦 ， 因 此 起 初 我 们 只 对 锐角 定义 了 正弦 函 
数 ( 见 图 10.1-2)。 


图 10.1-1 倾斜 平面 的 坡度 


从 画 在 足够 大 方 格 纸 上 的 图 形 ， 可 以 读 出 sin a 的 值 。 如 果 分 度 
s 是 10 的 略 次 ,比如 说 10 看 米 ( 见 图 10.1-3), 则 用 图 形 来 决定 正弦 值 特 
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B,D 
， 
al 
a €1 Cl ep 


图 10.1-2 角 a 的 正弦 和 会 弦 ; | 4Bs|=82, | A402|= 
,1 


ez; 1 和 = 和 振 ;A4BIO 跟 A4B0s 相似 ; 
81 Sa 3S1 ky] 
之 一 si Co R=s Sin @, 二 一 cos CGI 8 一 人 603 区 
90° 
10cm 30° 


hn" OD oN oo 


图 10.1-3 用 图 形 从 比 二 和 上 < 来 确定 锐角 的 正 驴 
和 余弦 ;例如 sin 40° 才 0.648, cos 40° 0.770 


别 简单 例如 对 一 40" 和 一 -名 倒 加 -=0.643。 这 种 方法 的 精度 不 很 
高 , 但 是 加 大 图 象 能 够 提高 精度 。 对 每 一 个 锐角 a 而 言 ,正弦 函数 具有 一 
个 确定 的 值 ,其 什 总 是 小 于 1, 并且 较 大 的 角 , 其 函数 值 也 较 大 。 


余弦 倾斜 线段 在 水 平面 上 的 投影 。 是 以 地 图 距离 出 现在 地 图 上 
的 ( 见 图 10.1- 匈 。 比 亏 也 是 角 a 的 函数 ， 叫 作 余 纺 ，cos oa，。 一 
s cos 4。 对 锐角 a 而 言 , 其 余弦 函数 什 随 着 角 a 的 增加 而 减 小 ,从 图 形 上 


jw-1/ 理 ov 7.70cm _ 厅 _ 
我 们 得 到 cos 40 om 0.770( 见 图 10,1-3)。 
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图 10.1-4 倾斜 线段 * 到 地 图 平面 上 的 投影 

正切 一 条 路 面 的 院 度 也 可 以 用 之 ~tanu 来 表示 , 这 是 高 度 的 
增 量 味 水 平 距离 。 之 比 , 它 也 是 角 a 的 函数 , 叫 作 “的 正切 。 因 此 斜率 是 
8% 就 意味 着 ,在 地 图 上 每 100 米 的 距离 高 度 差 是 8 米 (参看 线性 函数 )。 

余 切 \ 正 害 和 余 剂 ”因为 一 般 来 说 在 三 个 距离 之 间 存 在 六 个 比值 , 因 
而 在 长 度 3h。 和 和 角 a 之 间 还 可 以 青 定义 三 个 关系 。 在 这 三 个 关系 中 ， 
余 切 是 正切 的 倒数 ,而 剩 下 的 两 个 正 市 和 余 负 适 常 极 少 使 用 ,例如 在 天 文 
学 和 航海 学 中 就 是 如 此 。 

正弦 :sin ac 二， 余弦 :，ocos a= 


3 
正切 ， tana= 卫 ， 余 切 ， cot a= 
正 割 ，see wa 一 一， 余 割 ，eosec a 一 元 。 

在 斜 边 为 。 的 直角 三 角形 4BC 中 ( 见 图 10.1-5), 边 a 跟 角 a 相对 ， 
叫做 对 按 ,而 边 ” 跟 角 x 相 领 , 则 做 尔 边 , 这样, 六 个 三 角 函 数 的 定义 是 : 


欠 沁 一 对 边 4 
0 右 关 业 
邻 边 5 6 
图 10,1-5 在 直角 三 角形 中 的 角 & 
4-. 对 边 一 名 一 .对 边 -< _ 斜 边 
sin % 一 一 一 双边" 分 过， 860 4 一 万 邻 运 ， 
cosa— 上 = 侣 时 ， cot a= 了 ~ 侍 ， COsec «= 全 = 全 浊 。 


10.1 三 角 通 数 375 


从 直角 三 角形 不 难 指出 ;在 这 些 三 角 函 数 之 间 成 立 几 个 关系 式 ( 见 
图 10.1-5)。 其 实 对 任意 角 a, 它们 也 成 立 : : 


Sin2w 十 cog2w 一 工 ，tan w cot a~=1, sec w 一 Cosec = 


cos C sing 


gino 1 COS C 工 
tana 一 一 -一 一 ， C0t w 一 一 : 一 一 一 一 
cosc cota sing tana 


1 1 
了 一 ,卫士 cot?w 一 一 -一 
COS2 q Sin2 


1+tan? w 一 


AsN 
.1 
医 10.1-6 边 长 为 1 的 正方 形 图 10.1-7 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 
在 边 长 为 1 对 角 线 4 一 V2 的 正方 形 中 ,有 一 个 物 " 的 角 ; 而 在 边 长 
为 1, 高 p= 去 V3 的 等 边 三 角形 中 , 有 30。 和 60° 的 角 ( 见 图 10.1-6, 图 


10.1-7)。 对 四 个 常用 的 三 角 函 数 , 其 值 如 表 所 示 。 这 些 值 计算 到 小 数 点 
后 四 位 。 


函数 |9=30 ” 0 一 45， 
Sin 9 去 0.7071 
cosg 2 V3 0.7071 
tang 3V3 i 1.0000 
cot gp M3 二 1.0000 


这 些 值 中 只 有 少数 是 有 理 数 ， 而 余下 来 的 值 是 无 理 数 ， 然 而 是 代数 
数 。 应 用 由 加 法 定理 导出 的 性 质 ， 通 过 代数 运算 可 得 到 角 各 , 笃 ，… 和 
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角 29p, 39，49，5p，… 的 三 角 函 数值 。 一 般 而 言 三 角 函 数 的 值 是 超越 数 ， 
其 值 可 以 通过 无 穷 级 数 的 计算 而 达到 所 想 要 的 任意 精度 。 


任意 角 三 角子 数 的 定义 


不 仅仅 是 锐角 , 任意 大 小 角度 的 正弦 、 余弦 、 正切 和 余 切 等 三 角 东 数 
的 定义 是 根据 笛 卡 尔 坐 标 系 的 考虑 而 建立 的 ( 见 图 10.1-8), 一般 是 左手 


系 , 这 时 道 时 针 的 旋转 方向 看 作 是 正 向 旋转 。 


至 。 


图 10.1-8 直角 坐标 系 


在 采矿 几何 学 和 地 球 物 理学 中 ,常常 使 


图 10.1-9 在 半径 7~1 的 圆 上 , 三角 
函数 的 定义 


角 罗 的 动 警 围绕 原点 旋转 一 周 时 ,9 的 值 跑 净 从 0 到 360， 或 全 到 


右手 系 , 其 zf 轴 指 向 北方 ， 
而 y 轴 指 向 东方 ， 这 里 的 旋 
转正 向 是 顺 时 针 方 向 。 在 图 
10.1-8 中 画 出 了 几 种 可 能 
的 直角 坐标 系 。 
单位 辕 上 的 定义 ”在 平 
面 入 卡尔 坐标 系 中 ， 角 9 能 
跑 遍 所 有 四 个 象限 。 其 大 小 
可 以 用 度数 、 用 新 度 或 者 叫 
十 进度 .或 用 强度 来 度量 ( 参 
看 工 第 7 章 )。 它 的 动 茧 跟 单 
位 圆 ( 即 半径 ?==1， 圆 心 在 
原点 0 的 圆 ) 相 交 于 点 Bi( 见 
图 10.1-9)。 对 于 4 轴 跟 单位 
圆 的 交点 Bo,9 的 值 是 零 。 当 
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400s, 或 0 到 2z 中 的 所 有 值 。 所 导出 的 关系 对 数值 大 于 2x 的 角 仍然 成 
立 的 ， 因 为 这 些 角 对 应 的 点 B, 和 在 0 到 2x 中 的 角 具 有 相同 的 位 置 。 点 
了 (例如 Bi,， Bs 或 Bs) 的 位 置 由 它 的 坐标 所 决定 。 横 坐标 是 一 条 特殊 的 半 
径 4= 工 在 并 轴 上 的 正 投影 ， 而 纵 坐 标 是 这 条 半径 在 4 轴 上 的 正 投影 。 如 
对 点 Bs 而 言 , 这 两 个 坐标 的 符号 都 是 负 的 ， 即 503 的 方向 跟 zx 轴 的 方向 
相反 , 而 G38s 的 方向 跟 y 轴 的 方向 相反 ( 见 图 10.1-9)。 在 第 一 象限 中 ， 
前 面 已 经 给 出 的 正弦 、 余弦、 正切 和 余 切 的 定义 ,从 三 角形 O01B1 来 看 ， 
仍然 有 效 。 对 于 所 有 的 各 个 象限 , 即 对 于 点 B; 的 所 有 位 置 ,约定 所 有 定义 
仍然 保持 有 效 : 


gin 9=- Ew 和 的 ， cosp 以 尖 反 ， 
te 

级 4 、\ 横 华 A 标 时 

tan p= > 和 3 cot p= 2 

模 坐 标 ” 级 坐 标 ” 

符 号 过 
象 限 

I iI 1IT IV 
sing 十 十 一 一 
CO8 9 十 一 一 十 
tan yp 十 一 十 一 
cot 0 十 一 + 一 


在 这 些 定义 中 ， 横 坐标 和 纵 坐 标 在 不 同 象限 里 有 不 同 的 符号 ， 但 是 
半径 永远 是 正 的 。 这 样 , 在 图 10.1-9 中 ，sin pa tan pa, cot ps 和 cos 04 
是 正 的 ， 而 cos pa，tan p92, Cot pa, sin a, C08 a, sin gpa, tan pa 和 cot py 
是 负 的 。 上 面 这 张 符号 表 给 出 了 四 个 三 角 函 数 在 所 有 象限 中 的 符号 。 

上 面 所 描述 的 过 程 , 把 定义 的 有 效 范围 扩充 到 新 范围 (第 工 IIL, IIL 
IV 象限 ), 并 使 得 在 原 定义 范围 (第 I 象限 ) 所 适合 的 关系 在 新 范围 内 仍然 
保持 有 效 。 这 一 过 程 ( 不 变性 原理 ) 在 数学 中 是 常用 的 。 特 别 是 最 初 引进 
三 角 函 数 时 所 建立 的 三 角 国 数 之 间 的 关系 , 现在 对 角 ? 的 所 有 值 都 适合 。 


对 角 0。， 90°(100%, 至 )， 180°C200%, w), 270° (300°, | 和 360。 
(4008,，2m) ,由 于 这 些 角 的 灌 坐 标 和 纵 坐 标 取 值 0， 二 或 一 1 氏 而 也 可 
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另 一 方面 ,如 果 9 从 大 于 90? 的 值 趋 近 90*, 那 末 


1 ~ lim _!C2B?| 
dt Pa oocsco 二 一 10C3| ° 


当 角 9 沿 增 加 的 方向 通过 9=90° 时 ,正切 函数 的 值 从 十 ww 跳 到 一。 
因此 对 9 二 90° 本 身 , 正切 函数 没有 定义 。 在 这 种 情况 下 , 记号 简写 为 


tan 90"= 土 eo。 正切 函数 在 9 一 3Y， 余 切 函 数 在 p=0 和 pr, 都 会 


出 现 类 似 的 跳跃 间断 。 因 为 单位 圆 半 径 之 长 为 ?= 十 1， 因此 正弦 和 余弦 
分 别 由 ( 带 有 适当 符号 的 ) 织 坐标 和 横 坐标 所 给 出 ， 而 正切 函数 和 余 切 
函数 也 能 表示 成 分 母 值 为 1 的 两 条 线段 之 比 。 角 9p 的 动 警 和 单位 圆 在 
Bolx==1) 处 的 切线 相交 ， 截 下 的 有 向 线段 的 有 符号 数值 可 读 作 正 切 的 
值 。 由 截 距 定 理 ( 见 图 10.1-10). 


tan p= Sign Gets 一 BD ~—m(BoD,), 


csps O00 0B, 


tan gs= DO4 Ds Po mlBoD,s), 


同样 余 切 值 可 以 着 成 是 角 9 的 动 属 和 单位 圆 在 点 了 (y= 了 的 切线 相交 所 
截 下 的 有 向 线段 的 带 符号 数值 。 再 由 截 距 定 理 ， 


cot 0 一 一 一 过 一 一 圭一 一 一 人 (FEBT)， 
Snp OB BB, 
cot ps 一 -So 9 -2 — OE: _m (FB), 


SDP3 CB 
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进行 作 图 的 。 在 下 面 图 10.1-13 中 ， 为 了 能 把 所 有 象限 的 曲线 图 象 都 画 
出 来 ,因此 把 标尺 缩小 了 一 半 。 


1 


Nd 
Nb 


图 10,1-12 在 四 个 人 象限 中 ( 幅 角 用 弧度 计量 ) 
三 角 函 数 的 图 象 表 示 


三 角 浮 数 的 性 质 


从 表示 三 角 函 数 图 象 的 两 个 图 中 ， 可 以 看 出 这 些 三 角 函数 的 一 些 性 
质 , 其 正确 性 一 般 是 通过 单位 圆 来 加 以 证 明 的 。 以 后 会 看 到 , 角度 值 可 以 
取 任意 的 正 负 数值 。 

三 角 函 数 的 周期 性 和 值 域 ”三 角 函 数 是 周期 孙 数 。 正 弦 逊 数 和 余弦 
函数 的 周期 是 2r(360"，4005); 正切 函数 和 余 切 函数 的 周期 是 wm(180°, 
200s) 。 在 单位 圆 中 , 角 (9? 士 22m) 的 自由 臂 都 在 同一 位 置 上 ， 因 此 它们 的 
三 角 函 数 有 相同 的 值 。 


Sin(p 士 22) 一 Sin 9; 


cos + 2n%) = C0s 9g, 


单位 圆 的 示意 图 (图 10.1-10) 还 进一步 说 明 , 所 有 和 角 (9 土 nm) 的 自 
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由 管 跟 单位 图 分 别 在 z=1 和 y=1 的 切线 相交 于 同一 点 ， 因 此 这 些 角 的 
正切 通 数 和 余 切 函数 全 都 有 相同 的 值 。 


tan ‘p+nm) =tan 9; 


cot(g+nm) 一 cot g; 


正弦 函数 和 余弦 函数 在 它 的 定义 域 的 一 个 子 区 间 , 比如 0<p<2s 中 
可 取 遍 所 有 的 函数 值 ; 而 正切 函数 和 余 切 函数 在 一 个 更 小 的 区 间 ， 比 如 
0<p<w 中 就 能 取 到 所 有 的 函数 值 。 在 这 样 一 个 区 间 中 , 函数 sin p 和 
cos9 的 值 在 一 1 和 + 之 间 摆 动 ; 但 函数 tan p 和 cot9 的 值 可 以 取 一 co 
和 十 ce 之 间 的 所 有 值 。 


一 <sine<s++T 或 |singp|<1 
一 T<cos9<+IL 或 jcosp|<I 


切线 的 斜率 ”按照 微分 学 的 法 则 ， 函 数 在 它 图 象 每 一 点 处 的 导数 给 
出 这 条 曲线 在 这 一 点 切线 的 斜率 。 


Asing -oos ps 一 Sinp 
p dp ” 
dtanpg _ 1 acotp__ 1 
ao cosig’” dp sin2p° 
、 <s592 | -| | _ 、 
因为 | 加 | -| 人生 各 二 | ,一 十 1， 所 以 正弦 曲线 和 正切 曲 


线 在 点 89=0 处 和 % 轴 的 交角 是 药 "。 但 是 , 当 角 度 增加 时 , 因为 cos p 值 
变 小 , 因此 正弦 曲线 在 这 条 切线 下 面 变动 , 而 正切 曲线 则 在 这 条 切线 上 面 


变动 。 在 点 9 一 严 处 ,这 两 条 曲线 互相 垂直 。 对 点 9 一 互 ， 余 弦 曲 线 和 余 


切 曲线 有 一 条 跟 正 p 轴 交 成 角 一 外 "的 共同 切线 ; [S|], 


[和 222]。s 一 一 1。 当 角度 增加 时 , 余弦 曲线 从 上 而 离开 这 条 切线 , 而 
余 切 此 线 从 下 面 离开 这 条 切线 。 对 9 一 于, 这 两 条 曲线 相交 成 直角 。 正 


纺 曲 线 在 9 一 等 和 9- 学 处 有 平行 于 9 轴 的 切线 ,而 余弦 曲线 在 9=0 
和 9 一 x 处 有 平行 于 9 辅 的 切线 。 
在 第 I 象限 中 ， 从 正弦 曲线 和 正切 曲线 的 切线 变化 过 程 可 建立 下 面 
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估计 ，sin p<arcp<tan p, 这 里 arcp 是 角 8 的 强度 。 在 图 10.1-141 中 ， 
arcg 是 用 跟 正 9 轴 相 交 成 物 ” 角 的 一 条 直线 来 表示 的 。 

偶 函 数 和 奇 函 数 ”函数 os 9p 是 偶 函数 ， 因 为 对 正 负 角 9， 它 有 相同 
的 函数 值 ， 刀 一 妨 一 2) ( 见 图 10.1-13)。 亿 是 正弦 函数 、 正切 函 数 和 
余 切 函数 是 奇 函 数 。 因 为 (一 9) = 一 f(9)， 正 角 的 肖 数 值 和 负 角 的 函 
数值 绝对 值 相 等 ， 但 符号 相反 , 因此 它们 的 曲线 关于 原点 中 心 对 称 (图 


10.1-14)。 这 些 很 有 用 的 关系 可 从 单位 圆 看 出 。 


7 | 


偶 函 数 


cos( 一 9) 一 c0S 9 


奇 阔 数 


sin( 一 p) 一 一 Sin 9 
tan(~—9)=—tangp 
cot( 一 他 一 一 cot 9 


由 于 这 些 性 质 , 只 需要 知道 在 半 个 周期 长 度 的 子 区 间 内 的 函数 值 , 就 
能 给 出 整个 区 闻 的 函数 值 。 例如 对 角度 值 从 0 到 w 和 从 2m 到 “而 言 ， 
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其 余弦 函数 所 经 过 的 值 是 完全 相同 的 ; 如 用 符号 来 表示 , 即 cosp 一 cos(2z 
一 pg), 9<m。 这 样 , g 在 0 到 w 之 闻 取 得 了 所 有 的 函数 值 。 类 似 地 ,对 三 
个 奇 三 角 函 数 ,也 只 要 知道 在 一 个 子 区 间 内 的 信和 就 是 够 了 : 对 sinp 是 从 


0 到 mw, 对 tang 和 ootwp 而 言 是 从 0 到 邱 。 

从 函数 和 它 的 余 函 数 之 间 的 关系 , 以 及 象限 之 间 的 关系 可 以 知道 ,要 
计算 所 有 其 他 三 角 函数 的 值 只 要 知道 sn p 在 0<p< 号 中 的 值 就 足够 
了 ( 见 图 10.1-15)。 为 了 简化 计算 .便于 实用 ,在 给 出 0<p< 子 中 的 正 纺 
值 时 还 给 出 正切 值 


Cop=C63(—0) 


图 10,1-5 负 人 角 的 正弦 余弦、 正切 和 余 切 


同一 角度 的 各 三 角 函 数 之 间 的 关系 ”由 导论 中 建立 的 关系 ， 每 一 个 
三 角 函 数 ， 能 用 具有 相同 幅 角 的 其 他 任何 一 个 三 角 函 数 来 表示 。 例 如 我 
们 用 cos 9 来 表示 sin p 或 cot p 就 得 到 : 

1，sin p 一 士 VI 一 cosz 9; 


,cot m= Pp 09 
2. cot 9 sp 一 工 VTT ms 
下 页 表格 包含 了 所 有 这 些 关 系 。 


对 于 在 第 I 象限 中 的 角 , 根 式 取 正 号 。 而 在 其 余 象限 中 , 根 式 前 面 的 
符号 由 符号 表 或 单位 圆 决定 。 


【 例 】 在 第 II 象限 中 ,cosp 和 sinp 是 负 的 ,但 是 tanp 和 oot9 是 
证 的 。 因 此 对 <p<- 汐 ， 表 中 的 第 二 行 就 是 


二 一 1 cot op 
COS P= ~— Vl1—sing 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
? ? AVI 二 tan29 Vl+cotigp” 


所 需要 求 的 


Sin 9 


Sin 
土 VISsimn29 


sing 


Vli~cos:gp 


COS 


tang 


tang 


etp 


1 


士 V1 十 tan20 


1 


上 Mi+tanp 


十 MI+cot 9p 


Cot 9 


土 Vl+eotip 


1i 


一 2 
十 Mcos a tang 
CosP 


Vi-sin’g cot gp 


Mi—sin’g 
sing 


COSD 1 
tan 9 


二 cot 9p 
士 工 一 cos2 9 


函数 和 余 浮 数 ”余弦 这 个 词 的 意思 就 是 余 正 弦 ， 即 余 角 的 正弦 。 类 
似 地 , 余 切 和 余 制 其 意 奶 分 别 是 余 角 的 正切 和 正 割 。 给 定 了 一 个 锐角 a， 
它 的 余 角 B 是 使 4 十 8B 成 一 个 直角 的 角 。 直角 能 用 度数 、 新 度 或 者 弧度 来 


度量 。 这 样 ,如 果 a 和 用 弧度 来 表示 , 则 a 十 8 一 也 。 因 此 余弦 , 余 切 和 
余 割 的 数学 含义 就 是 


cos a=8in (Fo)=sin 8, 


Tm 
Cosecw 一 Sec (他 一 ca) 一 8ec B, 


cot a= tan (Fa) -tan 2。 


| 1 个 直角 ==90°~100: 一 殷 弧度 | 


在 直角 三 角形 中 , a 和 ?分 别 是 w 和 有 的 对 边 , 则 很 显然 立刻 可 得 


[Se 


sin ac 一 二 一 co8 B, eos a= sin B, 
a b 
tanw 一 方 一 cct B, eot B= = tan Bo 


除 此 之 外 , 我 们 还 看 到 sina=cos (于 -a), tan a=eot (于 a)， 
sec ar cosec (等 一 qj， 因 此 正弦 示 数 是 余弦 画 数 的 余 画 数 ， 而 正切 函数 
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和 正 割 沁 交 分 天 是 人 加 克 数 和 外间 台数 鸭 余 涵 数 。 
三 角 询 数 当 幅 角 从 0 增加 到 亏 时 ,所 取 的 汶 数 值 跟 它 的 余 滴 


数 当 幅 角 从 也 波光 到 0 时 和 取信 完全 相 同 。 
象限 关系 ”人 柱 角 只 相差 一 个 直角 或 是 直角 整 倍数 的 三 角 函 数 之 间 成 
立 革 各 关系 式 ， 即 所 谓 的 象限 关系 。 
分 之 一 (象限 ) 旋 转 定 理 。 通 过 旋转 四 分 之 一 周 ， 或 者 说 在 幅 角 p 
上 加 上 一 个 直角， 一 个 象限 就 转移 到 下 面 的 一 个 象限 上 去 ( 见 图 
10.1T-16)。 在 这 个 旋转 的 作用 下 ， 横 坐标 和 余弦 值 分 别 变 成 了 具有 同样 


图 10.1-16 二 (象限) 旋转 定理 


Bin ($+0) 一 003 9， C09 (S++9)= 一 Bin 9 
绝对 值 的 纵 坐 标 和 正弦 值 , 反 过 来 , 纵 坐 标 积 正弦 值 分 别 变 成 了 具有 同样 
绝对 全 的 横 坐 标 和 余弦 值 , 即 |sin (和 +oj|~ lcosg|，|oos( 到 +9 儿 = 


[sin pl。 正 的 cos p 位 于 正 轴 上 ， 旋 转 后 成 为 sin( 信 十 gp] 位 于 正 % 轴 
上 ， 因 此 是 正 的 ， 类 似 地 位 于 负 z 轴 上 的 负 eosg， 旋 转 一 个 直角 后 
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变 成 位 于 负 y 轴 上 的 负 sin (入 +9 )， 因 此 有 cosp=sin ( 笠 +p )。 另 一 
方面 , 正 的 sing 在 旋转 后 从 正 y 轴 上 变 成 在 负 z 轴 上 ,而 负 的 sinp 从 负 
的 y 轴 上 变 成 在 正 “ 轴 上 ， 结 果 就 有 sing= 一 os (等 +9)。 

在 坐标 系 中 , 对 正 角 9 和 负 角 一 少 如 果 满足 p+y= 全 一 2m 则 它 
们 对 应 的 单位 加 半径 在 同一 位 置 上 ,因此 如 用 -省 代 蔡 9, 划 三 角 函 数 就 
有 相同 的 入，sin (等 一 小 )-cos( 一 归 一 cosy oos( 于 一 省) 一 一 sin( 一 内 


sin 由 ,因为 ang 一 加 名 和 cotp 一 名品 ， 因 此 也 就 有 tan (等 +9) 


一 一 Cot p, cot ( Ft9 )- 一 tan 9, tan( 可- ) -oot 由， cot( 到 一 v) 
=tan 内 。 

这 样 就 把 函数 和 余 函 数 之 间 的 关系 推广 到 了 对 一 个 任意 角 由 都 成 立 
的 一 般 场合 。 从 几何 图 形 看 , 等 式 sin (多 +B )- cos 就 意味 着 将 余弦 
曲线 平移 90° = 可 ， 就 是 正弦 曲线 。 
进一步 的 象限 关系 。 加 上 2 号 就 相当 于 旋转 到 再 下 一 个 象限 , 而 
加 上 -次 就 相当 于 再 旋转 到 更 下 面 一 个 象限 。 这 些 情形 的 导出 关系 可 


以 分 别 用 至 二 由 或 型 十 由 来 代 蔡 四 分 之 一 旋转 定理 中 的 9 而 得 到 。 


【 例 】 1. tan (等 + 4 )=tan (S++ 4) 
一 一 cot (人 + 由 ) 一 二 tan 山 。 
人 人 
-人 
一 一 cos (县 + 49)=+ein 由 。 


也 能 够 把 四 分 之 一 旋转 定理 的 公式 应 用 到 直角 的 倍数 减 去 一 个 任意 
角 9。 
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例如 : sin (Ep)=sin (于 + 到 -9 )=o0s (FE-0 )~sinp, 
象限 关系 综合 。 由 象限 关系 、 角 ( 黎 土 0], 其 中 =l, 2, 3, 和 入 
的 三 角 函 数 能 表示 成 角 的 三 角 函 数 , 其 中 9 是 一 个 任意 角 。 令 (等 二 
引 ~-, 把 角 限 关系 一 起 收集 在 下 列表 中 : 


2 3m 
一 十 | 一 一 6 
3 + 2 


sin® cosd | sind |—sind |—cosd 一 Sn | sin$ 
eso —sind | —cos6d | —cosd | 一 Sin 十 cos6 | cos6 
tan 劝 一 cots | 一 tansl -tanl 十 cotS —tandl tand 
oot 驴 十 cotG | 十 tan6 一 cot3 | cot 和 


IIT 


这 张 表 表 明 有 下 列 规律 
1， 当 从 各 的 厅 数 俯 中 加 上 或 减 去 角 6 时 , 即 当 角 B~ 守 +6 或 6 一 2 
十 8 时 ,所 求 角 名 的 三 角 函 数 表示 为 8 的 余 函数 ; 


2. 当 从 守 的 偶数 倍 中 加 上 或 碱 去 角 6 时 , 即 当 角 人 Bw 十 6 或 =2m 


土 6 时 , 所 求 名 的 三 角 函 数 就 是 5 的 同一 三 角 泡 数 ; 

3， 如 果 3 是 一 个 锐角 , 那 末 角 人 $B 的 自由 鞠 位 于 表 的 最 后 一 行 给 出 的 象限 

里 ， 名 的 三 角 函 数 的 符号 由 这 些 象限 根据 单位 图 上 定义 加 以 确定 。 
任意 角 驴 的 三 角 函 数 , 通过 这 张 表 就 能 跟 锐 角 的 三 角 函 数 联系 起 来 。 

因为 在 实际 问题 中 , 特别 是 当 角 度 用 度 、 分 和 秒 来 表示 时 , 只 使 用 正 的 增 


量 , 所 以 $= 所 +6, B== 引 +6 和 由 一 3 江 +6 这 几 列 就 特别 有 用 。 例 


如 从 表 中 有 即 可 知 sin( 反 + 8)= 一 Sin 6, tan (+6)= 一 cot 6, cot (有 
+6)= —tand。 


反 函数 ”如 果 长 度 小 于 单位 长 度 的 有 向 线段 OF1 (或 0%), 从 原点 
出 发 标 在 y 轴 上 ( 见 图 10.1-17), 那么 过 点 1( 或 Ps) 平行 于 z 轴 的 直 
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线 , 跟 单位 圆 相交 于 两 个 点 B; 和 名 (或 Be 和 Bi)。 图 10.1-17 中 表明 
OB; 和 0Bs 分 别 是 两 个 角 gl 和 9s 的 自由 营 。 这 两 个 角 的 正弦 函 数值 由 
线 民 0 部 的 带 符号 数值 给 出 , 即 sin p1~sin go 一 加 (0 妈 )。 


图 10.1-17 对 两 个 给 定 的 图 10.1-18 对 两 个 给 定 的 
正弦 值 作出 对 应 的 角 余弦 值 作出 对 应 的 角 


同 祥 0Bs 和 0B 分 别 是 角 9s 和 gu 的 自由 蔷 , 这 里 sin ys 一 sin 4 一 
吉 0 遍 )， 这 样 ,每 一 个 lg| <1 的 数 y 都 能 表示 为 一 个 正弦 函数 的 值 , 而 
如 果 |y| <1I, 那 末 总 有 两 个 角 满足 方程 ysin 小。 当然 , 自由 艾 旋 转 一 
周 从 图 中 显然 是 无 法 区 分 的 ; 因此 , 实际 上 有 无 穷 多 个 解 . 
员 一 01 士 20 和 央 一 02 士 22z， 对 y>0， 
= 二 gs 土 2255 和 太一 0 士 2007， 对 y<0, 0 一 0 1, 2 
从 y 轴 是 对 称 加 可 知 , 这 些 角 满足 方程 - 
i+92=m, 93 十 Pd 一 37o 
同样 ,过 z 轴 上 长 度 为 以 其 中 12| <1) 的 有 向 线段 的 端点 C1,s 和 C2,s 
作 平 行 于 y 轴 的 平行 线 , 得 到 两 个 角 pl 和 9 或 pe 和 pa 分别 是 方程 
cos 由 =2 的 解 ( 见 图 10.1-18)。 
=9i 寺 2255， ya 一 24 十 20 N=0, 1 2, 
机 一 pa 士 2n0f5， Va=9st2n5, n=0, 1, 2,.** 
这 两 个 解 满足 条 件 91 十 ps 一 2m，, 或 9a 十 9a 一 2mo 
给 定 的 余弦 值 或 正弦 值 , 可 得 到 在 区 间 0 二 p<2z 中 , 角 由 的 两 个 值 ; 
璧 如 ,从 % 一 sin 由, 得 到 值 gt 和 pz。 从 单位 加 中 我 们 看 出 角 灿 可 由 其 中 一 
个 函数 的 值 和 另 一 个 函数 的 符号 唯一 地 确定 。 由 从 加 法 定理 导出 的 关系 
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式 tan 当世 可 知 半 角 的 正切 值 足 以 唯一 地 确定 角 上 ,其 中 0< 
站 <2m。 


求 一 个 角 , 使 它 的 正切 函数 或 余 切 函 数 分 别 取 已 知 值 y 或 z, 这 个 问 
题 同样 能 在 单位 圆 上 用 几何 法 获得 解 
决 ( 见 图 10.1-19)。 对 应 于 数 % 的 有 
将 线段 名 D1,s 标 在 单位 图 过 Bo 点 的 
切线 (= 也 上 , 而 连接 原点 和 端点 
Di s 的 直线 跟 单位 圆 相 交 于 点 Bi 和 
Bs; 我 们 就 可 看 到 归 一 赔 士 nm，2= 
0, 1 2，… 就 是 方程 tan 由 =y 的 解 。 
同样 , 对 应 于 数 z 的 有 向 线段 FB。 
标 在 单位 圆 过 也 点 的 切线 (y=) 上 ， 
而 连接 原点 跟 端点 Bo.4 的 直线 女 单 


位 圆 相交 于 点 Ba 和 Ba; 业 2= 
图 10.1-19 对 正切 和 余 切 的 一 。 w=0, 1,2,… 就 是 方程 cot 沙 = 
个 给 定 值 作出 相应 的 角 解 。 


”一 个 函数 ， 它 能 确定 一 个 以 弧度 来 度量 的 角度 使 它 的 三 角 活 数值 正 
好 取 已 知 的 值 ,这 个 函数 , 我 们 称 之 为 圆 函 数 ,或 者 叫 反 三 角 函 数 (参看 工 
第 5 章 中 的 反 函 数 )。 

通常 在 导出 肥 泪 数 时 把 x 和 y 的 位 置 互 换 , y 表示 其 正弦 值 是 z 的 
一 个 角度 (以 弧度 度量 )。 由 拉丁 文 短语 arews cuius sinus x est 《其 正弦 
值 是 zx 的 级 ) 引出 了 are sin x 这 一 符号 。 在 表 中 把 这 些 函 数 的 记号 收集 
在 一 起 。 


y=arc sin X=sin tz 
Y=aArc cos X= 008 17 


y=arc tan z=tan- lz 


y=arc cot z=cot"ix 


到 三 角 函 数 关 于 第 工 象限 角 平 分 线 的 镜 象 ， 就 得 到 了 它 的 反 函 数 的 图 象 
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《 见 图 10.1-20, 图 10.1-21)。 对 应 于 函数 的 不 同 的 单调 区 间 , 反 函 数 有 
多 种 取信 范围 ,. 反 函数 的 主 值 用 Arcsin x,Are cos ZiAretanz 和 Arecotz 
来 表示 , 这 里 


<Aresinxz< 和 十 王 


5 O&Are cos T+, 


cja ma 


<Arctanz<=+ 号， 0<Are cotZ< 十 ro 
在 使 用 记号 y=sin 1z 时 , 必须 小 心 不 要 跟 三 角 函 数 的 倒数 相 混 湛 , 例如 


(eosx) -1= 


一 BEC Ts 


Cos 


图 10.1-20 现 数 V 一 arctan2 图 10.1-21 函数 y=arcsin% 
和 4 一 are cot 4 的 图 形 表示 和 4% 一 arccos2 的 图 形 表示 
三 角 函 数 表 的 用 法 


数 表 的 安排 和 使 用 原则 ， 对 于 把 角度 细 分 的 所 有 方法 来 说 都 是 一 样 
的 。 因 为 现在 广泛 使 用 的 数 表 是 按 度 的 十 进 分 划 编 制 的 ， 因 此 根据 这 种 
情况 进行 解释 。 在 下 文中 复制 了 部 分 和 位 数字 用 表 。 每 一 张 表 都 有 具体 
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的 使 用 说 明 ， 将 别 对 有 5, 7 位 的 天 殉 是 如 此 。 

三 角 函 数值 从 复制 在 这 里 的 表 中 可 以 看 到 ， 水 平行 跟 垂直 列 的 
erirn 相交 处 就 是 所 表示 的 函数 值 ( 见 
PUPAL SINES 四 10.-22)。 全 如 在 图 中 5" 度 

对 这 一 行 跟 “0°. 和 ?这 一 列 相交 就 得 

: : 到 sin5.4° 一 0.0941, 这 就 人 象 标 

90007 题 所 说 的 那样 查 到 了 三 角 函 数 的 

0 5 值 ,因为 正 访 函 数 的 值 都 小 于 1( 除 

07 | 了 一 个 值 1~sin 90° 外 ), 因此 通 

。 常 只 要 给 出 小 数 点 后 面 位 置 上 的 

数 即 可 。 三 角 函 数 的 所 有 表 都 有 

双重 项 ; 即 它们 既 能 从 左面 和 上 

面 来 读 , 也 能 从 右面 和 下 面 来 读 。 

其 意思 就 是 ， 行 能 够 从 上 到 下 计 

算 , 列 能 够 从 左 到 右 计算 ; 或 者 也 可 以 反 过 来 , 行 从 下 向 上 计算 ,而 列 从 左 

到 右 计算 。 在 图 中 , sin5. 和 ==0.0941 这 个 值 是 按 从 左面 和 上 面 进行 计 

算 时 , 出 现在 第 5 行 和 0°.4 这 一 列 中 的 。 而 从 右面 和 下 面 进行 计算 时 ， 

这 个 值 出 现在 第 84 行 和 .6 这 一 列 中 , 由 于 5. 和 十 84.6" 一 90"， 这 就 给 

出 了 余 函 数 的 值 , 即 eos 84.6"=-0.0941。 用 这 个 方法 , 一 个 函数 和 它 的 余 

函数 的 值 都 能 放 在 同 -一 张 表 中 ， 从 左面 和 上 面 计算 就 得 到 正弦 和 正切 的 

值 ,而 从 右面 和 下 面 计算 就 得 到 余弦 和 余 切 的 值 。 根 据 象限 关系 ,只 需要 

给 出 在 第 工 象限 中 的 函数 值 就 是 够 了 ; 而 所 需要 的 函数 值 的 符号 可 以 从 

符号 表 或 单位 加 加 以 确定 。 

因为 计算 机 应 用 的 发 展 ， 三 角 函 数 自然 值 表 的 重要 性 也 在 增长 。 在 

以 前 是 使 用 对 数 三 角 函 数 表 米 进 行 精确 计算 的 。 在 某 些 这 种 类 型 的 表 中 ， 

首 数 是 加 上 了 10。 例 如 lg sin 5.4°=0.9736 一 2=8.9736 一 10， 而 这 种 

表 给 出 数值 8.9736。 由 于 负数 是 没有 对 数 的, 因此 这 些 数 表 只 有 三 角 函 

数 绝对 值 的 对 数 。 但 在 另 一 方面 ， 三 角 函 数 的 符号 对 所 要 计算 的 角度 的 

大 小 起 决定 的 作用 ， 因 此 符号 可 以 用 放 在 对 数值 后 面 的 p( 正 的 ) 或 %( 负 
的 ?来 表示 (参看 工 第 2 章 有 关 对 数 计算 的 例子 )。 

【 例 1] 当 角 ol= 56.6" 时 , 可 得 到 : 
sin 56.6°=0.,8348; cos 56.6°=0.5505; 


图 10.1-22 当 给 出 ag 时, 查 sin a 的 值 
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tan 56.6° =1.517; cot 56.6° =0.6594; 
lg sin 56.6° =9.9216; lg eos 56.6" 一 9.7407; 
lg tan 56.6° =0.1809; lg cot 56.6° =9.8191, 


【 例 2】 当 角 po==113.4° 时 ( 见 图 10.1-23), 可 得 到 . 
sin 113.4°~sin(90° -23.4°)=+eos 23.4°= +0.9178; 
cos 113.4°=cos(90° +23.4°)= —sin 23.4°= —0.3971,; 
tan113.4°~= —¢c0t 23.4°= —2.311,; 
cot 113.4°= —tan 23.4°=—0.4327, 
lg sin 113.4° =9.9627p; lg)ceos113.4°|=9.5990n; 
lg|tan 113.4°| =0.3638n; lg|cot 113.4°|=9.6362n, 


图 10.1-23 角 ps=113.4° 图 10.1-24 角 93 一 224.8” 
的 三 角 函 数值 的 三 角 函 数值 
【 例 3] 当 角 pa= 244.8。 时 ( 见 图 10.1-24), 可 得 到 ， 
Sin 244.8° =sin(180°+64.8°)= —sin 64.8° 
一 一 0.9048; 
cos 244.8° =cos(180° +64.8°)= 一 co8 64.8° 
一 一 0.4258; 
tan 244.8° 一 tan 64.8°= +2.125; 
cot 244.8" 一 cot 64.8°=+0.4706,; 
lglsin 244.8"| =9.9566n; lglcos 244.8°|=9.6292n; 
lg tan 244.8°=0.3274p; lg cot 244,8°—9.6726p。 
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【人 和 当 角 ps4=320.3? 时 ( 见 图 10,1-25)，, 可 得 到 ; 


10,1-25 角 ps 二 320.3° 的 三 角 洱 数 信 
sin 320.3° 一 sin(270? 4+50.3°) = ~00s 50.3° = —0.6388; 
cos 320.3°=c0s(270° +50.3°)=+sin50.3°=+0.7694; 
tan 320.3°=—cot 50.3°= 一 0.8302; 
cot 320.3° = —tan 50.3° = 一 上 .205; 
lglsin 320.3°|=9.8053n, lg cos 320.3°=9.8862p; 
lgltan 320.3°|=9.9192n, lgleot 320.3°|=0.0808n。 
如 果 再 知道 角度 值 的 一 位 十 进 制 数字 z, 那 末 所 需要 的 函数 值 就 位 
于 表 中 给 出 的 两 个 值 切 和 所 之 间 ,， 按照 表 中 的 差 值 9 二 一 机 使 用 线性 
内 阁 法 就 得 到 校正 因子 c=4.-0( 见 工 第 2 章 ) 


因为 随 着 角度 的 增加 , 余 沪 数 余 弦 和 余 切 的 值 是 减 小 的 , 因此 它们 的 


sin 5.47° 的 值 位 于 0.09 和 1 和 0.0958 之 间 , 表 中 的 差 值 0 是 17.10-4 
一 0.0017， 而 下 一 位 数字 * 是 ?， 因 此 得 到 校正 因子 c= 
(11.9).10-4x13.10-4=0.0012， 即 sin 5.47。 一 0.0953。 cos 6 6 的 
信和 位 于 0.5505 和 0.5490 之 闻 ; 因此 d= 一 15.10-4 5 一生 C= < 。 
10-4=-- (6.0).10-4 即 cos 56. 64° =0.5499, 


"10 4= 


[ 例 】 1，tan 113.43°= 一 cot 23， 43°=—(2. 311- 当 这 10") 


一 一 3.308。 


2. lg|cos 224.86°| =lg cos 64.86°% 
=-(T.6292 一 切记 .10-: )n=T.6282n。 
3. lglsin 320.39°|=lg ¢os 50.39°%n 


=-(9. 8053— 5， 10- >- =1.8045n, 


4. cot 81.36s 一 0.1519， 

因为 cot 81.34 一 0.1530 和 cot81.4z=0.1512 之 故 。 
5. tan 62"37'--1.931， 

因为 tan 62°30' 二 1.921 和 tan 62°40' 一 1.935 之 故 。 

查 角度 ”如 果 给 出 的 函数 值 直接 出 现在 表 中 ， 那 末 读 出 相交 于 这 个 
值 的 行 和 殉 的 数 就 决定 了 角度 值 。 如 果 函 数 跟 表 中 任 一 数值 都 不 符合 ， 
那 末 从 表 中 的 差 值 4 以 及 泡 数 值 与 表 中 沿 幅 角 增 加 方向 最 接近 的 值 之 
校正 差 值 o, 得 到 角度 的 下 一 位 10 进 数 字 4: 人 . 卫 。 

布 

[ 例 1] 余弦 值 0.3950 位 于 cos 66.7° =0.3955 和 cos66.8° 一 
0.3936 之 间 ; 求 得 4 二 一 16:10-4 c= 一 5:10-4, 因 此 z= + 2 =3, 或 
着 areeos0.3950=66.73*。 因 为 反 函 数 是 多 值 的 ,gp= 86 .79 
293.27。 66.73° 土 n.360° 和 293.27° 土 %.360°, n= 二 0, 1, 2， ,都 是 有 
意义 的 解 。 - 

【 例 2】 arc sn (-0.7777) 的 值 是 什么 ?从 符号 表 或 单位 圆 中 的 表达 
式 可 知 ,不 考虑 周期 性 时 ,在 第 III 和 第 ITVY 象限 中 有 两 个 解 p91 和 qs, 满足 
方程 四 十 tp 一 3r 一 540。， 因为 sin 51.0°=0.7771 和 sin51.1°=0.7782, 


TY 了 关系 和 到 人 全 全 位 了 可 和 51.1e 之 间 的 。 从 qd- 


11.10-4, c=6.10-44 得 到 :一 上 


0 5, 即 6=51.05°，g1 = 231.05。 土 
n+360°, ga=308.95° + 360.， 0, 1, 2,.. 

【 例 3】 arctan( 一 2.000) 的 信 是 件 么 ? top 2. 000 的 角 9 位 
于 第 工 象限 , 而 医 为 6 二 9 一 入 ,cot 6==2.000, 从 cot 36.5° 二 2.006 和 
cot 26.6"=1.997 得 到 d= -9， or co 一 一 6.10-8 2= ye 7, 即 6= 
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36.57。。 因 此 are tan( 一 2.000) =116.57。 土 p.180。 n=0, 1 3，.。 
【 例 4】 哪 一 个 角 。 能 满足 方程 霹 |cos 8p| 二 I.74435m? 因为 余弦 值 
是 负 的 , 角 pa 和 qs 的 自由 营 位 于 第 II 和 第 TII 象限 由， 并 关于 2 轴 对 


称 。 根 据 象限 关系 ,由 lg cos $=T.74435p 决定 了 6 一 mm 一 至。 从 5 位 


数字 表 得 到 lg eos56.28°= 了 .74440 和 lc0s56.29° 一 了 .74428, 从 d= 


一 12.10-5 c= 一 5.10-5 2~ 二 必得 到 6 二 56.284*。 因 此 qs = 
123.716° 土 n.360°, ps=236.284° 土 %.360°。 

加 法 定理 

加 法 定理 说 明 两 个 角 a 和 8B 的 和 或 差 的 三 角 函 数 怎样 能 够 用 每 一 个 
角 的 三 角 函 数 来 表示 。 

正弦 和 余弦 的 加 法 定理 在 单位 四 中 ， 一 个 角 p 的 余弦 值 和 正弦 
什 分 别 表示 为 角 9 自由 警方 向 上 半径 的 带 符号 模 坐 标 和 纵 坐 标的 数 
信 。 这 两 条 线段 是 这 条 半径 在 “= 得 和 4y 轴 上 的 正 投影 。 由 向 量 代数 
的 定理 ， 这 条 半径 的 投影 等 于 另外 任意 两 个 向 量 (只 要 它们 的 和 等 于 这 
条 半径 ) 的 投影 之 和 。 例 如 在 图 10.1-26 中 ,在 每 一 种 情况 中 ,都 有 59 
不 + 两, 这 里 尽 是 角 B 的 自由 匣 榴 在 角 a 的 自由 避 0 上 的 重 直 投 
影 , 而 驳 是 角 B 的 自由 臂 56 在 限 正 < 轴 交 成 角 (各 +4) 的 方向 全 上 的 
投影 ,因此 ,0 的 带 符号 数值 是 cos B, 而 ?9 的 带 符号 数值 是 sin B。 如 


果 用 mu 表示 在 2 轴 上 垂直 投影 的 带 符号 数值 , 而 wv 表示 在 轴 上 垂直 
投影 的 带 符号 数值 , 那 末 : 


图 10.1-26 正弦 函数 和 余弦 函数 加 法 定理 的 例子 


10,1 三 角 琐 数 397 . 

m00) =me(D2 + mo FO), 

其 中 ms OO) =m{OY) =cos(at+ 8), 
mCOF) =m(O7Y) =C0s B eos a, 

m2(TO) 一 WO 一 Sia B eos ($F+0)= —sin B sin a; 

因此 得 到 cos(g+B)=cosa cos B—sin a sin Bo 
my (O00) = WW, (OF) + my (70), . 

其 中。 my(O0) -mi08D) -oos| 本 -CHB)| -sanerp)， 


(OT) 一 MO 艺人 一 Co8 B cos (Ea)=sin & cos 6， 


mTO) =m(T"Y") =sin B eos | 笠 一 (¥+o)| 
一 Sin Becos( 一 ao) 一 cosa sin B; 
因此 得 到 sin(a+B) =8in a cos B+eos a sin Bo 
对 任意 角 w 和 有 这 些 讨论 部 是 正确 的 ， 这 三 张 图 是 所 选 的 三 种 情况 
的 例子 。z, 9 坐标 是 用 来 计算 跟 正 y 轴 , 即 正 x 轴 所 形成 的 角度 。 在 z， 


了 坐标 系 中 , 正 z 轴 跟 正 轴 相交 成 全 角 , 因此 O07 跟 正 z 轴 的 交角 是 

( 肥 - 中 ,而 殉 跟 正二 铀 的 交角 是 [等 一 (+ 有 | 以 及 驳 四 正 天 灿 的 

加 角 是 | 至 一 (至 二 oj)]。 当然, 不 用 亏 坐标 系 ， 我 们 应 用 余弦 函数 的 

交 法 定理 和 对 任意 角 的 象限 变换 关系 , 也 能 得 到 正弦 函数 的 加 法 定理 ; 
sin(g+B) =¢0s 组 - (at+B) | 一 C0S [他 -ao) -8| 


一 CO0S (等 -oa cos( 一 DB) 一 Sin (Ea) sin(—B) 
sin(at+B)=8in a cos B+cosa sin Bo 
同时 如 果 应 用 从 周期 性 得 到 的 明显 事实 , 即 对 每 一 个 角 Bi 用 一 个 角 
Bs 来 代替 ， 使 得 Bi 十 Ba 一 2 《或 者 4008, 或 者 360")， 那 末 在 加 法 定理 
中 也 能 出 现 角 的 差 值 . 


sin(g—B)=sin & cos B—oos asin B, 


eos(&—B)=¢o0s a cos B+sin osin Bo 


正切 和 余 切 的 加 法 定理 ”只 要 用 除法 并 加 以 适当 整理 ， 立 即 可 以 得 
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到 具有 普 记 意义 的 式 子 ， 


_ Sin(ga+B) _ sinacosB-toosa sinB 
tan(at+ pb) = cos(a+B) cosacosB—snasind® 
分 子 和 分 母 同 时 除 以 因子 cos & cos B; 
_ taaattan8 . _n, tana~tanB 
bn 人 一 TB “(PTriana tng 
关 似 地 得 到 : 


_ Cotacot B~1. _ AN _ Cotacoot B+L 
cotlat+B) = oot w 十 cot B ; Cot (oP) = cot 8 一 ootw ° 


sin(a+B)=sin gcos B+ceosa sinB 
cos(a-+ 8B)=c0sacosB~—sinasin8 


_ tana+tenB 
tan(atp) = 1—tanatanB 


_ tot a cot B—1i 
cotlat 有一 cot B+cot a 


sin(g—B)=sin a cos B—ecosasinB 
cos(a—B)=cosacosB—sinasing 


tan(a— PB)= tanag—tan 8 


1i+tanatang8 
cot a eot B 十 I 
ota tp te 
倍 角 函数 和 半角 函数 


Sin 20p 一 2 Sin 0 CO08 思 
sin 9 =2 sin g/2 cos 9/2 
_ 2tanpg _ 2 
tan 29 一 Itan2p cotp—tangp 
eco?p—i1 _ cotp~tanp 
2c0t9 2 


sing 一 十 4 Ee 39 cosp—tV 2 


cog 29=co08 9 —sin p=1—2 gn 9=2c08 9p~—1 
cos9=00s: 9/28in2g/2=1—2sin gp/2~2c0s:9/2—1 
2 tan g/2 2 


i~ianmg/2 cotp/2—tang/2 


cot 29 = 


tang = 
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在 下 面 表 中 。 有 一 些 例子 说 明 导 出 这 些 关 系 的 方法 : 


sin(a+ Bb)sin(a—B) 


一 Sin2 a eos? B 一 cosz a sin?B 


一 8in3 a cos? B 一 cos? all —cos? B) 


一 0082 B(sin? gt cos? oz) 一 6082 gw 


一 6082 8 一 cos2 ao 
Sin 39 =sin(29 +9) 
一 Sin 29 cos pteos29p sing 


=~2singcos p+ (1—2sin? g)sing 


~28ginp(l—sin? p) +sing—2sing 


=~3 sing—4sins 9p。 


在 等 式 sin(q 十 ) +sin (9 一 各 =2sing cog 由 中 ， 令 wa 一 9 十 思 B= 
9 一 山 ， 因此 p=1/2(a+B), 由 =1/2(a 一 B), 得 到 sina+sin B=2 sin. 


人) 号 


cosaw “cos 有 cosa cos 及 
三 角 函 数 的 积 、 差 、 积 
sin g++sinB=2 sin 48 cos 2 
sin w 一 SiaB 一 2cos cx 十 sin 2—6. 
2 2 
tanattan B= Snoe+B) 
Cos& cos B 


tan a«— tan B- sinkc 一 6) 


cos C cos 有 


cosa+sina—~V 3 sin(d5? 二 oa) 一 W3cos( 人 5" 一共 
cosa—sina=~=V 2 cos(45°+a) = 3sin(45° —a) 
sin a sin B=1/2[cos(a—B)—eos(a+B)] 
sin g cos B=1/2[sin(a~B) -+sin(a +B)] 


_ taanattanB _ tanc 一 tan8B 
tana tan B cot w 十 cot B cot w 一 cot B 
_ tanatecotB _ tana—cot B 
tana oot B= cot attan pgp cot a—tan 8B 
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cos a 十 cos B=2 cos 98 cos 238 
cosa 一 c08 B=—2sin + Sin a8 
2 2 
cota+eot B= +6). 
sina sinB 
cota—cot B=——s (0—B) 
sina sinB 


sin(a+B)sin(a—B)=cos’ B 一 cos? Ga 
cos(w 十 BE)cos(w 一 B) =cos2B 一 sin2a 
cosa cos B=1/2[cos(a—B)+ceos(lat+B)] 
cosa sin B=1/2[sin(a+B) —sin(a—B)] 


cotatcotB __ cot a—eot B 
tan a 十 tan B tan ca 一 tan 有 


sina sin Bsin y=1/4[sin(a+B—7) +sin(B+7y~—) 
+sin(y+a—B)—sin(a+B+7)] 
cosa cos Becosy=1/4[cos(a+B—7y)+cos(B+y—a) 
cos(y+a—B)-+cos(a+B6 二 7)] 、 
sinagsinBeosy=]1/4[ 一 oos(a 十 B 一 ?) 十 cos(B 十 Y 一 0) 
+eos(yt+a—B)—cos(a+B+y)] 
sina cos Becos y=1/4[sin(a+B—7) ~—sin(B+y—a) 
+sin(y+a—B)+sin(a+B+7)] 
三 角 函 数 的 帘 
sin? p=1/2(1—cos 29) 
cos2 p=1/2(1+cos 29) 
sin3 g=1/4(3 sin 9 —sin 39) 
coss p=1/4(3 cos p 十 cos 39) 
sin4 p=1/8(cos 4g9 —4c0s29+3) 
cos p=1/8Ccos 49+4 cos29+3) 
sins p=1/16(10 sin 9 —5 sin 39 +sin 59) 
coss p=1/16(10 cos g+5 oos 3p 十 cos 59) 


cot a cot B= 


正弦 和 余弦 多 倍 角 的 一 般 公式 “在 复数 理论 中 的 标 莫 弗 (De Moiv- 
re) 定 理 说 明 (eos 9 十 isin 9)"=c0s ng 十 isin ng, 记 住 名 == 一 1， 用 归纳 法 


402 第 10 章 三角 学 


和 三 角 函 数 的 加 法 定理 ， 能 够 证 明 上 面 这 个 式 子 。 如 果 用 二 项 式 把 上 面 
等 式 的 左面 展开 , 并 令 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 就 给 出 ; 


COS np=cosp—( ) cosn-20 Sin20 


+(4 ) Cos"s gq Sin40 一 … 
Sin np=( 了 ) cos"-1ig sing 一 ( 3 ) cos" 3 9 sinsg 


+ (8 ) eos"”s 9 sins pg—.. 


一 般 正 弦 曲 线 在 自然 界 和 工程 技术 领域 中 ,比如 高 频 技术 、 光 学 、 
声学 或 力学 ， 是 根据 正弦 函数 和 余弦 函数 对 振动 进行 数学 描述 的 。 在 这 
些 振 动 中 ,一 个 正弦 振动 的 最 大 位 移 量 , 即 振幅 4, 可 以 不 是 1, 而 它 的 波 
长 入 可 以 不 是 2m, 并 且 在 零点 的 纵 坐标 可 以 不 是 0。 例 如 函数 y=asinz 


具有 扳 幅 a( 见 图 10.1-27), 而 函数 y=sin (3 ) 具有 波长 ), 这 是 因为 对 


于 0<z<X， 柱 角 202 的 值 从 0 跑 到 2m( 图 10.1-28)。 醒 数 y=sinCns)， 
因为 = 红 ， 因 此 它 在 0 到 2r 
区 间 中 正好 完成 4 次 完全 振动 
(其 中 心 是 整数 )。 最 后 , 函数 y 
sin (2 ) 具有 4 一 已， 表明 这 
个 振动 要 ?个 波 的 长 度 才 是 21。 
要 加 。 如 果 表 示 为 振动 的 几 
个 物理 量 作用 于 一 个 点 上 ， 那 末 
这 个 点 的 纵 坐 标 就 相 加 , 例如 ， 
yi 二 2Sinz 和 == 一 Cos27 给 出 
y=Y1 十 Ys 二 2 Sin x 一 C0s 27( 见 图 
图 了 功 .1-27 应 数 y=sinx, y=43inw 10.1-29)。 
生地 Sinz 的 图 象 但 尼 扳 荡 。 如 果 一 个 振动 系 
统 失 去 能 量 , 那 末 振幅 就 要 减 小 。 
例如 ， 函 数 一 36 ,对 x= 各 ,其 值 是 也 ;而 对 z=- 深 , 只 有 什 谅 ， 


2z 
10.1-30 函数 g 一 3e a sin 4z 的 图 象 
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了 ， 如 此 等 等 。 在 图 10.1-30 中 , 画 出 了 y 一 90 sin 4w 的 图 象 。 
负 频 率 忆 和 相位 益 pe 如 果 时 间 t 看 作为 独立 变量 ， 则 一 般 正 弦 曲 
线 的 方程 形式 是 y=a sin(wt-+g) 。 从 完成 一 个 完整 的 振动 需要 wt 一 2 
这 一 事实 得 到 ,完成 一 个 完全 扳 动 (通过 波 妖 和 波 谷 ) 所 震 要 的 时 间 是 i= 
和， 这 个 时 间 叫 做 拔 动 的 周期 并 用 7 来 表示 。 如 果 及 秒 来 计量 , 则 


示 就 是 一 秒 名 内 振荡 的 次 数 ,就 是 振动 的 频率 了 一 击 。 角 频率 = 


徐 =2z (元 )~2zy 给 出 了 在 2r 秒 内 的 振动 次 数 。 最 后 ,相位 差 p 是 


给 定 的 曲线 超前 于 正弦 曲线 的 角度 ( 见 图 10.1-31)。 因 为 1=0 时 ,函数 
y 总 是 取 值 y=sin p, 对 负 的 相位 差 9, 我 们 称 为 灌 后 。 对 4=1 并且 9= 


十 可 ,函数 % 一 asin(wt 二 9) 就 变 成 了 余弦 函数 cos wt, 即 余弦 曲线 超前 正 
弦 曲 线 于 。 如 果 给 出 角 频 率 为 的 一 般 正弦 曲线 振动 ,那么 相位 图 (向 


量 图 ) 就 能 用 a 和 9 来 完全 确定 。 在 图 10.1-31 中 4 是 作出 正弦 曲线 的 
圆 的 半径 , 而 8 是 在 时 间 1=0 时 相位 (向量) 各 正 横 坐标 轴 之 间 的 夹 角 
( 见 图 10.1-31)。 | 


Y=asinwt 


y=asin(wt-+p) 


图 0.1-31 一 般 正 弦 曲 线 y~a 3in(wt 二 9) ,左面 是 相位 图 或 
者 向 量 图 ; 右面 是 曲线 表示 法 或 者 曲线 图 形 


10.2 三 角 方 程 


到 目前 为 止 所 考虑 的 表达 式 都 是 关于 卫 的 代数 方程 (参看 工 第 4 
章 )。 现 在 可 把 表达 式 的 概念 扩充 使 之 包括 sin 7，cos T, tan 了 和 cot7。 
使 表达 式 的 两 边 相 等 并 在 同时 考虑 到 变量 取 值 的 范围 ， 这 样 就 形成 了 
新 的 方程 。 在 单 变量 的 三 角 方程 中 ， 变 量 “ 至 少 出 现在 一 个 这 种 推广 了 
的 表达 式 里 。 在 纯 三 角 方 程 中 , ?只 出 现在 这 和 神 三 角 表 达 式 里 , 例如 , 在 


保荐 用 看 


it 


ma 


+ 1 
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sin(2z 十 wm) 一 M23cosz=0 中 。 在 混合 三 角 方程 中 , 2& 也 出 现 于 代数 表 
法 式 里 ,例如 ,在 tanx 一 3z==0 中 。 

三 角 方 程 是 超越 方程 (参看 工 第 4 章 )。 没 有 求 出 它们 解 的 一 般 算 
法 ,但 是 可 以 用 图 解法 来 进行 求解 ,或 者 也 可 以 用 能 达到 任何 精度 的 数值 
近似 法 进行 求解 。 不 过 对 于 某 些 特殊 类 型 的 纯 三 角 方 程 ， 还 是 存在 求解 
的 算法 的 。 因 为 三 角 函 数 的 周期 性 ， 三 角 方程 变量 的 定义 域 常常 限制 在 
长 度 是 基本 半期 的 区 间 内 ,例如 0<z<2r。 


纯 三 角 方 程 


基本 类 型 一 个 纯 三 角 方程 称 为 属于 基本 类 型 是 指 ， 如 果 变 量 只 出 
现在 跟 一 个 三 角 函数 有 关 的 表达 式 中 , 例如 在 sin 了 中 , 并 且 此 方程 关于 
这 个 表达 式 是 一 个 代数 方程 。 

【 例 1] 方程 cos? (2z) =b 是 属于 基本 类 型 的 , 其 中 z 是 变量 , 而 5 
是 实 参 数 。 无 论 如 何 ,关于 cos 2z 它 是 一 个 代数 方程 。 用 代 换 t=cos2z， 
得 到 太 =5b, 它 有 解 1=Y5 ,从 cos 2z= 以 2 ,在 数 表 的 精度 范围 内 , 能 够 
查 得 x 的 解 。 

【 例 2]】 方程 tan?z+ptanz+d=0 同 样 地 是 属于 基本 类 型 的 , 其 中 
z 是 变量 , 而 p 和 g 是 参数 。 它 是 关于 tan z 的 代数 方程 ,用 代 换 v= 


ianz, 就 变 威 二 次 方程 如 +pu+g = 0, 其 解 是 (tanz)12 一 诗 (~P 寺 


Vp? 一 49)。 利 用 数 表 能 够 求 得 2 的 解 。 

化 简 成 基本 类 型 ”如 果 三 角 方 程 包 含 sin 7, cos 也 ,tan 了, cot 了 中 
的 几 项 , 但 具有 同样 的 地, 那 未 使 用 前 面 章 节 中 得 到 的 公式 , 就 能 把 原来 
的 方程 排 成 只 包含 一 个 三 角 函 数 的 新 的 方程 。 最 有 用 的 代 换 法 是 


【 例 3】 5sinz—3¢osz=3, 0<z<2r。 
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tan (名)= 忆 入 30.96%; z=61.92°。 


因为 对 zx, tan (各) 是 不 存在 的 ， 因 而 给 出 的 变换 方程 对 一“ 是 


没有 意义 的 。 为 此 把 z=w 的 值 代 到 原来 的 方程 进行 测试 , 结果 证 明 在 
给 定 的 变量 范围 内 , z=w 是 方程 的 第 二 个 解 。 两 个 渔 数 纺 =5 sinz 和 


2 二 3 Cos w 十 3 的 图 象 交 点 的 克 坐 标 就 是 由 图 解法 得 到 的 解 ( 见 图 
10.2-1)。 


图 10.2-1 通 数 j= 一 5 sin z 的 图 象 和 
雏 二 3 cos 2 十 3 的 图 象 的 交点 


【 例 4] 方程 acos z+5sinz=e, 其 中 c2<a? 十 如， 也 能 用 余弦 函 
数 的 加 法 定理 进行 求解 。 用 = 十 V 好 十 到 去除 方程 的 两 边 并 令 


Q - b a 
一 一 一 一 一 二 COSh， 一 一 一 -一 一 一 Sin ,tanh== 一 , 方程 就 变 
(TV TE) (CFV OT) a 方程 就 变 成 
cos h cos r+ sinh gin 7=- 一 二 一 一 或 者 60s (4 一 从 二 一 一 一 一 ; 
《十 Va2 于 订 ] 或 者 ‘eh CFVEteY 
”zh 一 arecos -< ,其 中 辅助 角 由 tanb= 了 所 唯一 地 确定 。 


(十 Va2 十 02)” 
因此 也 就 知道 了 z( 在 0 到 2z 中 有 两 个 解 )。 对 于 数值 4= 一 3, 6=5, 
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Cc 二 3, 得 到 一 3 cos x 十 5 sin X=3, tanh= 二 2 。 因为 sin >0，, 
和 cosh<0, 刻 位 于 第 开 象 限 中 ; 及 =120.96°。 从 cos(z 一 了 -cy 
一 0.5145 得 到 (x 一 有 D1==59.04°, 或 者 (4 一 有 1 二 一 59.04?， 因 上 池 x1= 
180°, xa=61.92°, 

如 果 三 角 方程 只 是 由 一 种 三 角 函 数 所 组 成 ,例如 是 由 cot T:,cot 7?， 
… 所 组 成 ,其 中 ZT1,，Ts,… 是 各 不 相同 的 , 那 末 在 某 种 情况 下 , 这 种 三 角 
方程 能 化 简 成 基本 类 型 。 例 如 , 如 果 所 有 的 7; 都 是 单独 一 项 了 的 整数 
倍 时 ,用 加 法 定理 就 能 把 它 化 成 基本 类 型 。 


【 例 5 -2eot2z - 工 武者 4cot2z=1_3cot zx。 因为 cot2z= 


1—3cotz 2 
2 7 2 
-et 4 一 工 ， 原 方程 等 价 于 -20co 上 2 一世 -1 -3ootz, 或 者 5cotzz 一 cotz 
2 cot 区 cot 和 2 1 VI 
一 2 一 0( 见 图 10.2-2)。 令 cot ww, 得 到 we 一 兰 一 二 ~0ix= -~ 
即 w= CtD) YE-D 
I 10 2 I 一 10 To 


仇 一 4cot 2z = —360t% 


2 0 
4 . 
一 8 
图 10.2-2 省 数 妇 一 4 cot 2w 的 图 象 和 纺 一 1 一 3 cot 4% 
的 图 象 的 交点 
对 0<z<2z 的 解 
《cot JI 一 0.7403 (cot DJ) 一 一 0.5403 

V1=—0.9835 〈59.438) Xs=2.0662 (131.542) 
za=4.0751 (259.432) wa=5.2078 (331.54e) 


验算 | 所 有 这 和 个 值 都 满足 方程 。 
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cot 2z 的 公式 对 于 值 0 和 % 是 没有 意义 的 , 但 是 从 给 出 的 方程 中 我 
们 立刻 可 以 看 出 这 些 值 不 是 方程 的 解 。 
【 例 6】 sin (2x 十 vw) 一 V3cosz=0, 使 用 象限 变换 或 加 法 定理 , 得 
到 一 sin2x 一 V23cosw=0, 或 者 2sinxcosz--V2cosz=0, 
(2 sin £+ V2 )eos r=0, 


Sin z= -Yo z=0, 


图 10.2-3 六 数 欠 二 sin(2zx 十 w) 的 图 象 和 
级 二 M2 cos 的 医 象 的 交点 


【 例 7】 方程 cos ( 装 )+sin X=0, 把 sin x 写成 sinZ 一 cos ($-), 


并 使 用 公式 cos a 十 cos B=2 cos (2) cos (全 人 ) ,方程 就 简化 成: 


WwW 27 57 mV 
2oos (于 - 子 ) cos( 字 4)=0. 

v22\, _m\) 
cos (一 昔 )-0， oos (这 玫 ) 0, 
tT 27 nn 57 nm x 
4 tt 


10.2 三 角 方 程 409 


57 __ 3% 
或 者 了 一 人 二 tr， 
7m _ Thr 21mr 7k 


8 5; J ts 
因为 * 能 够 取信 0， 土 I， 土 2, …, 在 za 的 公式 中 能 用 + 来 代替 一 及 


Tr ,Th __21% ,7kw 
Xi 二 -3 5 Xo 20 + 5 0 


经 过 验算 证 明 所 有 的 什 都 满足 方程 。 应 该 注意 到 对 连续 整数 的 解 ， 所 
不 同 的 不 再 是 相差 2w， 而 是 分 别 相差 - 宇 或 者 -全 ( 见 图 10.2-4)。 


图 10.2-4 函数 入 一 cos ( 誉 ) 的 图 象 和 
2 一 一 sin2 的 图 象 的 交点 


混合 三 角 方程 

混合 三 角 方程 只 能 用 图 解法 或 先 代 法 来 求解 (参看 I. 第 16 章 )。 

【 例 了 方程 osx 一 也 +1.7=0 的 解 就 是 方程 加 一 cosz 的 曲线 和 
如一 吝 一 1.7 的 曲线 的 交点 的 横 坐 标 ( 见 图 10.2-5), 它们 只 有 一 个 交 


点 ， 其 横 坐 标 zo 之 2. 咕 。 如 果 这 个 交点 附近 的 图 象 用 更 大 的 标尺 来 画 ， 
则 读 出 的 精度 能 够 得 到 改进 , 这 里 可 得 到 zo 之 2.209。 


mm 
7 1.7 


图 10.2-5 用 图 解法 求 方程 cos 2 一 一 1.7 的 解 
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验算 ，eos2.209 一 2 2 1.7=eos140,63z 十 0.5955 
一 0.5958+0.5955= 一 0.0003。 
使 用 近似 求解 的 牛顿 (Newton) 法 可 以 给 站 要 接近 于 正确 信 且 这 取信 Zl: 


Pe zo)., f(x0) 一 cos mu 一 刍 +1.7 一 一 0.0003， 


Jr(zoy= 一 sin mo-- 亏 =—1.3032, zi=2.2088。 
重复 使 用 牛顿 法 可 以 进一步 改进 近似 值 。 

[ 例 2]】 方程 3tan z 一 2c=0 的 图 解法 由 函数 如 一 tanz, tp 一 2， 
能 求 出 解 21 二 0, zo 一 土 4.73, x3 一 土 ?.65, …, 随 着 的 增加 , 解 越 来 直 
接近 号 的 奇数 倍 ,对 每 一 个 解 ao 存 在 一 个 数值 相等 .符号 相反 的 解 一 zu 
这 是 因为 tan mm= .29 也 包含 了 tan( 一 40) = 《加 的 缘故 ( 见 图 
10.2-6)。 


X1=Xo”— 


图 10.2-6 用 图 解法 求 方程 3tan x 一 2z 一 0 的 解 


的 图 


运用 


这 样 


以 利 
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解 直 角 三 角形 ………… 411 11.8 另外 一 些 公式 和 应 用 …425 
一 般 方法 pe 411 几何 学 426 
应用 414 物理 学 esseienset。 430 
一 般 三 角形 中 的 三 角 工程 技术 ee 和 eros， 432 

函数 417 航海 学 434 
平面 三 角 公 式 …pee 418 用 三 角 法 确定 高 度 ……… 435 
解 三 角形 的 四 种 主要 测量 学 ee 439 

清 形 pe 421. 


已 经 定义 的 三 角 函 数 使 我 们 有 可 能 利用 角度 来 计算 平面 上 直线 图 形 
中 的 未 知 量 。 测 量 角度 常常 要 比 测量 长 度 化 费 更 少 的 气力 而 获得 更 高 的 
精度 。 顾 名 思 义 , 三 角 学 跟 三 角形 的 测量 或 计算 有 关 , 而 每 个 由 直线 四 成 
形 都 可 以 用 对 角 线 把 它们 分 成 三 角形 。 这 时 人 们 就 会 想到 已 知 角 的 


o 


11.1 解 直 角 三 角形 


一 般 方法 


三 售 函 数 的 定义 , 首先 是 在 直角 三 角形 中 给 出 的 ,然后 借助 于 单位 圆 
推广 到 任意 角 。 这 些 定义 包括 了 直角 三 角形 中 边 和 角 之 间 的 所 有 关系 ， 


， 当 给 出 了 这 六 个 量 中 间 的 任意 两 个 量 
时 ,就 足以 通过 计算 而 得 到 所 有 其 余 的 量 。 

在 直角 三 角形 4BC( 见 图 入 .1- 了 中 , 直 
角 用 y 来 表示 , 余 边 用 “来 表示 , 于 是 我 们 可 


用 几何 学 中 的 两 个 附加 关系 


II 毕 达 哥 拉 斯 定理 : c? 一 2 十 b2， 


图 证 ,1-1 直角 三 角形 
工 : 顶点 在 斜 边 上 的 两 个 角 互 为 余 角 : a+B 一 90°。 
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从 这 些 关系 ,或 者 用 改写 三 角形 字母 的 方法 ,在 a, 5, 6, 上 有 中 给 出 
两 个 量 的 所 有 可 能 情形 可 减少 到 4 种 情况 , 即 c, a; ¢, 4; 4, 和 0 D， 
现在 说 明 这 四 种 情况 的 解法 : 

i. 给 出 斜 边 c 和 一 个 邻 角 , 例如 a 

1. B=90°—a; 


。 a 。 
2. sina=—, 4=¢ Sin a; 
C 


3. cosa 一 ， 0 一 C cosao 
下， 给 出 令 边 e 和 另 一 条 边 ,例如 a 
1. sina=2; 
c 
2. 8=00°—a; 
3a. 5 = V 2 一 吧 ,或 者 用 已 经 计算 好 的 角 % 来 求 ， 
3b. cota= 此 , b=a cot a; 或 者 
3c . cosa=, b=c C0s ao 


III. 给 出 一 个 角 和 它 所 对 的 边 ,例如 4 和 a; 
i. B=90°—a, 


2. cota=2., b= cot a; 
a 
ina=. 人 ,cc 一 一 二 有 求 ; 
3. sina= 代 ,= 或 者 用 已 算 好 的 角 有 来 求 ， 
2a. tan 8 一 卫 ， b=0a tan B; 


a 
cosB° 


IV. 给 出 两 条 直角 边 4 和 5， 


. tana= 上 2; 
i. tanag 可 


a 
3a. ¢0sB=—,c= 
c 


2. B=90°—a; 
3a，c 一 Va 十 六 ,或 者 用 已 经 算 好 的 角 a 来 求 : 
3b. co 一 一 < ;或 者 


Slna 
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3o. co 


cosa 2? 

验算 和 精度 ”一 般 我 们 总 是 想 只 用 已 知 的 量 来 求 出 答案 。 通 过 已 经 
算 好 的 量 求 得 的 辅助 解 可 以 用 来 验算 ， 因 为 用 不 同方 法 计算 同一 个 量 所 
得 到 的 值 在 理论 上 必须 相等 。 根 据 三 角形 内 和 角 之 和 等 于 1480° 这 一 定理 
可 以 得 到 另 一 种 验算 。 在 测量 术 中 ,几乎 对 每 一 个 三 角 计算 都 进行 验算 。 
在 这 里 , 对 同一 个 量 , 其 数值 的 允许 偏差 主要 跟 所 使 用 的 数 表 有 有关。 在 估 
计 可 能 出 现 的 偏差 中 , 必须 记 住 以 下 事实 ， 对 角 op 的 给 定 小 区 间 419 而 
言 , 在 查找 不 同 的 三 角 函 数值 时 , 其 偏差 4y 具有 不 同 的 数量 级 。 例 如 ,在 
图 11.1-2 中 , y=tang 的 48y 大 于 y=cos 9 的 41y。 当 然 , 反 过 来 , 对 给 
定 的 小 区 闻 4xy 而 言 , 由 正切 函数 或 余 切 函数 确定 的 角度 值 就 比 由 另外 
两 个 三 角 函 数 确 定 的 角度 值 更 精确 些 。 特 别 是 函数 y=siny 的 图 形 再 次 
说 明 , 函数 值 区 间 4y 的 大 小 跟 角度 值 区 间 的 角度 大 小 有 关 。 在 2=0" 的 
邻 域 里 , 角度 值 较 小 ,而 4y 较 大 ; 另 一 方面 , 在 ?=90"” 的 邻 域 里 ,角度 值 
较 大 , 而 4 却 较 小 。 由 正弦 函数 的 值 来 确定 角度 时 , 在 第 一 种 情形 下 得 
到 的 精度 ， 比 在 第 二 种 情形 下 得 到 的 精度 要 高 。 当 然 ， 验 莽 的 精度 必须 
跟 测 早 值 相 一 致 。 为 了 计算 一 架 靠 在 垂直 墙 上 的 梯子 和 水 平面 所 夹 的 角 
度 (梯子 的 长 为 != 工 .50 米 , 靠 在 墙 上 的 高 度 为 &= 工 .30 米 )， 我 们 求 得 


图 匡 .1-3 靠 在 墙 上 
一 架 梯 子 的 倾斜 度 ， 
h=1.2, 1=1.5 
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sing 一 了 3 一 0.8 ( 见 图 11.1-3)。 梯 子 脚 离 开 墙 的 距离 为 mx 


MV (I.5)7 一 C1.2)7 0.90 米 。 作 为 验算 ， 计算 出 z=1.5 cosg 和 z= 
1.2 cot g。 从 没有 插值 的 4 位 数 三 角 函 数 表 得 到 整数 第 91 一 53°, 由 此 给 
出 x21;=0.903 和 2 一 0.904, 这 是 眼 1 和 的 精度 相 适 应 的 。 而 从 7 位 
数 三 角 浮 数 表 所 得 到 的 是 缺乏 实际 意义 的 值 92 一 53%7'48.4, zz, 二 
0.9000000 和 za, 一 0.8999996。 榜 子 的 距离 几乎 不 能 测 到 4 毫米 以 内 的 
精度 ， 当 然 更 不 用 说 于 分 之 四 毫米 的 精度 了 。 因 此 这 个 结果 不 可 能 比 已 
给 出 的 值 更 精确 。 

为 了 增加 测量 精度 ， 要 做 辖 助 测量 并 采用 误差 法 和 最 小 二 乘法 计算 
最 有 代表 性 的 值 。 


应 用 


辕 内 弦 的 长 度 ” 设 图 的 半径 是 7, 弦 的 长 度 是 s， 则 弦 s 所 对 的 圆心 
角 是 同 弦 所 对 的 圆周 角 的 两 倍 ( 见 图 11.1-4)。 从 圆心 隆 向 弦 s 作 垂 线 ， 
则 此 生 线 同时 平分 圆心 角 和 护 s, 并 且 形 成 两 个 全 等 的 直角 三 角形 。 然后 


得 到 . siny= -3 或 者 s 一 27 sin y。 


图 工 .1-4 贺 的 弦 图 十 .1-5 确定 从 隐藏 点 出 发 的 直角 


确定 从 隐藏 点 发 出 的 直角 ”在 村 子 D 和 吾 之 间 有 一 条 笔直 的 水 管 
( 见 图 二 .1-5), 要 从 这 条 水 管 造 一 条 垂直 的 分 支 水 管 到 入 村 去 , 并 把 水 
塔 造 在 介 于 这 中 间 的 山 湖 上 。 分 支 水 管 离开 主 水 管 的 分 支点 是 ,虽然 
从 如 和 轧 可 以 看 到 入 点 ,但 从 所 求 的 点 矿 却 看 不 到 入 。 现 已 测 得 距离 
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4 一 |DZP| 和 角 6。 卫 在 了 了 上 的 位 置 可 以 由 距离 +=|DF| 来 确定 。 从 
直角 三 角形 DFN 和 BFN 得 到 . |FN|=xtané6, |FN|=(a—z)tané 


tan 8 
因此 ztan6= (a-—z)tan 8, z(tan 6+tan 8£) =a tan 6 Tut 
为 了 用 对 数 来 计算 2, 用 加 法 定理 对 这 个 表达 式 进行 变换 : 

z= asin 8/cos 8 _ Csin 8 Cos 6 Cos 8 
sin 6/cos 6 十 Sin e/cose eoselsinéd6cose+coséd sin e) 
cos sing 
sn Ge 


确定 高 度 “ 测量 出 从 点 44 到 树 顶 的 仰角 站, 树 根 也 和 观察 点 的 底部 
信之 间 的 距离 s, 以 及 测量 仪 的 高 度 za 〈 即 垂直 距离 145|), 由 此 就 能 确 
定 树 的 高 度 ( 见 图 了 ,16)。 因 了 =s tan 由, 于 是 树 的 实际 高 度 由 下 式 给 
出 : 


fH=h+hs=s tan V+hoo 
确定 高 度 的 近似 方法 。 
1. 不 测量 仰角 由, 而 洁 着 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 4C 观察 树 
顶 , 此 三 角形 的 CB 边 是 用 铝 垂 线 垂直 放置 的 。 此 时 由 =45?, 从 而 得 
到 有 加 =s, 及 =s 十 ha( 见 图 11.1-6)。 
这 种 方法 只 有 在 有 足够 的 空间 来 适当 地 选择 观察 点 时 才能 使 用 ， 否 
则 ,就 只 能 使 用 下 面 这 种 常用 于 森林 中 的 方法 。 


图 了 .1-6 树 高 的 确定 图 工 .1-7 森林 中 测量 高 度 的 方法 


”” 2. 《用 木头 或 板 做 成 的 ) 和 矩形 4BCD 按 如 下 位 置 放置 : 使 它 沿 着 4B 
边 看 到 树 项 G( 见 图 II7), 从 召 点 挂 下 一 条 铅 垂 线 , 它 跟 矩形 的 边 CPD 
相交 于 点 上 。 图 中 标 为 6 的 两 个 角 相 等 ， 这 是 因为 这 两 个 角 的 两 条 对 应 : 
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边 互相 垂直 。 于 是 直角 三 角形 BCL 和 BBG 相似 , 故 有 -| =tane 
lcz| 


| 部 部 选 泽 18C1==10 英寸 , 并 把 边 10D| 按 英寸 来 划分 , 则 -5 二 


8 总 是 一 个 十 进 制 分 数 ， 其 值 为 tan 8， 用 这 各 方法 “ 标 出 的 > 矩形 
LB0D 就 好 象 是 一 个 正切 表 , 使 用 起 来 特别 简便 。 从 轴 =1GB|=stane， 
就 得 到 树 高 吾 = s tan 6 十 ho=s: 1 


确定 太阳 的 高 度 根据 长度 为 3 的 重 直 杆 投 影 在 水 平面 上 阴影 的 长 
度 5, 就 能 确定 太阳 光线 和 水 平面 之 间 的 夹 角 g ( 见 图 11, —” 这 个 夹 


角 9 就 称 为 太阳 的 高 度 。 我 们 得 到 tan 9 一 百 ， 习 或 者 oot pg= 一 。 如 果 杆 
的 长 度 为 1 码 , 则 按 码 来 计量 的 影子 长 度 立刻 给 出 cotp 的 值 。 


二 hao 


图 II.1-8 太阳 的 高 度 图 芽 .1-9 沙 尖 堆 


尖 堆 的 角度 ”如 果 在 传送 皮带 上 传送 沙 粒 ， 则 在 沙 粒 落下 时 就 形成 
了 一 个 圆锥 状 的 堆 , 或 者 叫 作 沙 尖 堆 ( 见 图 11.1-9)。 它 的 容量 能 从 它 的 
圆 形 底面 的 直径 &= 27 以 及 生成 圆锥 曲面 的 直线 ( 即 母 线 》 和 水 平面 之 
间 的 夹 角 即 类 堆 负 a 来 求 出 =wr3%/3, 其 中 h=7 tan a, 故 有 了 一 


-到 -tan ,如 果 用 加 欠 的 顶 角 米 代 葵 尖 淮 角 0 则 4 一 7 cot (车) 和 了 


3 
-本 ( 基 ) 
对 沙 粒 而 言 , 其 尖 堆 角 近 似 于 33”, 而 对 硬 橡皮 大 约 是 36"。 
正四 面体 和 正八 面体 各 平面 之 间 的 夹 角 正四 面体 由 四 个 全 等 的 等 
边 三 角形 和 长 度 都 为 的 六 条 边 所 围 成 。 两 个 相 邻 三 角形 面 之 间 的 夹 
角 v 可 以 在 四 面体 的 一 个 过 BD 而 垂直 平分 4C 的 截面 上 看 到 ( 见 
图 芽 . 二 10)。 截面 BDM 是 等 腰 三 角形 ， 它 的 两 腰 都 是 四 面体 的 面 
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的 高 , 其 长 为 一 h。 四 面体 的 高 7 跟 其 中 一 妥 委 直 ， 并 把 MB 近 


比例 MP1:1PB1=1:2 分 成 两 段 ， 因 为 等 边 三 角形 4B0 的 高 也 就 是 中 
线 。 在 直角 三 角形 MED 由, h 是 斜 边 , 而 [MFP| = 委 是 角 *， 的 令 边 ， 
因此 cosv= 生 /一 各， v=70°31447, 


图 芽 .1-10 四 面体 图 匡 .1-11 八 面 体 


正八 面体 是 由 8 个 全 等 的 等 边 三 角形 和 12 条 长 度 都 为 的 边 所 国 
成 。 过 两 个 相对 的 顶点 恕 , 厂 和 两 条 平行 边 (4D | BC) 的 中 点 M1,2s 作 
一 平面 跟 八 面体 相 截 , 两 个 相 邻 三 角形 表面 之 间 的 角度 2 能 在 此 截面 
中 看 到 , 其 中 直线 BF 跟 边 4D, BC 是 异 面 的 ( 见 图 11.1-11)。 此 截 
面 是 边 长 一 2 的 姜 形 ,其 对 角 线 |2F|=VE& |24Ms| 一 和 它们 


互相 垂直 平分 , 并 且 等 分 凌 形 的 顶 角 。 因此 由 直角 三 角形 MiG 加 给 出 半 


角 从 : 
V 3 34)= 1 V3 
cosp=(B)/ (a -ss 
w=54°44107” 或 2%=109°28714"。 


11.2 一 般 三 角形 中 的 三 角 函 数 


在 许多 情形 下 ， 测 量 得 到 的 长 度 和 角度 不 在 直角 三 角形 中 ， 央 而 引 
进 了 一 般 三 角形 中 边 和 角 的 关系 ， 其 中 最 重要 的 就 是 正弦 定理 和 余弦 定 
理 。 对 于 跟 三 角形 有 关 的 计算 来 说 ， 有 这 两 个 定理 就 足够 的 了 。 在 计算 
时 , 特别 是 在 用 查 表 法 时 ， 使 用 余弦 定理 不 太 方便 , 因为 这 个 公式 包含 了 
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平方 项 和 乘积 项 的 和 。 因 此 , 可 以 用 正切 公式 或 半角 公式 来 代替 它 。 
平面 三 角 公 式 
正 孩 定理 ”每 一 个 三 角形 4BO( 见 图 11.2-1) 有 一 个 外 接 贺 , 其 贺 
Oo! 心 及 是 三 角形 三 条 边 的 垂直 平分 线 的 
交点 。 三 角形 的 边 是 外 接 贺 中 的 蓄 ， 这 
粤 边 所 对 的 角 是 外 靶 圆 的 圆周 角 。 芳 用 
五 宕 示 外 接 圆 的 半径 ， 则 三 角形 的 边 作 
为 圆 内 的 驴 可 以 这 样 来 计算 ; a=2E: 
Sin a, b=2R sin B,c 一 2 有 RSin y, 从 这 些 
式 子 就 得 到 直径 


正弦 定理 把 相对 应 的 数据 联系 了 起 来 。 如 果 给 出 了 两 个 相对 应 的 数 
据 , 再 任意 给 第 三 个 数据 , 就 可 算出 它 所 对 应 的 那个 数据 。 例如 给 出 &， 


a 和 b, 从 全 = 上 ,sin B= 上 sina, 就 可 确定 8 的 值 或 者 给 出 5， 


Sana 


B 和 ,从 持 一 加 兴 ,c 一 和 和 ,就 可 确定 边 。 的 值 。 
用 正弦 定理 计算 角度 时 , 当然 可 以 看 到 由 sinp 的 值 给 出 了 两 个 角 g1 
和 gss 正如 在 单位 图 内 看 到 的 情形 一 样 。 这 两 个 角 中 一 个 角 是 锐角, 而 
另 一 个 角 是 180* 与 此 锐角 之 差 ; 四 十 pa 一 180*。 在 每 一 具体 场合 ,必须 
区 分 这 两 个 角 中 那 一 个 角 是 跟 给 出 的 几何 条 件 相符 合 的 。 
余弦 定理 “三 角形 4B0 中 , 设 高 的 垂 足 是 D, 边 了 在 边 c。 上 的 投 
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影 是 14D|=4( 见 图 入 .2-2)。 这 个 投影 g=5 cos 4, 对 锐角 a 是 正 的 ,对 
钝 角 “ 是 负 的 , 这 样 对 任何 a 的 值 , 线段 DB 的 长 度 为 c 一 4 一 1DB|， 高 
和 的 长 度 为 加 =bsin a。 对 直角 三 角形 DBC 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定 理 , 得 


到 :，a2? 一 由 十 (一 人 ?一 52 sin2w 十 c2-b2 cos2w 一 2cD cosw， 或 02 一刀 十 o2 
一 2be cos a。 用 高 ze 和 hs, 能 得 到 相应 的 关系 式 。 用 循环 置换 法 , 即 4 用 
b 代替 , 5 用 c 代 蔡 , c 用 a 代 蔡 ; 对 角 同 样 有 a->B>y>a, 就 可 从 形式 
上 得 到 这 些 公式 。 


4 q De-aB 


图 讶 .2-2 余弦 定理 


a) 锐角 三 角形 ; 5) 钝 角 三 角形 ; c) 循环 置 澳 


=b?+c2—2bccosa, 82=02+a?— 2ca cosp, 


cC2? 一 02 十 b2 一 20D cosy 


兰 已 知 两 边 及 其 夹 角 时 ， 用 余弦 定理 能 计算 出 第 三 条 过 而 当 已 知 三 
条 边 时 ,就 可 以 求 得 任 一 角 : 


_ 62+c2—a? c2+a2—b? _ 02 十 b2 一 c2 
CoS 4gpe cos B= -ge 0C08 7 一 -一 2 一 。 
正切 公式 ”应 用 对 应 项 的 和 差 比例 法 则 及 加 法 定理 ,我 们 可 推出 ; 
a Sna 
b sing8 
a—B 
a—b sina sinB _ 2 cos 2 入 2 
a+b sina+sinB 2 sin a+B oos 2 ° 
分 子 和 分 母 同时 除 以 cos 二 > 一 


s 3 人, 就 得 到 关于 边 a 和。 的 正 
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切 公式 ,用 循环 置换 得 到 其 余 几 对 边 之 间 的 相应 公式 : 


a—B B—Y y—a 
a—b _ tan 2 b—e tan 2 ca _ tan 2 


ot tan ta bte tan 人 ?oFa 


9 
YE 
tan 5 


正切 公式 一 8 _ an 2 十 有 at+B _ 180 一 Y 
a 


2” 2 2 


a y+a +o,_180°—B 
ofa HB 3 


从 两 条 边 (例如 “和 菇 以 及 夹 角 (y) 就 可 使 用 上 述 公式 求 得 其 余 丙 
个 角 (a 和 有 : a 和 B 的 半角 和 二 一 90° 一 车 由 夹 角 ? 给 出 ， 而 半角 


差 43 由 正切 公式 给 出 ; 从 全 & 和 5 一 nh 就 得 到 a 和 
和 有 一 上 一 To 

半角 公式 “在 给 出 三 条 边 的 情形 下 。 为 了 得 到 适合 于 对 数 计算 的 公 
式 , 把 余弦 定理 给 出 的 表达 式 cosa 一 全 士 代 到 下 面 公式 中 去 : 


cs /oe (参看 工 第 10 章 ): 
cos C=, /+0 + 0 一 、 /中 + 一 和 
2 45bc 45c 
/tc 一 a.2+c+a ,1 工 
2 2 be® 


对 cos 名 和 cos 池 也 有 类 似 的 公式 。 如 引进 三 角形 的 周 长 2 则 
a+b+c~=25, 或 者 5 一 4+2+5, 于 是 


sa=l (2 十 一 0)， s—b— (rab), se- 工人 45 一 os 
2 2 2 
因此 


&, /4 一 0)s B_ /一 5D3 7 /Gs—s 
Cos 本 Vs ~ 上 cos 本 V-s=2s » oos 本 Va o 


类 似 地 将 余弦 定理 给 出 的 cos a, cos B, eos 之 值 代 到 公式 
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&_. /1- cos :» B_ jli-ceosB 7, /i~cosy 
sin 5 V 5 Sin 5 A 2， Sin 考 a/ 了 
sn 2 /HG n 总 - [KEDICET 

2 be ca 


sin 了 一 (s—a)(s—b) 
2 ab ” 


将 对 应 等 式 相 除 就 得 到 半角 公式 : 


2s=a+b+c 


/f(s—b)(s—ce) , tan 号 ~ 4s 一 cs 一 0) 
2 


tan 


S(s—a) SG- 7 
y_ /sa G—h) 
aTV se 


对 具体 计算 而 言 , 当 需 要 由 三 条 边 4, 5, < 来 计算 三 个 角 4 B,Y 时 ， 
建议 采用 上 述 公 式 。 已 知 的 三 角形 三 个 角 之 和 能 用 来 验算 。 


解 三 角形 的 四 种 主要 情形 

在 三 角形 中 可 以 给 出 下 列 数据 ， 两 个 角 和 一 条 边 ; 两 条 边 和 一 个 角 ， 
这 个 角 既 可 以 是 这 两 条 边 中 一 条 边 的 对 角 , 也 可 以 是 这 两 条 边 的 夹 角 ; 三 
条 边 。 对 这 些 情形 的 解法 将 在 下 面 给 出 。 

I. 已 知 两 个 角 和 一 条 边 ”因为 三 角形 的 内 角 和 是 180°; 内 而 第 三 
个 角 也 就 知道 了 。 根 据 正 纺 定理 可 计算 出 其 余 的 边 ; 例如 ,从 已 知 6 a 
B, 得 到 y=180。- (ap)，a=csimab=csnR 


siny ° 
【 例 】 力也 =130 个 单位, 要 把 它 分解 
成 两 个 分 力 Fi 和 Fz, 使 王 和 下 形成 6= - ey 
18° 的 角 , 而 这 两 个 分 力 之 间 形 成 =65° 的 。 中 A 2 
角 ( 见 图 11.2-3)。 已 知 平行 四 边 形 4BCD /XN i。 
的 对 角 线 =|40|, 由 角 6=18" 和 w= 《< 五 2 


8 一 6 一 47°, 就 确定 了 8B 点 的 位 置 。 在 三 角 图 二 .2-3 力 玉 分 解 成 
形 4BC 中 ,有 两 个 分 力 玉 和 五 3 
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加 Sin w sn47"， mm 人 
0 0) ”sin 050; T1104.902 个 单位 ， 

_ sin 6 sin 18° 入 a 
7 gin65 ?一 和 .334 个 单位 。 


II. 已 知 两 条 边 和 其 中 一 条 边 的 对 角 ” 设 4、c 和 7? ( 见 图 11.2-4) 
为 已 知 , 则 得 到 : 

1. sin a 一 全 Sin ~; 

2. B=180°— (at+7y); 

3. b—e SinB. 

siny® 

当然 , 仅 当 二 sin y<I 时 等 式 1. 才能 成 立 。 由 于 这 个 条 件 , 因此 存 
在 着 几 种 可 能 情形 。 


5 4 blC4,) 


图 卫 .2-4， 给 出 两 条 边 和 其 中 一 条 边 的 对 角 , 求 解 三 角形 
0) 一 个 解 ; 5) 两 个 解 


IICD a<e, 即 给 出 的 角 对 着 较 长 的 边 。 那 未 总 是 存在 一 个 必须 比 


角 y 要 小 的 角 c, 这 是 因为 角 w 对 着 一 条 较 短 的 边 。 并 且 , 解 是 唯一 的 ; 
虽然 对 于 角 和 a 一 180° 一 a1, 其 正弦 值 相等 , 但 只 有 < 和 1 放 是 问题 
的 解 。 

【 例 】 4=56.9 米 , c==68.0 米 , y=63°57'。 


， ， 56.9 ， woorni 。 。 
1. sin wa 一 人 sin y 一 萝 洒 和 63°57'; m=48°46'; ag=180° ~a1= 


131*15, 比 y 要 大 。， 
2. B=180°— (a1+y); B=67°18', 


1 吗 ， 
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3. b=¢ 于 全 一 68.0 米 ,6 5=69.8 米 。 

11(2) a=c; 三 角形 是 等 腹 三 角形 , 因此 a 一 yo 

II(3) a>c, 即 给 出 的 角 对 着 较 短 的 边 ， 则 4 可 能 大 到 使 sin a<1 
的 条 件 不 能 满足 。 因此 工 (3.1); sina>1 没 有 解 存 在 , 即 从 给 定 的 
数据 不 能 作出 一 个 三 角形 来 , 例如 , c==2 英寸 , 4 一 5 英寸, 7 一 75*。IL 
(3.2)，sin a=1, 于 是 a 是 一 个 直角 , 并 且 02=180° 一 a1 ==Q1。 因 而 解 和 
作 图 都 是 唯一 的 ,例如 , 4 二 2 英寸 , 6 二 1 英寸, 7 二 30*。 于 (3.3)， 如 果 
sin w<1, 则 能 求 得 as 和 as=180?" 一 a1, 因 为 sn a>siny, 因 而 01>Y, 从 
而 os+y 一 《180° 一 my) 十 y<180°, 即 角 cz 也 满足 几何 条 件 。 问 题 有 两 个 
解 。 


【 例 】 a=87.28 米 , c=65.95 米 , y=30.42°。 


57.23 sin 80.42°; a1=42.04°; ag=180° ~a1=137.96°; 
65.95 


>7y, o>7Yo 
2. Bi=180°— (a1+y); Bi1=107.54°, Ba=11.602°。 


1. sin a= 


, Sin 104.54° _ 
3. b1 二 65.95 米 126.0 米 和 和 
65 9 .Sinll.62”_ 
二 65.95 米 a 26.23 米 。 


III. 已 知 两 边 和 夹 角 ”从 余弦 定理 或 正切 公式 可 以 得 到 解 。 在 三 
角形 4B0 中 ,已 知 b、c、 和 a 的 值 , 那 末 由 余弦 定理 给 出 02=5D?+0 一 
2bc cos a, 并 从 这 个 公式 得 到 唯一 的 值 4a=V 03 十 02 一 20c eos 4。 从 余弦 
定理 也 能 准 一 地 定 出 角 8, 即 从 cos 8 一 全 太一 2 可 定 出 B。 但 是 一 般 
宁可 使 用 正弦 定理 sin 6= 过 sin e 来 得 到 6, 满足 这 个 方程 的 两 个 角 Bi 
和 Ba 中 只 有 一 个 角 适 合 于 几何 条 件 。 从 ?二 扣 一 90* 一 基 ， 并 由 正切 公 


y+B ec—b_ ,7—B. y+B sy—B hb 
式 得 到 : tan 个 一 tan 从 可 一 和 - 了 的 值 就 能 求 得 
角 B 和 的 值 。 用 正 纺 定理 能 定 出 第 三 条 边 的 值 : e=a 守 六 


Sinaw9” 
【 例 】 五 和 3 两 地 之 间 沿 着 直线 敷设 一 条 电缆 。 因 两 地 之 间 有 一 片 
林 区 , 使 它们 不 能 互相 看 到 ， 但 能 找到 一 点 4， 梧 测 出 4 跟 这 两 地 的 距 
离 分 别 是 dg=14Ri=2.473 英 里 和 8e=1481=3.752 英里 ， 以 及 夹 角 


和 4 ”第 典章 平面 三 角 学 
+ 一 六 BR4S=42*26'10"( 见 图 11.3-5)， 问 电缆 的 长 度 z 应 为 多 少 以 
及 从 已 8 应 读 分 别 沿 着 什么 角度 8，6 数 设 才 行 ?9 为 了 进行 比较 ， 给 出 
两 各 解法: 


图 和 .2-5 一 条 不 可 接近 的 边 的 长 度 


9 12 22 _ 一 
工 .Z2=Q2 十 e? 一 20e cosT 8 一 0 _e d tan 8 十 9 


” tan 一- - 
22=6.497313 3 etd 2 
x 一 2.549 英里 1. 8+6=180°—7=137°33'50" 
~ 8 十 6 ageyprrxry 
2. sin e 一 全 sm -人 全 46'55 
e1=83°20'00" < 一 27*53'18" 
£2=96°40’'00" 
3. 6~180°— (e+7) 8 一 96"40'13 
61= 54°13'50" d=40°53'37" 
62=40°53'50’ T=42°26'10" 
因为 e>x>d 因此 必须 | 。 s+6+7 一 180°00'00" (验算) 
有 8>7>6, 只 有 6 满足 此 条 2. z=6€ sinT _2.549 英里 
SINné 


件 ， 因此 解 是 2，83) Gao 


这 两 个 结果 有 些 不 一 至 。 其 原因 (在 导论 中 详细 讨论 过 ) 是 在 90° 邻 
域 里 , 由 正弦 函数 的 值 来 确定 角度 时 精度 较 差 ,sin 96"40'00" 一 0.99334， 
sin 96°40'10" 一 0.99323，sin 96°40'20" 一 0.99323; 根本 定 不 出 秒 的 数值 

寺 2 po2 
是 多 少 。 在 这 种 情形 下 , 如 果 用 余弦 定理 , 即 从 等 式 cos se 一 全 二 


来 计算 角度 8, 就 能 得 到 较 高 的 精度 。 我 们 得 到 唯一 的 值 eoss= 


一 .464463 So 
40) (473) 或 者 中 96 4014 ， 这 就 良 从 正切 公 SN 式 得 到 的 值 相 


当 接 近 。 因此 从 余弦 定理 得 到 的 解 是 ，2 一 2.549 英里 ， 68 一 96"40'14'， 
62=40°53'36",. 


42，D2，c2，3aD，22c，2ca 的 适当 组 合 , 也 可 以 从 
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IV. 已 知 三 条 边 从 余弦 定理 或 半角 公式 即 从 公式 Cos a= 

b2+c2—a2 a Ny RCC 、 总 、 

一 255 一 或 Bn 地 一 67 可 以 求 出 解答 ， 其 他 类 似 的 公 

式 用 循环 置换 来 得 到 。 两 种 解法 答案 都 是 唯一 的 ， 而 且 距 可 从 六 个 数 


四 个 数 s，s 一 d,s 一 b， sc 的 适当 组 合 来 得 到 A 
答案 。 因 而 三 个 角 w B, y 中 每 一 个 角 都 应 当 求 

出 来 ,而 三 角形 的 内 角 和 可 用 来 验算 。 

【 例 】 在 高 地 上 的 三 个 点 已，Ba，Rs 要 用 雷 

大 进行 联系 ( 见 图 11.2-6)。 在 已, Ro 本 的 每 LN fc 
一 点 处 建造 的 发 射 器 和 接收 器 必须 朝 着 什么 角度 西  ” 久 
才 行 ? 已 知 |RiRz|=e== 凶 .21 英里; | 乳 Rasl 一 图 工 .2-6 给 出 三 
4 一 52.46 英里 ; |BsR1| = 二 6 二 39.37 英里 。 


余弦 定理 


oa2 一 2752.0516 
也 一 1549.9969 
2 一 2043.9441 


b2+c—a=~ 841.8894 

c2 十 02 一 D2 一 3245.9988 

+b—c=2258.1044 
a=76°19'12" 
B=46°49'06" 

> 一 56o51"42" 
180°00'00" 


半角 公式 
a= 52.46 

= 39.37 
c= 45.21 


2s=137.04 一 -一 5 一 68.52 


a =76°19'12" 
B =46°49'06" 
y =56°51'42" 

180°500'00" 
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在 许多 领域 中 , 借助 数学 的 关系 式 可 以 使 论证 更 加 精确 ; 例如 , 当 在 
平面 直线 图 形 中 出 现 方向 和 角度 时 ， 就 要 用 平面 三 角 的 定理 。 其 中 一 个 
领域 , 即 测 景 学 , 起 着 特殊 的 作用 。 在 这 门 学 科 中 所 提 到 的 关系 要 比 其 他 
领域 更 直接 与 这 些 定理 有 关 ， 而 且 在 历史 上 也 是 由 于 测量 学 的 需要 才 
引起 平面 三 角 的 发 展 。 因 此 ， 我 们 用 专门 一 节 来 讨论 在 这 个 领域 中 的 应 


用 。 


条 边 求解 三 角形 

也 
3S 一 4=16.06 工 .20575 
s—b=29.15 1.46464 
3 一 C=23.31 1.36754 
1.83582 
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几何 学 


内 切 加 的 半径 在 三 角形 4B0 中 ,内角 平分 线 相交 于 内 切 加 的 加 
心 下 上。 如 果 过 三 角形 边 上 的 切 点 ,PG 画 三 条 半径 ( 见 图 11.3-1)， 
则 形成 六 个 直角 三 角形 。 它 们 两 两 全 等 ,特别 是 , 分 别 用 zy, 来 表示 
的 三 组 对 边 是 相等 的 , 其 长 度 是 zs 一 4, ys 一 b, 2 一 一 c， 其 中 5 一 
人 2。 在 三 角形 4GHX 中 ,tan 全 = 兰 一 ,但 由 整个 三 角形 的 正 


3 x s-a’ 


a fls—b)(s—e) yy _ /ls~b)(s—c) ，_ 
切 公 式 tan 可 一 a 因此 一 一 7 一 一 一 一 一 一 一 


s(s—a) 


G- 轨 VS 人 ,考虑 tan 号 或 tan 当 可 以 得 到 同样 的 结果 。 


s(s—0) 


画 出 一 条 其 园 心 不 可 接近 的 贺 弧 ”在 两 点 4 各 之 间作 出 任意 多 
个 点 Pu 使 这 些 点 都 位 于 过 4 和 已 并 且 半 径 为 r 的 贺 周 上 ,其 中 和 4 入 
之 间 的 距离 。 是 已 知 的 ( 见 图 11.3-23), 圆心 是 不 可 接近 的 ， 这 就 需要 求 
出 从 4 点 到 P, 点 的 距离 s 和 4P, 跟 4B 之 间 的 角度 9。 设 是 所 需要 
的 点 之 一 , 则 三 角形 4MP 是 一 个 等 腊 三 角形 , 对 着 圆心 角 c 的 底 边 长 
s=2rsin 号 ,对 着 弦 PB 的 圆心 角 六 PMB 是 8 一 0, 而 对 着 弦 PB 的 
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周 角 是 p, 这 样 , p 一 二 5， 或 者 = s 一 2p， 可 是 在 三 角形 4BM 中 的 角 
8 能 用 6=27 sin 可 来 确定 ,因此 sin 号 =- 东 。 从 而 依 救 于 角 9 的 距离 


s 由 下 式 给 出 : s 一 27 sin 针 一 27 sin (号 一 p) ,其 中 号 = hr sin( 才 )。 


三 角形 的 面积 ”从 面积 公式 4 一 二 h。 和 有 =b sina, 得 到 4 一 十 
be sin a。 从 关系 式 sin a 二 融 >, 得 到 4 一 9, 其 中 忆 是 三 角形 外 接 加 
的 半径 (参看 图 11,2-])， 或 者 从 0=2R sin B86 和 65=2Rsiny, 得 4= 
2R? sin a sin Bsin y。 再 因为 R= 得 A=a SY, 在 图 
了 1.3-1 中 ， 将 高 等 于 内 切 圆 半径 * 的 小 三 角形 4BM, BCM 和 04 必 的 
面积 相 加 , 得 到 赫 伦 公 式 ; 
A= 二 (cr+br+ar) = rs=V s(s—a)(s —b)(s—ce), 


其 中 2 一 0 十 DB 十 co 


1 , 工 .ww TI ; 
A4=5 cha casinB=3 siny 


= 2 sina sin Bsiny 
A=ar SBsiny pe Sinysing ,singsinbB 
2 sina 2sinpB 2siny < 


赫 伦 公式 |4=?rs=VsCs—a)(s—b)(s—c) 


【 例 】 已 知 边 a=345.8, b=236.5,c=497.3, 需 要 计算 三 角形 的 面 
积 , 使 用 赫 伦 公式 求 得 s 一 539.8, s 一 4 一 194.0, s 一 6 一 303.3, s 一 c= 
42.5; 因此 用 4 位 对 数 表 得 到 4= 36740。 常 介绍 一 种 粗 路 的 计算 法 , 在 
此 情形 下 用 计算 尺 得 到 . 
A= V539.8.194.303.3.15.5 
VO.40.102.1.94.102.3.03.102.4.25.10 
=10* V5.40.1.04.3.03.43.5=36700, 
小 数 点 位 置 的 估计 如 下 : 
A~103V10.3.10.4.5=104 V1.6~3.5.104, 
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等 腰 三 角形 。 如 果 腰 用 a 来 表示 , 底 边 用 c 来 表示 , 而 底 角 用 a 来 
表示 ( 见 图 二 .3-3), 则 面积 由 下 式 给 出 : 


1, 4= 坟 0 sin y, 其 中 y= 二 180° 一 2a; 


2 Csing _ csing _ osin?o 
2siny 2sin2gm 4sinacosa” 
A= tanes; 
图 世 .3-3 ”等 腰 三 3. 5 一 4 十 瑟 ， 5 一 ga 一 瑟 ,8 一 一 4 一 避 ， 
角形 的 面积 因此 
= 02.C.(o-2-2 /ac -VC 机 
4 (ot) $5) PV 
等 边 三 角形 。 每 一 条 边 的 长 为 ao 
1 V3 


1. 4=30 sin 60°, 4 一 一 本 02。 
2. 3 _a 
由 赫 伦 公 \ 式 : 3 一 可 3 一 和 一 3 一 D 一 5 一 0 一 可 。 


ot 

正六 边 形 “这 个 多 边 形 是 由 六 个 边 长 为 R( 即 外 接 加 的 半径 ) 的 等 边 
三 角形 所 组 成 , 因此 有 

ho= 守 BB VB, 4s—3Y 3 

正 n 边 形 其 面积 是 由 个 腰 为 外 接 贺 半 径 的 等 医 三 角形 所 组 成 ， 
而 夹 在 两 条 腰 之 间 的 圆心 角 的 大 小 是 整个 加 周 角 的 4 分 之 一 ; 即 mr 一 
330 ( 见 图 11.3-g。 

在 每 一 个 单独 的 等 腰 三 角形 中 , 高 jn 将 多 边 形 的 边 wm 和 圆心 角 gr 
等 分 ,这 样 sm 一 9 jn 一 忌 cos -加 ;因此 
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图 蕊 .3-4 正 % 边 形 图 二 .3-5 一 般 四 边 形 的 面积 


正 % 边 形 4 一 于 R? sin 20 


一 般 四 边 形 ”对 于 一 般 四 边 形 4BCD， 可 以 导出 一 个 类 似 于 赫 伦 公 
式 的 公式 , 因为 四 边 形 由 5 个 数据 所 确定 ,我 们 可 以 取 已 知 四 条 边 和 一 对 
对 角 之 和 , 例如 & 和 之 和 ( 见 图 1I.3-5) 作为 这 五 个 数据 。 用 s 表示 半 


周 长 ,s= 寺 (4+D 十 c 十 办 ; 用 28 表示 角 a 和 7Y 之 和 , 则 三 角形 4BD 和 
BOD 的 面积 4z 和 4rr 以 及 四 边 形 的 面积 4 由 下 式 给 出 


41= 寺 ad Sin ci; 4rr 一 豆 pe Sin y; 


hs= 二 (ad sin a+ be sin y)。 


在 这 两 个 三 角形 中 应 用 余弦 定律 ,得 到 : 
@2 十 妇 一 2ad cosa=f?=0?+c—20bc cas 


或 者 a -+d?—b?—c?=2(ad cos a 一 pc cos y)。 
于 是 (440)?+ (ao2? 十 于 一 妇 一 C2)2 一 40q202 十 D202 一 2dpcg cos 28), 
最 后 164? 一 (cdTD 一 oaTd De)GTeTa 一 二 


(3 二 ce 一 Gd 一 16cbcd cos? eo 


一 般 四 边 形 的 面积 
Ao MV(s—a)(s—b)(s—c) (sd) —abcd cos28 
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著 9? 是 四 边 形 对 角 线 的 交角 (交点 为 9， 则 四 边 形 的 面积 4。 能 表示 
成 四 个 三 角形 485, BCS, 0D5, 和 了 48 的 面积 之 和 ,因此 
4s= 到 [148| ‘|BS |sin(180° —g) + |BS| .|CS |]sin g 
+1081.1D81sin(180。 一 从 二 1D81.148lsin 由 
=3[IASIC(BSI+IDSD) + [CS| (IBSI + 1DS|)Jsin gp 


=3[(AS| +|C8|) (BS|+1DS])] sin 9, 


4i= 玛 ef sin po 


这 样 , 四边 形 的 面积 等于 两 对 角 线 与 其 类 角 正 弦 的 来 积 之 半 。 

圆 内 接 四 边 形 ”在 贺 内 接 四 边 形 中 , 对 角 之 和 是 了 80"， 即 w+ 十 Y 一世 
=180°, =90°, cos 8 一 0。 

因此 面积 的 一 般 公 式 简化 为 4 一 Vs 一 as 一 DCs 一 c)(s 一 中。 
由 于 apcd cos? s 这 一 项 永 不 为 负 ， 因 而 边 长 相同 的 其 他 四 边 形 的 面积 小 
于 圆 内 接 四 边 形 的 面积 。 


所 有 能 用 向 量 来 表示 的 物理 量 《例如 力 或 者 速度 ), 都 需要 用 三 角 函 
数 来 进行 计算 。 

【例如 柄 浴 如 的 一 端 久 直角 固定 在 墙 上 (〈 兄 贺 11.3-6), 了 磅 的 负 
载 悬 挂 另 一 端 。 这 根 横 梁 或 者 用 
a) 一 根 连 杆 中 或 者 用 如) 一 根 返 杆 
5 来 支承, 并且 它们 与 横梁 的 交角 
分 别 是 a 或 8。 试 求 出 B 中 和 区 或 
8 中 的 力 (张力 或 控 力 ) 和 名 为 多 少 ? 

负载 的 重量 4 是 两 个 力 的 合 
图 于 .3-6 横梁 &) 和 连 杆 5) 和 撑 杆 ” 力 , 其 中 一 个 力 沿 着 横梁 的 方向 ; 
而 另 一 个 力 , 在 a) 中 是 沿 着 连 杆 了 的 方向 , 在 9) 中 是 沿 着 撑 杆 8 的 方 
向 。 因 为 垂直 于 B, 因 此 三 角形 717o73 和 5152z9s 是 直角 三 角形 ; o) 在 
横梁 B 上 有 一 个 推力 4=f cota, 而 在 连 杆 了 上 有 一 个 张力 t=f/sin a; 
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5) 在 横梁 如上 有 张力 z=f cot B, 而 在 控 丁 仿 上 有 一 推力 3 一 f/sin p。 

[ 例 21 《一 架 飞 机 的 平均 速度 是 了 一 360 英里 /时 , 它 沿 着 北 23.5。 
东 的 方向 ,从 和 地 飞 向 跟 它 相距 300 英里 的 刀 地 。 风 速 是 wo= 45 英里 / 
时 ， 风 向 是 北 18° 西 ， 试 求 飞机 沿 着 什么 航向 飞行 以 及 到 达 B 地 所 化 费 
的 时 间 。 

如 果 没 有 风 的 话 ,飞机 将 花费 弛 0 小 时 二 艺 小 时 ， 即 50 分 钟 的 时 间 
到 达 地 。 由 于 有 侧 向 风 , 因此 它 必 须 沿 北 中 东 的 方向 飞行 ( 见 图 
了 1.3-7)。 根据 速度 平行 四 边 形 法 则 , 在 三 角形 40B 中 ， 从 给 出 的 三 个 
量 , 即 边 入 和 色 以 及 角 闻 4ECa 二 mu+as, 可 以 求 得 角 (as 一 an)， 由 正 
弦 定 理 


sin (as 一 ad) =8in(01+ 82) 2/V1, 
、 _ Sin(180°— a,—as) 
以 及 2 (al 十 ao) 
因为 ce 一 of 一 4.75?", 所 以 aa 一 28.25"，0 忆 390. 18 英里 /时 。 


EE 


4 
图 了 .3-7 有 侧身 风 时 飞机 的 航线 图 二 .3-8 闪电 的 高 度 和 距离 

于 是 飞机 沿 着 北 28.25° 东方 向 飞行 ， 并 以 2= 390.18 英里 /时 的 
速度 在 大 约 46 分 钟 的 时 间 内 到 达 B 点 。 

【 例 3】 在 跟 水 平面 成 a 角 的 方向 观察 到 一 个 闪电 , t 秒 钟 以 后 在 
观察 点 听 到 雷 声 ， 因 此 闪电 出 现 的 距离 是 e=333; 米 , 亡 是 一 333tsin a 
米 ( 见 图 蔚 .3-8)。 这 里 333 米 / 秒 是 音速 , 由 于 光速 是 c= 3000000 于 米 / 
秒 , 因 此 相对 于 声音 来 说 , 光 到 达观 察 点 所 化 费 的 时 间 可 以 忽略 不 计 。 
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工程 技术 


在 工程 技术 中 的 定律 要 用 到 物理 学 中 的 定律 。 因 北 跟 物 理学 一 样 ， 
角度 以 及 三 角 函 数 和 三 角 学 定理 都 起 着 同样 的 作用 。 

曲轴 在 曲轴 中 , 大 头 五 的 位 置 是 曲柄 的 旋转 角 9? 的 函数 〈 见 图 
11.3-9)。 如 果 ? 是 曲柄 的 半径 , 而 ! 是 连 杆 的 长 度 , 那 末 由 余 驴 定理 ; 


B=2+72—2rrc0s(180° ~—9) CY r+ 27xc0sg =R— 72 


这 个 二 次 方程 的 解 给 出 : 
z=—r?Cosp+ Vr cs p+ lr 
一 一 9 C08 0 十 AMW75(coszp 一 1 十 到 
一 一 9 Cos p+ Mi rsin? go 


图 坟 .3-9 ”曲轴 图 也.3-10 驱动 皮带 的 长 度 


驱动 皮带 的 长 度 ”如 果 半 径 为 忠和 7 的 两 个 皮带 纶 中 心 轴 之 间 相 
距 a, 驱动 皮带 张 紧 在 这 两 个 皮带 轮 上 ( 见 图 二 .3-10), 则 我 们 就 能 求 得 


皮带 的 长 度 三 如 二 q? 一 (RBR 一 7)2, cos a= er 或 者 以 弧度 计 4%=are cos 
,由 此 推出 


L=2:+KI+R=2Va (BRB—r)? Rr —20) 上 >-2a， 
L=2{Vai— (BR—7)?—-a(R—?) + Ra}o 
对 = 怪 且 6 一 2 如 这 种 情形 ,得 到 也 一 8.838B。 
力 的 平行 四 边 形 ”一 只 竺 灯 挂 在 两 根 长 度 不 等 的 绳子 上 ， 这 两 根 强 
子 分 别 跟 水 平面 倾斜 成 角 a 和 和 角 B。 如 果 绳 子 的 下 垂 可 以 忽略 , 则 使 用 
正 获 定理 就 可 以 计算 在 绳子 上 的 张力 中 和 Sa ( 见 图 芽 .3-11)。 注 意 
sin(90" 一 @) 二 Cos a, 我 们 得 到 
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终 坟 .38-11 力 的 平行 四 边 形 图 工 .3-12 斜面 运动 和 对 
应 的 力 三 角形 
cos B Cosa 
1= sin(g+B)’ 2 一 Sintax 十 B) 


在 斜面 上 的 运动 ”一 个 重量 为 W 的 物体 放 在 跟 水 平面 倾斜 成 a 角 
的 平面 上 。 需 要 求 出 能 够 使 物体 匀速 向 上 运动 的 沿 斜面 方向 的 力 Fi, 和 
足以 阻止 物体 下 滑 的 沿 斜 面 方向 的 力 F2。 

摩擦 力 请 正比 于 在 物体 和 斜面 之 间 的 正 压力 尺 :R=JpN， 这 里 从 如 
作 摩 擦 系数 , 设 几 二 tan P, 摩 撩 角 o 是 使 一 给 定 物体 正好 沿 斜 面 下 滑 时 的 
斜面 倾斜 度 。 在 力 三 角形 中 ( 见 图 11.3-132), 第 一 种 情形 需要 将 摩擦 力 
R= tan p 加 到 力 了 中 去 , 而 在 第 二 种 情形 要 将 摩擦 力 RR 从 力 下 中 减 
去 ,从 而 分 别 给 出 了 Fl 二 也 十 互 , 了 2 二 也 一 且 ， 由 正 屁 定理 ; 

Fi1_ sin(at+p) Fi=W sin (ga+p) 


W sn(90°—p)’ Cosp 
Fo_ sin(a—p) sin (a—p) 
和 0 Wp 


作用 于 定 滑 轮 上 的 力 ” 为 了 计算 定 滑轮 和 转轴 之 间 的 摩擦 力 ， 必 须 
得 到 负载 8 和 所 加 的 外 力 之 间 的 合力 Fr。 若 绕 在 定 消 轮 上 的 绳子 对 
着 图 心 角 》, 则 力 F 由 余弦 定理 给 出 ( 见 图 蕊 .3-13); 

Fr=V tO -2FY eo8Yo 
对 一 个 光滑 的 滑轮 而 言 , 绳子 的 张力 下 和 @ 相 等 ,又 因为 2 一 2cosY 
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=2(GL 一 oos 放 一 4sin2 记 ， 方 程 可 简化 成 妃 =29 sin 立 - 对 Y=I80", 即 
也 和 互相 平行 , 则 Ff 一 2Q。 


图 二 .8-18 定 滑轮 上 的 力 图 芽 .3-14 船 的 航向 


航海 学 

为 了 确定 一 条 船 的 位 置 以 及 它 在 海上 的 航道 ， 必 须 把 地 球 看 成 是 一 
个 球体 ， 因 此 必须 根据 球面 三 角 学 的 定理 进行 计算 ， 用 来 定位 的 天 文 方 
法 也 是 根据 这 些 定理 。 但 在 较 小 的 范围 内 , 例如 在 海岸 附近 的 旅行 , 可 以 
把 它 看 成 是 平面 。 标 在 海岸 地 图 上 的 特定 点 的 位 置 和 相对 距离 都 是 取 为 
已 知 的 。 

一 条 船 的 运动 方向 , 即 它 的 航向 ,是 由 它 的 龙骨 和 一 个 固定 参考 方向 
之 间 的 夹 角 所 确定 的 。 而 真正 航向 是 把 地 理 北方 取 作 为 固定 参考 方向 ， 
向 东 画 开始 计算 角度 ， 直 到 360° 为 止 ， 磁 航向 以 同样 的 含义 进行 计量 ， 
只 是 把 磁 北 方 作为 固定 参考 方向 而 已 。 这 两 者 之 闻 的 差别 是 地 理子 午 线 
和 和 磁 子 午 线 之 间 有 一 个 叫 作 磁 偏 角 的 角度 。 在 一 个 上 县 有 自身 磁场 的 铁 船 
上 ,罗盘 子午 线 跟 磁 子午 线 之 间 还 偏离 一 个 叫 作 罗盘 偏差 的 角度 , 它 跟 船 
的 位 置 及 其 航向 有 关 。 这 样 确定 的 罗盘 航向 总 是 可 以 直接 测量 得 到 的 。 
这 个 航向 由 罗盘 上 两 点 之 间 的 角度 给 出 ,例如 ,入 35° 瑟 读 成 北 35 度 东 。 
【 例 】 从 船 如 上 同时 看 到 灯塔 工 在 南 55.3° 东 的 方向 ,而 教堂 塔 
下 在 南 28.5° 西 的 方向 。 根 据 海 岸 地 图 , 给 出 距离 |KL| = s=33.25 公 
里 心 17.95 海里 , 并 且 给 出 KL 的 方向 是 北 84.7° 东 惧 海里 =1.852 公 
里 )。 

a) 求 距离 1FK|=z 和 |FL| 一 y( 见 图 11.3-14); 
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b) 如 果 船 以 跟 灯 塔 有 C=4 海 里 7.408 公里 的 距离 通过 灯塔 附 
近 , 则 船 必须 保持 什么 航向 才 行 ? 〈 危 险 半径 的 计算 》 
从 给 出 的 值 4=55.3°, 8=28.5°, y= 二 84.7%, s 二 33.25 公里 ,得 到 
一 9 Ee] yA 9 四 sin 6 二 
6=180°— (gt+7)=40°, se=y—8=56.2°, re 21.49 公 


六 > -ysns \ 儿 心 153 in p= .0 m= 
里 11.6 海 里 ,ys -6 一 27.77 公里 必 15 海 里 ,sin p~ 攻 ,9 


15.47?。 船 的 航向 ， 南 (a 十 g)， 东 , 即 南 70.77" 东 。 
用 三 角 法 确定 高 度 


在 实践 中 ， 在 一 水 平面 上 的 角 要 比 在 垂直 平面 上 的 角 测 量 得 更 为 精 
确 ,其 原因 是 光线 通过 密度 不 同 的 空气 时 要 产生 折射 (不 是 沿 站 线 传播 )。 
除了 这 个 地 球 新 射 以 外 ,在 距离 超过 200 米 时 还 必须 考虑 地 球 的 曲率 。 

经 纬 仪 的 原理 结构 图 ”经纬仪 是 在 测量 术 中 用 来 测量 角度 的 仪器 。 
为 特殊 应 用 而 制造 的 许多 仪器 ， 都 是 根据 简 
单 原理 设计 的 。 经 纬 仪 中 有 一 个 垂直 的 中 空 
支 加 85, 跟 三 个 水 准 井 丝 Sc 连 在 一 起 , 放 在 
一 块 基 极 上 ， 了 此 基 极 常常 跟 一 个 三 脚 架 固定 
在 一 起 ( 见 图 11.3-15) ,在 支 轴 hS 上 装 有 一 
个 水 平 圆 盘 D， 在 圆 盘 上 有 一 个 按 送 时 针 方 
向 刻 着 标尺 的 贺 环 ， 电 做 分 度 弧 万 。 旋 标 装 
置 4 是 一 个 可 在 支 轴 上 自由 旋转 的 圆 盘 , 在 
它 的 上 面 有 两 个 直径 相对 (对 径 ) 的 指示 器 ， 
还 装 有 一 个 酒精 水 准 仪 s 工 和 用 以 支撑 望 运 
镜 轴 aT 的 两 个 支承 条 Sp。 望远镜 全 和 用 以 ”图 二 .38-15 经 纬 仪 
测量 高 度 角 的 垂直 贺 了 是 跟 这 个 轴 oz 刚性 (原理 医 ) 
连结 的 。 旋 标 装置 4 靠 水 准 螺 丝 Se 和 酒精 水 准 仪 调 成 水 平 位 置 。 在 一 
个 好 的 经 纬 仪 中 , 旋 标 装置 4 所 绕 着 旋转 的 轴 a 必须 是 重 直 的 。 轴 a7 是 
水 平 的 ,而 望远镜 了 跟 a 了 成 直角 。 通过 初始 测量 我 们 有 方法 来 消除 上 
述 条 件 下 产生 的 很 小 偏差 ( 称 为 校正 ), 或 者 来 确定 这 些 偏差 的 大 小 以 便 
把 它们 在 测量 本 身 中 考虑 进去 。 经 纬 仪 的 质量 主要 取决 于 在 水 平 贺 和 秋 
直 贺 上 两 个 标尺 的 精度 , 以 及 读数 莹 置 请 的 精度 。 有 R 可 以 是 一 个 指示 器、 
游标 器 或 是 显微镜 , 相应 角度 的 读数 精度 ,例如 “分 ”级 或 “ 秘 ” 级 。 为 了 增 
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加 角度 测量 的 精度 , 采用 确定 的 步骤 进行 操作 , 并 重复 读 出 数据 。 望 远 镜 
是 用 来 正确 地 指向 所 要 观察 的 目标 的 ， 只 要 目标 的 象 或 它 的 特征 部 分 跟 
仪器 的 十 字 标 线 (在 最 简单 的 情形 下 , 是 一 条 水 平 线 和 一 条 垂直 线 ) 相 重 
合 。 从 经 纬 仪 的 结构 就 可 以 知道 ,即使 当 瞄 准 的 目标 不 在 同一 高 度 时 , 也 
能 够 测 出 它们 相互 之 间 的 水 平 夹 角 。 水 平 标尺 的 参考 位 置 是 无 关 紧 要 
的 , 因为 总 是 能 从 两 个 读数 之 差 来 得 到 水 平角 度 。 另 一 方面 ,为 了 测量 垂 
直角 , 就 必须 用 酒精 水 准 仪 把 零 参 考 方向 调 到 水 平 位 置 。 
快速 测量 水 平 距离 ” 视 距 测 距 术 的 含义 就 是 快速 测量 。 通 常 已 知 点 
书 的 位 置 和 高 度 就 能 从 经 纬 仪 的 读数 来 确定 整个 一 系列 新 点 的 位 置 和 高 
度 了 ， 例 如 可 以 用 来 研究 建筑 工程 地 基 的 地 貌 。 为 比 巨 的 ， 在 望远镜 中 
有 两 条 水 平 标 线 , 它们 都 平行 于 望远镜 中 的 水 平 十 字 标 线 oo 上 面 的 一 条 
和 下 面 的 一 条 都 分 别 跟 包 相 距 P/2。 一 根 杆 (叫做 水 准 标尺 ) 垂 直 地 
竖 在 要 测量 的 新 点 N， 而 三 根 水 乎 标 线 的 象 标 出 杆 上 的 三 点 Ln, 了 ,Ls 
( 见 图 11.3-16)， 上 面 读数 和 下 面 读数 之 差 一 互 ,是 在 杆 上 的 一 段 长 
度 s。 由 于 映 象 倒置 的 缘故 , 在 水 准 标尺 上 较 大 的 数位 于 顶端 。 在 仪器 
看 到 的 一 段 杆 长 * 具有 视差 角 &, 它 是 由 两 入水 平 标 线 之 间 的 距离 p、 物 
镜 的 焦距 长 了 和 望远镜 里 的 光路 所 决定 -对 水 平 观察 而 言 , 从 经 纬 仪 到 水 
准 标尺 的 水 平 距离 4 能 从 式 子 4= Cs 求 得 ， 式 中 仪器 常数 5 通常 取 整 数 


值 00。 于 是 对 视差 角 * 有 tan ( 立 )}= 忆 =- 霹 。 若 从 望 远 简 忆 到 中 


图 志 .3-16 水 平 观察 时 的 图 世 .3-17 ”倾斜 祝 线 的 快 i 
.快速 测量 水 平 距离 速 测量 水 平 距离 
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间 一 条 读数 线 Zn 的 视线 跟 水 平面 倾斜 成 角 wa ( 见 图 坟 ,3-17), 则 水 平 距 
离 a 可 以 用 下 面 的 三 角 计 算 来 确定 : 


s= |HL| ~|HL,| =a tan (a+t 号 )-tan (a-£)| 


， sin (e+ 号 ) Cos (ec 一 号 )--si (a- 豆 ) Cos (a+ 喜 ) 
= 
8 加 
Cos (e+ 也) cos (名) 


; Sin 8 
一 4 


2 2 人 (2 a nf EY 
C08?2 Cos 本 一 Sin2 w sin 本 


8 . . 8 
COS2 & COs? (3) 一 8in2 w Sin2 G3) 
2 


TS 


_ 8 cossawg 7 ;9 (§) 
人 5 Sin & tan 机 
2 
或 者 4 一 SO oos?a 一 4 sin? go 


过 一 Cs cos? 


h = 下 Cs sin 2a 


最 后 , 因为 和 sin? a 的 值 很 小 , 并 且 C==100, 因此 第 2 项 可 以 忽略 
不 计 ,这 样 就 给 出 水 平 距离 9 一 0s cos? a, 并 从 这 个 近似 值 ,由 h=a tan a 
一 坷 Cs sin 24 立即 给 出 了 高 h 一 | 了 HZ]。 在 点 了 和 太 之 间 的 高 度 差 多 ， 
不 仅 跟 妃 有关， 而且 跟 经 纬 仪 的 高 度 ;和 在 点 人 的 水 准 标尺 的 长 度 
[NL 二 g 有 关 ; 

. dh=it+h—2o 

用 垂直 角 来 计算 高 度 “在 下 列 例子 中 忽略 地 球 折射 这 个 因素 ， 或 者 
是 因为 观察 的 距离 不 超过 200 米 , 或 者 是 因为 在 结果 中 可 以 接受 较 低 的 
精度 (分 米 级 或 者 甚至 码 级 )。 
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水 平 基 线 和 和 直角 。 和 如果 向 着 G 点 的 方向 , 在 地 面 上 可 以 测 出 水 平 
基线 14B|=s 的 长 度 , 并 且 也 测 到 了 以 4 和 卫 为 端点 、 对 着 G 点 的 垂直 
(方位 ) 角 a 和 6B ( 见 图 11.3-18), 那 末 由 正弦 定律 就 可 计算 G 点 的 高 度 


3. =w sin B, 因此 
sin a sin B 


Sin (8 一 四。 


图 于 .3-18 用 三 角 法 确定 高 度 在 过 图 入.3-19 用 三 角 法 确定 高 度 ,在 过 
顶点 的 垂直 平面 中 有 水 平 基线 顶点 的 垂直 平面 中 有 倾斜 基线 

颁 针 基线 。 基 线 1|48B| 二 s 的 倾角 有 在 过 G 点 的 垂直 平面 中 ,而 4 和 

y 是 从 4 积 召 到 引 点 的 竖 向 角 〈 兄 图 11.3-19)。 由 正 弦 定 理 可 以 计算 


出 4 和 9 之 间 的 高 度 差 。 如 设 146| =z, 则 hn=zsin a 其 中 os 人 5， 
se 一 8+ (180* 一 7) 和 oy 一 % 用 代入 法 得 到 | 


sg ne 或 h=s Smty 2 他 。 
基线 趴 视线 成 任意 方向 。 过 @G 点 的 垂直 平面 跟 过 水 平 基 线 14B81I=s 

的 水 平面 相交 于 互 点， 从 端点 4 和 B 测 得 角 广 F4B=7 和 角 六 FB4= 

0, 还 测 得 4 点 到 G 点 的 仰角 8《〈 见 图 霸 .3-20)。 平 面 47G 跟 水 平面 

4B 相互 垂直 。 若 设 14F1=s, 则 h=z tan 5， 这 里 

sind _, Sin 人 8 Sin 人 

sing Sinaf180" 一 (7 十 9)] sin (7 十 6)。 


用 代入 法 得 到 . 
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图 二 .3-20 用 三 角 法 确定 高 图 11.3-21 用 三 角 法 决定 高 
度 ,有 水 平 基线 (但 不 在 过 顶点 度 , 有 倾斜 基线 (但 不 在 过 项 点 
的 垂直 平面 中 ) 的 垂 喜平 面 中 ) 

SinG tan 8 
Sin(y 十 86) 

如 果 基线 14B1=* 跟 水 平面 倾斜 成 角 61, 并 且 了 3 点 在 4 点 上 面 ( 见 
图 11.3-21); 如 果 从 和 4 点 各 点 测 得 G 点 跟 基 线 之 间 的 水 平角 分 别 是 a 
和 8B, 并 且 从 4 点 各 点 测 得 G 点 的 竖 向 角 分 别 是 s1 和 2, 则 问题 就 能 
归结 成 已 经 解 过 的 类 型 之 一 。 三 角形 4 阳 B" 在 过 4 的 水 平面 中 。 其 中 边 
3 一 seos el 而 角 a 和 是 已 知 的 。 由 正弦 定理 推出 os -apne gy; 


tol sinB Y 77 bb = 一 六/ 
b=s Snare ° 从 位 于 垂直 平面 的 三 角形 4 如 G 能 得 到 高 . h 一 5》 tan 8 


sinBtans cose1sinBtane 人 、 _ 
一 are CT 有 作为 验算 , 我 们 有 = 有 十 ho, 其 


; ,Sinatan eo cos 81 Sin a tan 82 
hi=s sine ja 一 0 tan £9=5 一 一 一 一 一 一 3 一 一 一 一 一 一 一 一 
中 入 1 和 hs ? sin(at 8) sin(a+B) “ 


测量 学 
测量 学 的 最 终 目的 在 于 把 地 球 表面 上 任何 所 需 确定 的 一 点 国定 下 
来 ， 用 举 标 或 者 地 图 图 形 可 以 达到 这 -~ 目的 。 作 为 第 一 级 近似 ， 把 地 球 
的 表面 看 成 是 一 个 球 画 ， 而 用 经 度 和 和 纬度 9 来 确定 球面 上 每 一 点 的 位 
置 ,也 就 是 说 ,用 过 南北 极 的 大 加 (子午 线 ) 和 纬度 圆 的 交点 来 确定 点 的 位 
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置 。 过 格林 威 治 (Greenwich) 天 文 台 的 子午 线 取 为 零 子午 线 ,而 其 他 所 有 
的 子午 线 , 用 跟 零 子午 线 的 角 距 离 入 来 表示 , 这 里 和 是 在 向 东 的 0 到 
180° 或 在 向 西 的 0° 和 180° 之 间 , 纬度 贺 是 平行 于 赤道 的 小 贺 。 它 们 
离开 赤道 的 距离 9 是 在 子午 线 上 按 角 的 度数 进行 测量 的 ， 其 数值 范围 是 
从 赤道 处 的 0° 到 南北 极 处 的 90°, 分别 给 出 北纬 和 南 纬 的 数值 。 这 些 坐 
标 是 球面 坐标 ,用 天 文 测量 法 来 确定 ,将 在 工 第 I2 章 中 加 以 说 明 。 
高 斯 - 克 吕 格 (Kriiger) 投影 或 者 横向 麦 卡 托 (Mercator) 投影 图 
柱 面 或 圆锥 面 可 以 沿 着 一 条 母线 切 开 并 摊 开 成 平面 ,或 者 叫 作 展 开 成 平 
面 。 在 这 个 过 程 中 , 所 有 的 长 度 、 面积 和 角度 都 保持 不 变 ; 因此 它们 仍 以 
原来 的 真正 大 小 出 现在 地 图 中 。 但 球面 是 不 可 展开 的 。 因 此 ,根据 高 斯 和 
从 前 的 波茨坦 大 地 测量 研究 院 院 长 克 吕 格 (1857~~1923 年 ) 的 意见 , 把 球 
面 二 角形 (子午 线 带 ) 映照 到 一 个 圆 注 面 上 去 , 其 中 球面 二 角形 的 边界 子 
午 线 在 南极 和 北极 处 的 夹 角 是 6"， 而 这 个 圆柱 面 沿 着 球面 二 角形 的 中 间 
子午 线 ( 即 它 跟 这 两 条 边界 子午 线 构成 3" 的 角 ) 跟 球面 相 切 。 图 11.3-22 
近似 地 说 明了 这 些 覆 盖 整 个 地 球 的 带子 是 多 么 狭窄 。 因 此 可 以 理解 这 些 
带 上 的 长 度 和 面积 跟 它 们 真正 的 值 只 有 极 小 的 偏差 。 再 把 圆柱 面 展开 就 
得 到 了 子午 线 带 的 平面 地 图 。 相 切 的 子午 线 记 既 属 于 球面 ， 也 属于 圆柱 
而 , 因此 出 现在 平面 上 的 长 度 就 是 其 真实 长 度 。 在 这 条 子午 线 上 的 一 点 ， 
它 离开 赤道 的 距离 如 果 是 用 张 度 计量 的 角 专 给 出 ， 那 末 它 在 平面 上 对 应 
的 坐标 是 x 一 ,其 中 忆 是 地 球 半 径 。 跟 相 切 子午 线 mw 相交 成 直角 的 大 
加 有 两 个 极点 4t， 4a， 它 们 就 是 圆柱 的 轴 跟 球面 的 交点 。 这 个 大 圆 投影 
到 地 图 上 限 zx 轴 成 直角 ,也 就 是 跟 圆 柱 的 母线 成 直角 ( 见 图 霸 .3-23)。 球 


图 也 .3-22 三 个 连续 的 子午 线 带 图 二 .3-28 高 斯 - 克 吕 格 坐标 
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面 上 一 点 卫 离 开 相 切 子午 线 % 的 距离 用 在 这 些 正 交大 加 上 的 角度 1 来 
度量 ; 其 映 象 点 P 离开 2 轴 就 有 相应 的 距离 4。 从 高 斯 - 克 吕 格 投影 是 
保 角 的 (或 者 说 是 共 形 的 , 参看 II. 第 10 章 ) 这 一 要 求 可 以 得 到 7 和 y 之 
闻 的 关系 ,如果 把 在 球面 上 的 三 角形 喘 照 成 相似 的 三 角形 , 并 且 线 段 的 放 
大 率 在 所 有 方向 上 都 相同 , 则 就 保证 了 映照 的 共 形 性 。 过 点 卫 的 小 圆 名 
跟 所 有 过 极点 41, 4 的 大 圆 相交 成 直角 , 则 把 这 个 小 圆 埃 称 为 关于 极点 
41, 42 的 纬度 圆 , 并 且 具 有 纬度 m。 跟 mw 正 交 的 大 圆 起 着 子午 线 的 作用 ， 
而 相 切 子午 线 m 起 着 赤道 的 作用 ， 因 此 小 圆 的 长 度 是 ;~=2wR cos mn。 另 


一 方面 ,在 圆柱 面 和 平面 上 , 工 一 2rB, 因此 放大 率 是 地 一。 由 共 形 


COS 7 
z oy 娃 困 讲 有 他 二 1 BD —_Qn- 作 
性 质 ， 放大 率 等 于 an® 结果 就 有 an COSn’ 或 者 dy COSn’ 由 积分 
就 得 到 , 
_ Tn 1 下 | 外 
y=In tan(4 十 2) 本 ]g tan (3 十 2)， 
1 1 
一 9. 参 。 
其 中 直人 1 2.3025851 (参看 工 第 2 章 )。 


”北方 图 坟 .3-23 中 画 出 了 在 点 卫 的 一 个 角 7, 这 是 过 北极 y 的 子 
午 线 跟 平 行 于 相 切 子午 线 mw 的 小 图 之 间 的 夹 角 , 这 个 角度 叫 作 子午 线 
的 下 效 角 ， 它 给 出 了 在 点 已 坐标 方 格 北方 和 地 理 北方 之 间 的 伪 差 。 地 理 
北方 (或 者 叫做 真正 北方 ) 是 点 卫 沿 着 子午 线 而 指向 北极 的 方向 。 坐 标 
方 格 北方 是 在 高 斯 - 克 吕 格 平面 上 映 象 点 P' 平行 于 % 轴 的 方向 。 在 球面 
上 , 这 对 应 于 在 三 点 跟 小 圆 不 相 切 的 切线 方向 。 因 此 , 相应 地 可 以 用 不 
同 的 方法 来 确定 一 条 线 的 方向 。 一 条 线 在 其 上 一 点 也 处 的 方位 角 a 就 是 
真正 北方 和 这 条 线 之 间 的 夹 角 ， 从 子午 线 开始 按 顺 时 针 方 向 来 计量 这 个 
角 的 度数 。 而 以 同样 的 方式 计量 坐标 方 格 北方 和 这 条 线 之 间 的 夹 角 叫 作 
方向 角 v, 并 常常 用 这 条 线 上 的 两 点 请 和 Ps 汉 方 向 角 v 表 示 成 v= 
《PiP2), 其 中 (PiP) = (PePi) 土 180?。 为 了 叙述 的 完整 起 见 , 还 应 该 提 
到 有 时 会 使 用 的 第 三 个 北方 , 即 磁 北方 ; 它 跟 真 正 北 方 的 差别 是 由 磁 针 的 
偏差 所 形成 的 。 在 谈 到 一 条 线 的 磁 偏 角 时 ,就 是 关于 磁 北 方 而 言 。 

纬度 和 横 距 在 高 斯 - 克 吕 格 坐 标 系 中 , 2 值 是 沿 着 相 切 子午 线 办 朝 

北 (或 朝 南 ) 进 行 计算 的 ; 2 值 叫 作 纬度 ， 它 给 出 了 它 跟 杰 道 的 真正 距离 。 

9 值 叫 作 横 距 ， 正 的 9 值 表示 点 位 于 相 切 子午 线 ww 的 东 面 。 为 了 避免 负 
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的 4 坐标 ， 相 切 子午 线 或 者 中 间 子 午 线 给 出 的 9 坐标 不 是 0 米 ， 而 是 
500000 米 ; 同时 ,在 球面 上 的 这 些 子午 线 带 用 来 形成 前 面 提 到 的 地 图 , 它 
们 由 在 这 个 数值 前 面 的 特征 数 来 确定 。 相 切 于 3? 子午线 的 特征 值 是 
1(1500000 米 )， 对 9。 子午 线 是 3(23500000 米 )， 对 15。 子午 线 是 3 


《8500000 米 ) 如 此 等 等 于” 位 于 3° 子午 线 东 面 65370 米 的 一 个 点 ， 


其 y 坐标 是 1500000 米 填 65370 米 =1565370 米 ， 这 个 数字 叫 作 真实 
值 。 对 位 于 9° 子午 线 西 面 74250 米 的 一 个 点 , 其 真实 值 是 2500000 米 
一 74250 米 一 2425750 米 。 反 过 来 ,我 们 要 到 其 真实 值 是 4374981 米 和 续 
度 5755899 米 的 一 点 去 , 则 我 们 只 要 洛 着 21° 子午 线 (因为 4.6 一 3=21) 
从 赤道 开始 向 北 走 5755899 米 , 然后 再 沿 归 上 述 方向 垂直 的 方向 ,向 西 直 
500000 米 -374981 米 =125019 米 即 可 。 在 地 形 测量 地 图 中 ， 真 实 值 和 
毕 度 都 只 用 整 公里 来 表示 , 并 把 前 两 个 数 写成 上 标 形式 , 比如 对 前 面 一 个 
例子 ,就 写成 474 和 955。 因为 在 边界 子午 线 附近 长 度 蝴 变 最 大 , 因此 
对 每 一 条 边界 子午 线 的 每 一 边 宽 0.5° 的 带 中 ,我 们 附加 计算 其 中 主要 的 
点 的 坐标 。 这 样 ， 对 于 宽 为 1° 的 带 中 的 点 而 言 (在 纬度 52° 处 这 条 带 大 
约 有 70 公里 宽 ), 每 一 对 坐标 值 对 西 面 和 东 面 的 子午 线 带 都 可 使 用 。 

在 地 形 测量 地 图 和 大 地 测量 学 中 ， 也 有 用 3* 宽 的 带 来 代替 6° 宽 的 
带 的 。 同 样 的 考虑 和 记号 在 这 些 情形 也 仍 适用 , 只 是 特征 数 不 同 而 已 ,对 
相 切 子午 线 3"，6”，9"，…， 71， 其 值 是 上 2, 3，…, 名。 

三 角 测 量 ，” 我 们 只 对 几 个 点 确定 其 地 理 坐标 和 它们 之 间 连 线 的 方位 


图 蕊 .3-24 三 角形 框架 
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角 ,并且 将 其 转换 成 高 斯 - 克 品格 坐标 。 其 他 称 之 为 三 角 点 (TP) 的 特征 
点 ， 是 通过 第 一 级 三 角形 框架 跟 上 述 的 点 连结 了 起 来 , 在 三 角形 框架 中 ， 
几乎 所 有 的 角 都 已 测量 好 。 在 原理 图 中 , 由 北方 六 标志 着 的 4 个 点 的 地 
理 坐 标 是 已 经 确定 好 的 ， 并 且 其 中 任意 两 点 之 间 线 段 的 方位 角 4 也 已 确 
定 〈 见 图 入.3-24)， 这 些 线段 的 长 度 可 以 用 基本 框架 计算 出 来 。 这 框架 
跟 每 一 条 具有 基础 5 的 线段 相连 , 基础 5 在 水 平 的 地 面 上 , 长 度 为 全 公里 
到 10 公里 , 并 且 是 用 长 度 为 给 米 、 张 力 为 5 公斤 (x211 磅 ) 的 自由 悬挂 
因 瓦 合金 线 来 测量 , 具有 极 高 的 精度 , 平均 误差 达到 在 10 公里 中 只 有 8 
砷 米 ,或 者 说 1250000 分 之 一 。 第 一 级 三 角形 框架 的 边 长 平均 为 40 公里 
到 70 公里 ,在 图 中 用 钼 线 表示 。 这 样 ,用 高 斯 - 友 吕 格 坐 标 确定 的 第 一 级 
三 角 点 之 闻 ， 只 要 用 角度 测量 的 方法 就 添加 进 第 二 级 框架 的 点 。 它 的 边 
长 平均 为 20 公里 , 第 三 级 框架 的 边 长 为 5 到 10 公里 , 最 后 , 第 四 级 框架 
的 边 长 为 2 到 5 公里 。 第 一 级 到 第 四 级 三 角 点 用 刻 有 十 字 的 花 岗 石 平台 
来 标志 ， 沉 在 地 底下 ， 并 在 其 上 立 一 个 上 面 带 着 十 字 的 矩形 花 岗 石柱 子 
《 见 图 11.3-25)。 为 了 能 够 从 较 远 的 距离 看 到 TP 并 且 能 对 它 进 行 观察 ， 
因此 在 它 上 面 竖 了 一 个 信号 器 〈 见 图 11.3-26)， 它 同时 也 形成 了 一 个 很 
好 的 保护 ,以 防止 损坏 TP。 三 角形 排 在 一 条 带 上 的 三 角形 框架 叫 作 三 角 
形 链 。 沿 着 地 球 子 午 线 排列 的 三 角形 链 曾 用 来 确定 地 球 的 形状 。 由 于 雷 
达 和 其 他 借助 于 电磁 波 的 具有 较 高 精度 的 测 距 方法 的 发 展 ， 用 三 边 形 来 


Li 


fat 
图 二 .3-25 三 角 点 图 坟 .8-26 信号 器 


444 第 工 章 平面 三 角 学 . 


代 蔡 三 角形 已 经 成 为 可 能 的 了 。 如 果 说 迄今 为 止 ， 天 文学 家 一 直 用 测量 
地 球 上 至 多 为 地 球 直径 的 两 个 地 方 的 角度 来 确定 从 地 球 到 行星 通常 是 金 
星 的 距离 , 那 末 , 现在 天 文学 家 就 可 以 用 雷达 信号 通过 这 段 路 程 的 时 间 来 
确定 这 些 距离 了 。 这 种 测量 的 目的 是 为 了 比 以 前 更 为 精确 地 确定 天 文 单 
位 即 地 球 和 太阳 之 间 的 距离 。 

地 阶 标志 系统 ”从 一 系列 同心 球 的 球 心 发 出 的 两 条 直线 跟 每 一 个 球 
面相 交 于 两 个 点 ,很 明显 , 球 的 半径 越 大 , 连接 对 应 交点 的 线段 也 就 越 长 。 
从 这 个 几何 事实 可 以 得 出 ， 如 有 两 条 分 别 基 挂 在 两 个 很 深 的 矿 并 中 的 铅 
垂 线 ， 在 不 同 的 测量 高 度 所 测 得 的 它们 之 间 的 距离 是 不 同 的 。 由 于 在 高 
山上 两 个 地 球 半径 之 间 的 距离 要 比 在 海平 面 上 的 大 , 所 以 , 在 测量 术 中 ， 
必须 在 同一 高 度 , 比如 说 在 海平 面 上 , 来 计算 所 有 的 长 度 。 因 此 , 必须 测 
量 每 一 测量 点 离 零 平面 上 的 高 度 。 为 此 目的 ， 就 要 确定 高 度 已 知 的 点 
所 构成 的 网 络 ， 此 网 络 称 之 为 地 阶 标志 。 英 国 及 爱尔兰 正式 地 图 的 数据 
是 由 “在 利物浦 处 的 近似 平均 水 平面 ” 所 确定 的 , 并 且 在 那个 测量 的 地 图 
上 所 有 的 水 乎 线 都 是 在 这 个 数据 上 的 高 度 值 。 

为 了 测量 高 度 之 差 ， 使 用 称 之 为 水 准 仪 的 仪器 。 水 准 仪 的 望远镜 轴 
必须 恰好 跟 灵 教 酒精 水 准 仪 的 轴 相 平行 , 从 而 平行 于 水 平面 。 在 束 点 重 
直 地 立 着 一 根 水 准 标尺 5,， 在 六 点 垂直 地 立 着 男 一 根 水 准 标 尺 工 ,, 然 
后 在 望远镜 里 向 后 读 出 也 上 的 读数 , 向 前 读 出 ZL 上 的 读数 ( 见 图 
11.3-27)。 于 是 这 两 个 读数 之 间 的 差 ?一 4 一 4 就 测 出 了 了 比 R 要 高 出 


图 11.3-27 几何 水 准 测 量 


多 少 。 在 水 准 标尺 上 读 出 的 数 是 分 米 ,或 者 用 估计 法 , 或 者 测 出 在 平行 滑 
板 上 的 偏差 能 得 到 毫米 级 的 数值 。 在 图 1.3-27 的 下 半 部 分 ， 指 出 了 用 
水 准 仪 进行 的 一 个 测量 链 , 因此 在 每 一 个 中 间 点 , 比如 D, 既 可 以 得 到 一 
个 向 后 读数 , 例如 从 来 读 ; 还 可 以 在 移动 水 准 仪 后 , 例如 从 CO 移 到 万 ， 
在 妞 得 到 一 个 向 前 读数 。 把 它们 的 差 值 4 进行 代数 加 法 , 就 得 到 4 和 也 
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之 间 的 高 度 差 。 这 样 的 一 个 链 就 叫 水 准 测 量 ， 如 果 重 复 进 行 测量 就 叫 作 
双重 水 准 测量 。 使 用 好 的 水 准 仪 ， 那 末 在 长 1 公里 的 范围 内 双重 水 准 测 
量 的 误差 是 土 0.4 毫米 。 

新 点 的 确定 ”已 知 坐标 位 置 的 点 , 例如 三 角 点 , 叫 作 固定 点 , 而 要 确 
定 其 位 置 的 点 叫 作 新 点 。 

向 前 截取 ”已 知 两 个 固定 点 本 和 Fs 之 间 的 距离 是 s, 要 用 角度 测 
量 来 确定 一 个 新 点 六 的 位 置 
( 见 图 11.3-28)。 如 果 经 纬 仪 
只 能 放 在 固定 点 上 ， 则 我 们 称 RR 
之 为 向 前 截取 。 如 果 只 有 其 中 
一 个 国定 点 可 接近 ， 而 从 新 点 
上 也 能 进行 角度 测量 ， 则 此 过 
程 就 叫 作 侧 向 项 取 。 当 然 通 常 
总 是 想 把 三 角形 FiFzN 中 的 
三 个 角 都 测量 一 次 ， 以 便 用 角 


度 和 来 验算 角度 观察 的 结果 。 
在 几何 学 上 , 已 知 三 角形 图 11.8-28 向 前 截取 , z 的 方向 
FF2N 的 一 条 边 和 三 个 角 ， 则 是 坐标 方 格 北方 


其 余 的 两 条 边 sr: 和 ss 可 以 用 正 张 定律 来 计算 : 
sin o Sas sin(360°— 8B') 
Siny ” Siny 四 

在 地 理学 上 , 固定 点 丽 和 Fs 的 位 置 是 由 它们 的 纬度 vw1, x2 和 真实 
值 所,Ya 给 出 的 ,在 直角 三 角形 五 FiFs 中 ( 见 图 11.3-28), 方 向 角 (F1F2) 
和 线段 本 Fs 的 长 度 能 从 坐标 之 差 yp 一 如 和 x2 一 x1 计算 得 到 ,方向 角 从 
坐标 方 格 北方 以 顺 时 针 方向 计算 。 在 三 角形 FaNHs 和 FiHiN 中 , 使 用 
已 经 计算 得 到 的 边 长 st 和 sz, 能够 确定 坐标 位 置 之 差 dy1, 4v1, 4xza dy2， 
再 加 上 了 瑟 或 的 坐标 值 就 给 出 了 六 的 坐标 值 。 作 为 验算 ,新 点 的 坐标 
位 置 计算 两 次 。 

【 例 】 已 知 x1=2524950.98, = 二 5711619.35 和 za 一 2525616.57， 
yo 一 5710664.,92, 而 由 给 定 的 线段 s 测 出 新 点 N 的 角度 a= 二 61°13'33” 和 
B'= 328°32'15"。 

1. 角 Y=180° 一 a 一 (360° 一 B8'), 6 二 360° 一 B' 二 31°27'45", 


S1 一 3 
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y=87°18'42", 
2. 方向 角 (FiF2); 


tan (Fi a) 一 EA i 
Ta 


一 和 了 


FF TT YY 
1 2 FF) Sn(m hy)’ 
Ya—i= —954.43 
za— mi— + 6065.59 


(Fi1Fo) = 304°53'24", 6=34°5324", 
tan( FiF2) 一 一 Cot 6, 
Cos(F1Fy) =sin 6, sin(F1F,) = —co0s6, 
FiFs=1163.6。 
3. 边 5 和 ss 的 长 度 : 


st 一 | PiF,| 二 =|FaN|, s1=1021.0=| FN|, 


es —|FIN|, s2=608.9= |FiN 


52= |F1F,| 


4 从 丙 到 新 点 ; 
(FIN)= (FiF») +o, 
Zw—z1= |FIN|ceos(FIN) = Ar1, 
yx ~—Yyi= |FIN|sinCFIN) = Ays, 
(FIN)=366°06'57" =6°06'57", 
4m=+604.53, dyn= +64.78, 
zy =225555.51, yy =5"11684.13, 
5， 从 天 到 新 点 : 
CFoN) = (FF1) + B’, 
Tw—Xa= |FoN|cos(F2N) = A472, 
Ys —yYya= |FaN |sin (FoN) = 4ys, 
(Fah) ~—124°53'24", 
(FoN) =453°25'39" =93°25'39", 
da= —61.04, dya= +1019.21, 
ry=2525555.53, yx =5711684.13。 
向 后 截取 。 如果 给 出 三 个 固定 点 及 ,Fo,，Fs, 并 且 只 能 从 新 点 殖 进 


|。 
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行 观察 ( 见 图 卉 .3-29), 则 称 比 为 向 后 截取 。 选 取 新 点 妇 必须 使 它 不 在 
三 角形 FiFoFs 的 外 接 国 上 。 如 果 六 位 于 这 个 三 角形 所 FoFs 的 内 部 ,就 
能 得 到 最 精确 的 结果 。 设 通过 计算 得 到 三 角形 FIF2Fs 的 三 个 角 , 在 总 


图 11.3-29 ”向 后 裁 取 


是 91, 在 是 Vo, 在 Fs 是 gs。 又 设 从 碎 测 得 的 角度 是 立 FoNFs=v1 
FoNF=v2, FNF~vso 从 给 定 的 三 角形 的 重心 5 的 坐标 sc 一 


2Z1 十 22 十 3 
一 


Sy 一 菇 一 多 + 各, 提出 了 一 种 便于 机 器 计算 的 解法 。 在 这 些 


公式 中 ,顶点 关于 中 线 有 相同 的 重量 。 如 果 给 这 些 顶点 不 同 的 重量 91 
92，98， 这 就 给 出 了 过 这 些 顶点 不 同 的 横断 线 ， 如果 某 些 重 量 值 是 负 的 ， 
那 末 这 些 横断 线 可 以 位 于 三 角形 的 外 面 。 于 是 , 这 些 横 断 线 交点 叉 的 坐 
标 是 
ZXIT+T9g2za 十 9azs ,91Y1+92Y2 + GaYys 。 
包 十 ga 十 gs gi+92+93 

从 力学 概念 可 以 得 到 在 各 顶点 的 重量 值 , 此 力学 概念 就 是 : 设 过 一 个 
顶点 有 一 条 横断 线 , 则 其 他 两 个 顶点 关于 这 条 横断 线 的 力 距 必须 相等 , 设 
G 是 横断 线 FsV 跟 外 接 图 的 交点 , 而 G1 和 Gs 分 别 是 从 所 和 了 2 向 这 条 


2 


横断 线 FN 作 垂 线 的 重 足 ， 那 末 项 点 下 和 rs 关于 a 困 的 力 距 是 相等 
的 ; 

因由 91h1 = 92h3 

或 老 9 = ha = ha ja 

或 者 gh TEN TaNT? 
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其 中， 如 hb 1 
“ 1GXT 1GGTTTICGN| GGal /hot [GaN|/ha 
-1 _ 
cot ?1 一 cot vi ? 
h1 hi 1 


[ONT GG +IGN] |G/ t+ GANT/ 
1 


~ cot ga—cot va ° 
用 循环 置换 法 和 代入 法 , 得 到 : 
1 
eot 91 一 cot v1 Cot ps— cot ys“ ”cot9s 一 cot y3 
因为 任何 比例 因子 不 影响 新 点 的 坐标 ， 因 此 可 以 将 此 比例 因子 取 为 
Je 于 是 各 点 的 重量 是 : 

1 1 加 1 
tr’ 9 tp tm’ 9 cotpe ootva® 
从 固定 点 有 加, 2，Fs 的 坐标 (参看 向 前 截取 ) ,得 到 : 

1 一 2524950.98， zz 一 2525616.57, 和 一 2525555.51， 


91 二 


仙 =5711619.35， 力 一 5710664.92， 护 一 5711684.14。 
(FF,) =304°53’24", (FoFs) + pa= (FoF), (FsF's) =93°25'39", 
(FsF') +9s= (FasF2), (FasF1) =186°06'57", (F1F2) +91= (FIFs)。 


计算 得 到 的 余 了 切 测量 得 到 的 余 切 
a= 31°27/457 1.63425 2 一 153?12122// 一 1.98019 
93 一 87?18'427 0.0469547 v8—97°20'08” —0.128734 
qi= 61°18/38” 0.549176 v1=—109°27/30” 一 0.353300 

180°00’00” 360?00'00" 


这 几 个 重量 的 数值 就 是 处 =1.10806, gs=0.27667, gs 一 0.74946, 
从 而 新 点 的 坐标 是 2 二 2525249.55, y=5711518.37。 

在 确定 船只 和 飞机 自身 的 位 置 时 ,向 后 截取 具有 特别 重要 的 意义 。 

汉 森 (Hansen) 问题 。 如 果 给 出 两 个 不 可 接近 的 固定 点 而 和 机 的 
位 置 ， 例 如 两 座 塔 的 项 ， 那 末 就 能 确定 两 个 新 点 Ni 和 Ws 的 位 置 , 其 中 
假定 从 两 个 新 点 中 的 每 一 个 都 能 观察 到 另 一 个 新 点 和 两 个 固定 点 ( 见 图 
卫 .3-30)。 用 图 11,3-30 中 的 记号 , 假定 可 以 计算 得 到 角 ? 和 小 , 那 末 可 
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(NeP,) 
图 了 妇 .3-30 ” 汉 表 问题 


以 用 正弦 定律 得 到 解 。 因 为 在 三 角形 NiN2S 和 五 FS 中 角 p 是 相等 的 ， 
2 十 山 _a+y 
因此 : 3 一 一 了 一 8lo 
使 用 一 个 辅助 角 , 可 用 下 列 方 法 求 得 所 需要 角 的 差 值 的 二 分 之 一 
AFFoNy INFil=s es; ; 
AFINoN: INiNs| =|NF,! 人 
-ss 二 8 二 Y)smn 风 . 
sinBsiny ” 
人 琴瑟 No，| Za| 一 5 全 


SinG: 


APNsNy: INiNal= |Napsl ECHY 二 9 

加 SS 十 Y 士 D)sin 9 ， 

本 Snasne  ; 
sing _ sinasiné sin(at+B+Yy) 
sin sinBsinysin(at+y+6) 

辅助 角 n 除了 相差 180° 的 某 一 信 数 之 外 是 完全 确定 的 。 用 加 减法 
和 应 用 三 角 关 系 , 并 记 住 cot 45° =1, 得到: 
sinpg—siny _ cotn—1 
sing+sin cotn+l’ 


一 cot yo 


/9 十 由 \ /2 一 站 
2c0s\ 3 )sin( 2 ) _ oot 45° cot 9—1 
2sin (93 ) os (23") ot Soot 455 
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tan (2 一 tan (2 cot(45° +), 


因此 信 (2 时) 一 es 为 已 知 。 于 是 9 一 ai 十 ez 由 ~ ea 一 sa。 结果 就 能 计 
算得 到 线 跋 | 所 和 Ni|，| 和 NiNo|, 和 1N2F21。 对 于 方向 角 , 我们 得 到 , 
. (FiN2) 一 (TaFa) 十 9， 
(NaF1) = (FIN») +180°, 
CNaF2) = (NaF1) +6, 
(NaND) = (N21) 一 ?， 
(FoN1) = (FoP1) 一 由 
CNiFy) = (FoNi) +180°, 
(CN1F1) = (Ni1F2) —B, 
(NiN2) = (Ni1Fs) 二 ao 
从 方向 角 和 长 度 , 能 求 得 坐标 差 (参看 前 向 截取 )， 从 而 求 得 点 本 -> 
和 一 Na> 本 的 一 系列 坐标 值 ,对 到 的 坐标 必须 给 出 已 知 的 值 。 
多 角形 弧 ”除了 已 经 用 三 角 法 确定 好 的 点 外 ， 用 测量 线 股 和 角度 就 
能 计算 更 远 的 点 的 坐标 。 如 果 Pi, Pz, Ps,…, Pn 是 在 已 知 点 Pi 开始 的 
多 角形 级 的 顶点 ， 则 用 测量 带 测 得 线段 51= |P1Psl, ss==|PoPs| 等 等 的 
长 度 , 并 且 测 得 在 每 一 点 的 偏离 角 Bl，B2, …。 这 个 角度 就 是 在 前 面 一 条 
线段 方向 和 后 面 紧 接 着 的 一 条 线段 方向 之 间 的 差 ， 测 量 是 按 顾 时 针 方向 
进行 的 ( 见 图 11.3-31)。 在 Pi 点 处 的 第 一 次 测量 是 把 对 着 另 一 个 辐 定 


汉 


i 


图 11.3-31 多 角形 弧 
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点 的 方向 取 作 为 前 一 线 眉 的 方向 。 根 据 Pi 点 测 得 的 偏离 角 , 就 把 多 
角形 强 连 结 到 已 知 方向 。 如 果 最 后 一 个 点 Ps 的 坐标 是 已 知 的 , 并 且 从 
PP 能 够 看 到 另 一 固定 点 fa, 那 末 , 多 角形 弧 的 测量 精度 能 够 大 大 地 提 
高 ， 这 时 多 角形 强 就 跟 两 个 给 定 的 方向 (FiP1) 和 (PnF2) 相连 结 。 然 后 
把 方向 角 相 加 就 能 算出 偏差 角 了 ， 

(Pi1F1) = (FIP1) +180°, -> (PiPs) = (PiF1) +By, 

(PaP1) = (PiP2) +180°, ~> (PaPs) = (PoP1) + Bs, 
等 等 。 由 极 坐 标 《PiPis1), s; 变换 成 入 卡尔 坐标 就 给 出 了 在 点 忆 ; 和 点 
Pit1 之 间 坐 标 差 x; 和 4yi; 例如 ， 

Lr1=z2~ KX1= | PiP | =s1 cos(PiP;) 
和 d=y2—h= | PP2| =s1 sin(P1P2), 
坐标 差 的 符号 跟 方 向 角 的 大 小 有 关 ; 在 图 中 , 这 些 方向 角 记 作 z= 

《PiPisl); V1 一 《PiP2) 位 于 第 一 象限 ,v2 一 (PzPs) 和 v= (PaPo) 位 于 第 二 . 
象限 ; 这 样 , hz 是 正 的 , 但 是 4zs 和 4zs 是 负 的 。 
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13.1 大 图 、 小 辕 和 球面 二 一 般 球面 三 角形 的 
角形 452 本 问题 eneia。 461 
12.2 球面 三 角形 …………… 454 直角 球面 三 角形 …………… 469 
解 一 般 球面 三 角形 的 12.8 球面 三 角 学 的 应 用 ……473 
主要 定理 pe 457 数学 地 理学 ……………… 473 
球面 天 文学 enets。 482 


顾名思义 ， 球 面 三 角 学 是 与 求解 在 球面 上 的 三 角形 有 关 的 学 科 ， 它 
是 从 天 文学 和 航海 学 中 发 展 起 来 的 。 它 把 天 球 及 地 球 表面 当 作 球面 来 考 
虑 ， 其 任务 是 决定 球面 上 点 的 位 置 、 点 与 点 之 闻 的 距离 以 及 球面 上 的 角 
度 。 从 天 体 测量 也 得 到 了 在 测量 学 中 很 重要 的 高 斯 - 克 品格 坐标 。 


12.1 大 加 ,小 贺 和 球面 二 角形 


过 球 心 的 任 一 直线 跟 球面 相交 于 一 条 直径 的 两 个 端点 , 其 长 度 是 
球 半 径 的 两 倍 。 跟 直径 垂直 、 并 且 跟 球 心 1 的 距离 是 1 (小 于 已) 的 任 一 
平面 ， 跟 球面 的 交 线 是 一 个 半径 为 = V 束 一 玉 的 圆 。 如 果 点 2 在 这 个 
平面 上 , 那 末 其 交 线 是 一 个 半径 += 有 的 大 
圆 。 对 1~ 忆 ,得 到 球面 的 殷 乎 画 , 因 为 7=0， 
因此 这 个 平面 跟 球 面 只 有 一 个 公共 点 。 
球面 上 的 两 点 4 和 如 不 位 于 同一 直径 
上 ,过 这 两 点 可 以 作出 一 素平 面 ,而 这 一 东平 
面 跟 球面 相交 成 一 束 圈 ( 见 图 12.1-1)。 在 
这 些 圆 中 间 有 一 个 最 小 的 圆 , 4B 是 这 个 留 的 
直径 ,并且 还 有 一 个 最 大 的 圆 ,其 圆心 就 是 球 
图 12.1-1 过 球面 上 两 。 心 。 这 个 唯一 的 、 半 径 等 于 球 半径 的 图 时 作 
点 4 入 的 加 大 国 ; 而 所 有 其 他 的 贺 叫 作 小 园 。 如 果 这 个 
平面 来 的 所 有 平面 跟 平面 上 的 截 线 加 一 起 , 绕 着 过 4 和 BB 的 直线 旋转 


4 
1 
' 
1 
1 
1 
1 
4 
‘ 
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到 大 圆 所 在 的 平面 上 去 , 结果 就 得 到 了 一 族 过 4 和 的 共 轴 贺 。 很 明 
显 , 在 其 中 每 一 个 圆 中 , 当 加 的 半径 7 越 大 时 , 劣 弧 好 之 长 越 短 ; 而 当 半 
径 ”= 六 时 ， 劣 弧 女 的 长 度 具有 最 小 值 。 用 微分 几何 能 够 证 明 大 圈 上 
的 劣 弧 4 娘 不 仅 是 连结 4 和 B 的 最 短 的 贺 弧 , 而 且 是 在 球面 上 连结 4 和 
也 的 所 有 曲线 中 最 短 的 曲线 。 它 是 测 地 线 的 一 部 分 。 

大 加 ”所 有 球面 上 点 与 点 之 间 的 距离 都 是 沿 着 大 加 上 的 弧 进 行 量度 
的 。 在 学 径 足 够 大 的 球 上 ， 这 些 距离 将 任意 接近 于 沿 着 直线 量度 的 欧 几 
里 得 距离 。 根 据 平面 几何 定理 , 在 点 4 和 B 之 间 大 加 上 的 弧 4 念 的 长 度 
由 半径 互 的 大 小 以 及 对 着 这 条 弧 的 圆心 角 大 小 所 决定 。 圆 心 角 的 大 小 
或 者 用 弧度 给 出 或 者 用 度数 给 出 , 常用 小 写 的 拉丁 字母 来 表示 , 例如 用 4 
或 者 ae 来 表示 。 


大 圆 弧 AB=Ra=nRa’/180° | 


设 两 个 大 贺 相 交 于 两 点 4 和 B, 则 它们 一 定 是 一 条 直径 的 两 个 端点 , 设 一 
条 直线 通过 球 心 跟 球面 相交 于 两 点 , 则 把 这 两 点 巴 作 对 径 点 ， 或 者 叫板 。 
洲 大 加 所 在 的 平面 垂直 于 直线 4B, 那 末 这 个 大 贺 叫 作 4 (或 者 B) 的 极 
国 。 如 果 用 一 种 确定 的 意义 来 画 极 圆 ,就 能 区 分 左手 极 还 是 右手 极 。 
每 一 个 垂直 于 直径 4 的 平面 ( 见 图 12.1-2) 与 过 4 和 B 的 两 个 大 
回 所 在 的 每 一 个 平面 相交 于 一 条 直线 ， 而 在 这 两 条 直线 之 间 的 夹 角 a 就 
是 这 两 个 平面 之 间 的 夹 角 。 在 极点 跟 两 个 大 圆 相 切 的 切线 也 都 和 直径 


图 12.1-3 两 个 大 圆 之 间 的 交 图 12.1-3 球面 贺 , 纬 加 
角 , 了 是 切 平面 
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4 垂直 , 并 且 它 们 之 间 的 夹 角 也 等 于 wa。 这 就 是 两 个 大 图 之 间 的 天 角 a。 
球面 圆 ”在 球面 上 跟 点 了 距离 相等 的 所 有 的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 , 这 
个 贺 就 叫 作 球 面 贺 。 其 中 距离 是 沿 着 过 卫 点 的 大 圆 进行 测量 的 ， 而 这 个 
保持 不 变 的 球面 距离 叫 作 它 的 球面 半径 ， 点 也 就 电 作 它 的 球面 中 心 或 者 
叫 作 极 ; 例如 所 有 纬度 为 的 纬 圆 就 是 球面 圆 。 它 们 的 球面 半径 是 
90" 一 2 极 就 是 它们 的 球面 中 心 。 而 在 以 极为 球面 中 心 的 球面 圆 中 间 ， 
. 最 大 的 球面 贺 是 球面 半径 为 m/2 或 90° 的 球面 圆 ,但 所 有 其 他 的 球面 贺 
都 是 小 圆 ， 它 们 是 球面 跟 这 样 一 种 平面 的 交 线 ， 这 种 平面 平行 于 极 圆 平 
面 。 如 果 一 个 圆 的 球面 半径 是 *"， 而 球 的 半径 是 RR( 见 图 12.1~3), 那 末 
在 截 平面 上 这 个 加 的 半径 就 是 p= 及 cos(90” 一 r”), 而 圆周 长 是 2%p= 
2r8R eos(90° 一 r+?)。 这 样 , 纬 加 的 周 长 就 是 2rp=2mr 尺 cos gp。 
球面 二 角形 ”两 个 大 圆 总 有 一 对 公共 的 对 径 点 ， 并 且 把 球面 分 成 四 
个 球面 二 角形 。 每 一 个 球面 二 角形 都 有 两 条 相等 的 边 , 其 大 小 为 s =180” 
(或 w 弧度 )。 它 的 面积 大 小 跟 两 个 大 圆 的 夹 角 a 有 关 。 高 斯 - 克 吕 格 投影 
所 使 用 的 球面 二 角形 具有 6° 的 夹 角 , 夹 角 为 90° (或 45/2) 的 球面 二 角 
形 面 积 4o 是 球 表面 积 的 四 分 之 一 ， 因 此 是 wR2。 按 照 比 例 法 则 ,， 夹 角 为 
a° (或 者 2 ) 的 球面 二 角形 面积 等 于 4=R2a"/90” (或 者 2826)。 这 
样 ， 高 斯 - 克 吕 格子 午 线 带 的 表面 积 是 4 一 5R2.6*/90 "一 mrR2/15= 
8501665 平方 公里 (如 果 瑟 取 作 6371.221 公里 )。 


12.2 球面 三 角形 


如 果 球 面 上 的 三 点 4, B, C 是 这 样 的 ， 它 们 之 中 没有 两 点 形成 一 组 
对 径 点 ， 并 且 这 三 点 也 不 在 同一 个 大 加 上 ， 那 末 这 三 点 就 确定 了 三 个 大 
圆 , 其 中 每 一 个 大 圆 过 其 中 两 点 ,而 且 成 对 地 相交 于 三 点 入 B, 0, 这 三 
点 就 是 给 定 三 点 的 对 径 点 。 这 三 个 圆 把 球面 分 成 八 个 部 分 ， 每 一 个 部 分 
由 长 度 小 于 «的 三 个 大 圆 弧 所 围 成 《 见 图 12.2-1)。 这 些 区 域 叫 作 球面 
三 角形 , 有 时 也 可 特别 地 叫 作 欧 拉 三 角形 ,以 与 边 长 可 能 大 于 严 的 球面 三 
角形 相 区 别 ， 例 如 在 图 12.2-1 中 , 要 与 由 边 4B, BO 和 C404 所 构成 的 
三 角形 相 区 别 。 这 个 由 大 圆 张 C4C4 所 围 成 的 非 欧 拉 三 角形 就 是 半球 
与 殉 拉 三 角形 4BC 之 差 。 由 于 这 个 原因 , 在 这 里 只 考虑 欧 拉 三 角形 。 三 
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极 三 角形 ”对 应 于 每 一 个 球面 三 角形 4BC, 从 它 的 球 心 到 到 它 的 
三 个 顶点 4 B, CO, 可 以 作出 〈 长 为 五 的 ) 三 个 向 量 4,，B, C， 由 此 也 就 
决定 了 一 个 立体 三 面 角 《有 时 简称 为 三 面 角 )。 有 一 列 同 心 球 , 它们 有 不 
同 的 半径 和 同一 个 球 心 用 , 由 向 量 4, B, C 决定 的 射线 跟 这 些 球面 相交 
形成 了 一 系列 相似 球面 三 角形 ， 显 然 边 角 关 系 是 不 变 的 。 因 此 可 以 假定 
向 量 的 长 度 为 1。 现在 , 设 Ps, Ps, 已 是 从 三 面 角 内 部 的 一 点 卫 向 它 的 
三 个 边界 平面 作 垂 线 的 垂 足 。 这 些 
垂 线 决 定 了 给 定 的 三 面 角 的 极 三 面 
立体 角 。 它 的 侧面 角 大 小 由 角 
2 & 和 % 来 度量 : 宁 PoPP。 = 2 
立 P,PP, 一 9， 立 P,PP, 一 b ( 见 图 
12.2-2)。 比 如 说 , 侧面 PP。BP。 跟 
原来 的 三 面 角 的 侧面 MBC 和 M4B 
垂直 ， 因 此 也 就 跟 它们 的 交 线 BB 垂 
直 。 角 PoBP。 就 是 侧面 4 和 c 之 
闻 的 夹 角 B。 因 此 , 在 四 边 形 
PP,BP, 中 ,得 到 5+B=180", 这 是 
图 12.2-2 三 面 角 W4BC 的 极 因为 其 他 两 个 角 都 是 直角 的 缘故 。 
三 面 立体 角 PPoPoPc 同样 能 够 得 到 c++7Y=180° 和 4 十 
4 一 180°。 如 果 在 极 三 面 立 体 角 中 选 一 点 , 为 了 简单 起 见 就 取 为 点 履 , 那 
末 , 向量 4, B, C 就 是 从 点 M 到 极 三 面 立 体 角 的 侧面 %, 5, ¢ 的 垂 线 ,而 
所, B,C 就 是 这 些 垂 线 的 垂 足 。 这 样 , 原来 的 三 面 角 用 4BC 就 是 它 的 极 
三 面 立 体 角 的 极 三 面 立 体 角 。 它 的 侧面 be 分 别 垂直 于 线 PP。 
PP,, PP。。 极 三 面 立体 角 的 角 g, B, 7 分 别 包含 在 有 两 个 直角 的 四 边 形 
MBP,O, MOP,A, MAP,B 中 (= BP,O, 万 一 六 DPI 7= AP.B), 
这 样 4+4=180°, B+5=180°, Y+c=180°%， 这 是 因为 在 每 一 种 场合 下 
其 他 两 个 角 都 是 直角 的 缘故 。 


三 面 角 与 其 极 三 面 立体 角 之 闻 的 边 、 角 关系 


a+a=180°, b+B=180°,， 6+y=180? 
a+a=]180°, B+b=180°, y+c=180° 
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如 果 任意 选择 的 这 点 了 向 点 戏 靠近 , 那 末 PPs,PP。, PP。 分别 变 成 过 
球 心 邓 的 侧面 4, b,c 的 垂 线 , 每 一 根 线 与 球面 相交 于 两 个 对 径 点 。 按 
照 下 列 意义 4->B,， B->0, 0->4 来 描 给 定 的 三 角形 48B0, 那 末 点 4， 
B', 0' 是 给 定 三 角形 480 边 的 左手 极 。 然后 球面 三 角形 4B'O' 就 叫 作 
给 定 球面 三 角形 4BC 的 极 三 角形 ; 两 个 三 角形 之 闻 的 边 角 关系 如 上 ( 见 
图 12.2-3)。 


图 12.2-3 球面 三 角形 ,三 面 角 ， 图 了 2.23-4 球面 三 角形 的 
极 三 角形 和 极 三 面 立 体 角 向 量 表示 
解 一 般 球面 三 角形 的 主要 定理 


边 的 余弦 定理 和 角 的 余弦 定理 ”有 一 个 球 心 在 队 半径 为 1 的 球 ,向 
量 4, B,C 以 下 为 始点 , 它们 的 终点 构成 了 球面 三 角形 4B0, 设 14|= 
1B|=1C1=1 4.B=oos co B.C=cosa, OC:4=c0sb。 再 设 ti0, taB; 
tg4s tpo; tos; to4 是 长 度 为 1 的 单位 向 量 , 并 且 在 顶点 4, B,C 与 大 图 
相 切 。 每 一 对 切线 确定 了 一 个 切 平面 ， 在 此 切 平面 上 可 以 测 得 对 应 的 球 
面 三 角形 的 角 : 

Sin a 一 |t46Xt4ol，Sin B=|tpoX toal|, siny 一 |tosXtos|。 

边 5 一 40 是 以 它 的 真实 大 小 画 在 图 12.2-4 中 的 ,而 过 to 和 婚 的 切 平 
面 与 图 纸 平 面 垂直 。 如 果 这 个 平面 绕 着 tso 转 到 切 平面 上 , 使 t 角 与 t48 
重合 , 那 末 tao 和 娩 之 间 夹 角 ao) 的 大 小 就 与 角 w 的 真实 大 小 相等 。 在 
过 两 个 向 量 的 平面 中 , 例如 在 过 向 量 4 和 @C 的 平面 中 , 在 一 点 4 处 的 切 
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线 tac 限 另 一 个 向 量 C 的 延长 线 相 交 于 Bi。 在 图 12.2-4 中 , 三 角形 
4MEI1 位 于 图 纸 平面 中 ， 利 用 铺面 点 五 :和 平行 线 截 距 定 理 ， 得 到 
IMH1| _ |M4| 


-一下 二 其 中 MH = 万, 和 14H4| ~tanb。 根 据 向 是 加 
二 er tsotanb— Te 
一 4。 类 似 地 在 过 4 和 B 的 平面 中 , 可 得 tus tan c= 上 一 一 4。 根据 丙 


个 等 式 左边 向 量 的 数量 积 和 右边 商量 的 数量 积 相等 ,得 出 : 


(ts0'ta8)tan btan c= C:B + A.A4— C:A BB: B84 


cos bcosc Cosb coso” 
cosa cosb Cosc 
cosatanb tanc= -一 一 一 一 十 工 一 一 3 
cosbeosc cosb cosc 


cos a sin b sin c=C0s 0 — cosb oos co 


用 轮换 字母 的 办 法 可 以 得 到 边 的 余弦 定律 ， 当 边 和 人 角 小 于 w( 或 者 180°) 
时 成 立 。 


边 的 余弦 定律 


cos a=cos beosct+sinbsincceosa 


cosb=cos c cog 十 Sin csina cosB 


cos c 一 C0S G 005 btsin asin beosy 


把 此 结果 用 到 极 三 角形 ZBO 上 去 , 便 得 到 cos5 一 cosBcos5+ 
sin 5 sinc cos w。 从 三 角形 和 极 三 角形 之 间 的 关系 , 即 从 4=180* 一 a, 
5=180° 一 B, c=180° 一 y,a 一 180° 一 qa, 得 到 一 cosa=( 一 c0sB)( 一 cos y》 
+Ssin Bsiny(—cos 9)。 | 


通过 轮换 字母 , 便 可 得 到 角 的 余弦 定律 。 


角 的 余弦 定律 


cosa=—cos B cosYy 十 sin Bsinycosag 


cos B 一 一 cos y cos wa 十 Sin y sinacosb 
cosy 一 一 cogswcos 有 二 sinagsinBGcosc 


正弦 定律 ”再 使 用 导出 边 的 余弦 定律 的 关系 式 ts tan c= 


cose 
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和 tuo tan b= 一 万， 分 别 乘 以 cos c 和 cos 5 便 得 出 tas sin c=B 一 
4cosc 和 tsosinb=C~4cosb。 把 这 些 值 代入 向 量 积 t4p Xts0=sina。 
4, 得 到 
sinbsince. Asina=BxXxC—cosb(Bx A) 
一 cog c( 妈 xO) +eosb eosctA x 44), 

其 中 4x4=0, 且 向 量 好 xx4 和 4xC 与 4 垂直 ， 因 为 4.(Bx4)=0 

4.(4xC)=0, 取 上 式 与 4 的 数量 积 随后 再 通过 字母 轮换 就 可 得 出 
下 面 三 个 关系 : 

sinbsincsina~=A.(BxOC), sincsina sin B=B. (Cx A), 
sina sin bsiny=C'. (4A xB)。 
因为 高 量 的 循环 置换 不 改变 三 重 数 性 积 《混合 积 ) 之 值 , 因此 三 个 式 子 的 
右边 给 出 相同 之 值 。 从 而 等 式 的 左边 全 部 相等 ， 
Sin Bb sin c sin a=sinc sin a sin B=sin a sin b si yo 


由 此 导出 正弦 定律 。 


正弦 定律 sin a:sin b'sin c=sin a:sin B:sin y 


半角 公式 和 半边 公式 ”在 球面 三 角 学 中 也 有 与 平面 三 角 中 的 半角 公 
式 相对 应 的 公式 , 以 同 祥 的 方式 使 用 这 些 公式 进行 计算 , 例如 从 三 条 给 定 
的 边 米 计算 角度 ， 以 及 反 过 来 从 三 个 给 定 的 角 来 计算 边 。 从 边 的 余弦 定 
律 以 及 借助 于 三 角 关系 . 


tos? 多 一 二 (1 十 cosa) ~ 六， sin b sin C 十 cos a—cosbeosc 


sinb sinec 
_ Geosa—cos(b+c) __ cos (b+c)—cosg 
5 sin bsinc 2sinbsinc 
sin (2 和 ) sn b+ce—a 
加 5 2 __ Sin s sin(s~—a) 
sinbpsnc sinbsnc }? 


于， sinb sin c+-cos beosc—oosa 


a 
sin? 可 = 可 工 一 cos w) 一 
2 可 ) 一 Sin pb Sin c 


可 Cos(b—c)—ceosa 
28inbsinc 


460 第 12 章 球面 三 角 学 


一 


. /atc~b\ . /a+b—e\ 
Sin ( 2 ) Sin ( 2 ) _ Sin(s— b)sin(s—o) 
Sinb sinc sinb8inc 
这 里 利用 了 下 列 事实 : 


Cosa—cosbeosc 


Cosa= = 7 
sinb sinc 


» 
cos 9 一 cos 由 = 一 2 sin 2 ein 2 了， 


_b+c+a 
5 一 一 一 ， 


bic 
《5 一 9) 一 5 二 ， 


(s—b) = Ete- bo 


(一 co ere-e. 


和 (人 
用 除法 就 得 到 了 半角 公式 ,其 中 使 用 了 tan (全 ) “(9D) ， 


tan 们 一 \/ SG 一 bsnes 一 0 
sin sSIn(s 一 0) 


tan8 -V/s Sn ay 


sin s sin(s—b) 


tanY = /sin(s 一 a)sin(s 一 D) 
2 Sin ssin(s—c) 


其 中 2s 王 C 十 p 十 5 


半边 公式 可 由 半角 公式 通过 极 三 角形 的 对 应 关系 而 得 出 。 在 极 三 角形 
_ a/BN_ sin(3 一 c)sin(3 一 0) : 

万 BC 中 , 半角 公式 给 出 tan 全)- 2 全 于。 用 下 面 关系 : 
o= Ba+B+y), B=180° ~b, a=180° —a, 5 =180°—B, =—180°— 
yy, 5 (td+0) =270°—0, 5—4—90° (oa), 5—b=90°—(o~ 


B), 5 一 c=90° 一 (o 一 7), 代 入 之 后 就 得 到 
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cot2 b= cos(a 一 y)cos(a 一 0 
2 一 cos o cos(aG 一 B) ° 


bp 一 cos o cos (o—B) 
2 CoS(CC 一 y)cos(G 一 C) 


Cc, 一 cos Oo cos (G 一 7) 
2 Veos(o—a)cos(o—B) 


4 /| —Coso eos(o—%) 
tan 可 一 cos(a 一 B)cos(a 一 让) 


其 中 20=a-+B+y 


tan 


耐 普尔 公式 ”在 给 出 两 边 和 夹 角 或 两 角 和 夹 边 时 ， 为 了 用 对 数 来 求 
解 球面 三 角形 的 整个 解 ， 可 以 利用 所 谓 的 耐 普尔 公式 。 这 些 公 式 是 从 半 
角 公 式 或 半边 公式 得 出 的 , 其 中 用 到 了 三 角 关 系 , 特别 是 用 到 了 三 角 函 数 
的 和 差 公式 。 这 些 公式 中 ,每 三 个 公式 组 成 一 组 ,在 这 里 每 一 组 中 只 要 给 
出 一 个 公式 就 足够 了 , 而 其 余 的 公式 可 以 用 字母 轮换 来 得 到 。 


病 普 尔 公 式 | la) tan 号 cos LY =tan de cos 


a 


2a) tan Gein LFY =tan bdo. i 


3a) cot eos 


bc _1, B+Y b+e. 
5 5 tan 可 cs 一 5 


4a) cot sin bc 


因为 耐 普尔 公式 使 用 频繁 ， 因 而 推荐 下 面 的 记忆 办 法 ， 所 有 的 自 变量 取 
半角 或 半边 ; 如 果 正 切 或 余 切 把 边 看 作为 自 变量 , 那 未 正弦 和 余弦 就 把 角 
取 作为 自 变量 (反之 亦 然 ); 半边 函数 跟 其 他 两 条 边 的 半 和 或 半 差 的 函数 
有 关 , 对 角 来 说 也 类 似 。 很 容易 把 其 他 精确 的 记忆 办 法 写 出 来 。 


一 般 球 面 三 角形 的 基本 问题 


与 平面 三 角形 不 同 , 球 面 三 角形 也 能 由 三 个 角 所 完全 确定 , 因此 有 六 
个 基本 问题 存在 。 可 利用 欧 拉 三 角形 中 的 一 般 关系 来 求 得 它们 的 解 。 
通过 极限 过 程 变 为 平面 三 角 问 题 在 空间 中 不 位 于 一 条 直线 上 的 三 
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点 4 如 0, 决定 一 个 平面 以 及 在 此 平面 上 的 一 个 平面 三 角形 。 然 而 , 它 
们 友 可 以 在 无 穷 多 个 球面 上 作为 球面 三 角形 的 顶点 。 如 果 把 这 些 球面 拉 
半径 卫 增 大 的 次 序 进行 排列 , 那 末 当 Roo 时 ， 球 面 三 角形 就 不 断 地 赵 
向 于 平面 王 角形 ,着 且 每 一 个 球面 角 世 趋向 于 对 应 的 平面 角 ,而 球面 角 副 
也 变 得 任意 小 。 球 面 三 角形 中 以 弧度 计量 的 边 到 , 户 , 忆 与 平面 三 角形 
中 边 画 多 5 的 长 度 相对 应 。 在 由 修 利 尔 (L?Hoilier 得 到 的 公式 


s—b sey 
tan = tan 训 tan (了 3 可 和 ) ian( 可 )an( 可 ) 
中 , 因为 角度 很 小 , 因此 可 以 用 角度 的 弧度 值 来 代替 它 的 正切 值 。 这 就 给 
出 了 


TANR hr a A 


这 样 , 球面 三 角形 的 面积 4 就 变 成 了 由 赫 伦 公 式 给 出 的 平面 三 角形 的 面 
积 : 
4 一 8R2- (£)-48? = VEG GG a, 


当 民 的 值 相当 大 , 但 仍 是 有 限 数 时 , 由 惑 让 德 (Legenqre) 给 出 的 定理 成 


各 涉 信守 加 一 个 于 三 角形 ， 2 当 关 各 村 闪 和 因此 于 本 外 思 


利用 侯 利 尔 公式 能 够 求 出 在 地 球 (半径 为 ER) 上 一 个 三 角形 的 球面 
角 盈 s, 设 此 三 角形 的 边 长 为 a=31.075 英里, b=37.290 英 里 , 而 c= 
43.505 英里 (例如 在 剑桥 、 卢 顿 和 科比 之 间 的 距离 )。 边 的 大 小 用 强度 给 


出 的 话 是 8 一 各 ,6 一 部, 6 一生; 或 者 用 度数 给 出 的 话 是 4 一 360” -52 


oo o b Ee] 加 \ | >: 一 > 个 
b°—360° 六 0 一 360"- ys 示 , 因为 1 个 弧度 


对 应 于 206264.8", 因而 只 要 用 206264.8” 来 乘 4 即 可 。 右 面 的 结果 表明 
球面 角 弄 是 。=7.6”。 由 勒 让 德 定理 ， 只 要 角度 测量 的 精度 不 小 于 可 
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英 里 弧 度 秒 3 —2416.85" 
31.075 0.0078479 1618.75” $ 3 =10/47 .477 
37.290 0.0094173 1942.46/ 2 一 8/5.621 
43.505 0.0109869 2266.211/ 2 3 0.5/28.75! 


2.5”, 就 可 以 把 三 角形 看 成 是 平面 的 。 
为 了 得 出 当 及 > 时 , 正弦 定律 和 余弦 定律 的 极限 形式 ， 用 收敛 级 


二 角 函 数 ,用 记号 =g,, 上 二 g,, 《一 g, 得 到 sin gq, 一 9, 一 多 
数 展开 三 角 函 数 。 用 记号 day E ds 及 des 得 到 Sin gq, = a 3 十 


一 qa 0 、 I 
[1 一 车 +61 | 和 cos gs~1 一 -名 -+6 这 里 各 和 加 是 具有 阶 总- 
的 无 穷 小 量 。 由 球面 三 角 学 的 正 蓄 定律 给 出 . 

多 +61 :5[1 一 名 +63 |:d|1— 
因此 在 极限 情况 就 有 sin a:sin B:sin y=5:5:5。 这 就 是 平面 三 角 学 中 的 
正弦 定律 。 类 似 地 从 球面 三 角 的 余弦 定律 可 以 得 到 平面 三 角 的 余弦 定 
律 : 


sin w;sinB:Sin 7=a|1- 和 +6s], 


从 cos qs 一 C0s qs cos 9 十 Sin do sin gs cos a 得 到 


和] 


9 2 


一 去 +62 一 一 去 (十 约 一 64.6 
十 gago cosall— (gi+ 9)/6+6s,5], 
于 是 2=02c2— 2D6c cos ar 
殉 拉 球面 三 角形 中 的 一 般 关 系 ”因为 在 吹 拉 三 角形 中 的 角 和 边 都 不 
大 于 mw( 或 180°), 因 而 自 变量 由 正切 、 余 切 和 余弦 逊 数 所 唑 一 确定 ; 而 在 
另 一 方面 , 由 正弦 浮 数 给 出 两 个 值 。 如 果 自 变量 有 两 个 可 能 值 , 那 未 就 要 
用 不 等 式 从 理论 上 可 能 的 值 中 选 出 几何 上 正确 的 解 来 。 
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如 果 设 ao>b， 则 根据 耐 普尔 公式 40) cot ( 尘 ) sin (£32)- 
tan (932) sin ( 4)， 以 及 sin (453)>0, 又 因 在 欧 拉 三 角形 中 有 


sin (全 2)>0 和 eot (¥$)>0, 也 就 得 到 tan (“38 )>0, 而 这 意味 着 
(a-B)>0 或 者 说 a>B。 


退化 为 平面 圆 扇形 ， 如 果 两 边 之 和 小 于 第 三 边 则 在 空间 是 不 可 能 的 。 如 
果 在 两 条 边 & 和 ? 之 间 的 差 大 于 或 者 等 于 第 三 边 o, 即 "一 pb> 2, 则 将 会 
得 到 o>28+o, 而 这 与 定理 的 第 一 部 分 相 了 矛盾 。 


5+T5>5 和 5-5<co。 
因为 4=180° 一 a, 5=180°—B, c=180° 一 ?， 对 三 角形 4BC 这 就 意 味 
着 : 
180° -a+180°-B>180* 一 y 和 180° 一 a 一 180° 十 B<180° 一 y， 
即 180°+y>a+B, 和 B+y<180° go 


在 硬 普 尔 公式 30) 中 cot ( 苦 )eos (2932) =tan( 23 人)oos( 全 


设 6 二 9>m 故 cos2 二 2 <0, 因 在 欧 拉 三 角形 中 ,oos 首 和 oos( 4 本 > ) 必 


须 是 正 的 ,这 就 得 到 tan (2 十 2) <0, 即 意味 着 5 人生 ,或 者 s+B> 


类 似 地 能 从 a+5<rzw 得 到 a+B<w 以 及 从 4a+b=w 可 得 出 at+B=w。 
基本 问题 la” 在 球面 三 角形 450 中 给 定 三 条 边 4,5, c, 而 需要 求 出 
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三 个 角 m 8, ,每 两 边 之 和 必须 大 于 第 三 边 ， 而 所 有 三 条 边 之 和 必须 
小 于 360。。 用 边 的 余弦 定律 cos a= 
© 一 b hs 。 
22 就 可 求 得 其 解 ( 见 图 
12.2-5); 或 者 用 半角 公式 tan 全 = 


\/ SG 一 Daincs 一 9) ,其 中 8 一 2 二 3 


sin s sin(s—a) 
也 可 求 得 其 解 。 通 过 字母 轮换 可 以 得 到 有 
关 cos 8， cosy 或 者 tan 号 和 tan 方 的 公 


图 12.2-5 给 出 三 条 边 ,或 
式 。 三 个 角 求 解 球面 三 角形 


基本 问题 1b 在 球面 三 角形 4BC 中 给 出 三 个 角 wm 8, Y, 并 满足 两 
角 之 和 小 于 第 三 角 加 180°, 以 及 所 有 三 角 之 和 在 180° 和 540° 之 闻 ， 则 
边 的 计算 既 可 以 用 锡 的 余弦 定律 
cosQ 十 cos B cos , 

sinB siny M 
来 计算 , 也 可 以 用 半边 公式 : 


“ 4 /一 csaeosCc-o  ... 
20=a+B+Yy, tm Vy 
来 计算 。 


基本 问题 2%。 如 果 在 球面 三 角形 480 中 给 出 两 边 和 夹 角 , 例如 包 

c 和 4, 则 用 边 的 余弦 定律 就 可 求 得 第 三 边 qd; 
cos 4=0C0sb cos C 十 Sin b sinc ceosa, 

用 这 一 条 边 的 值 , 伏 后 应 用 正弦 定律 就 可 得 到 其 余 的 角 6 和; 
sinbsinag 。 si in a 
和 in 
每 一 个 正弦 函数 将 得 到 两 个 互 为 补 角 的 自 变 量 。 然 而 ， 应 用 较 长 的 边 所 
对 的 角 也 较 大 的 定理 ,根据 边 上 大 于 或 小 于 边 c, 就 能 说 明 角 B 大 于 或 小 
寺 角 a, 然后 对 应 于 问题 给 出 的 值 就 能 唯一 地 确定 角 B8 了 。 类 似 地 按照 
Cc 之 4, 可 以 选择 角 7, 使 得 7 之 a 满足 ,这 里 上 面 两 个 不 等 号 或 者 下 面 两 个 
不 等 号 必须 同时 适合 。 为 了 便于 对 数 计算 , 可 以 利用 了 奉 普 尔 公式 。 从 3a) 
和 各 ) 得 到 : 


/人 


Cos a= 


sin B= ， 
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B~—y _ 。 /b—e : /b+e 

和 tan 3 cot (等 )sn( 5 )/sin ( 5 ) 

从 这 两 个 式 子 可 以 算出 角 人 3 半 和 8, 从 而 得 到 角 B 和 YY。 余下 的 
边 a, 由 正弦 定律 smna= csm2 给 


Sin 及 
出 ; 按照 a 是 大 于 或 者 小 于 y, 从 反正 驴 
函数 的 两 个 值 4 中 ， 选 出 大 于 或 者 小 于 
c 的 一 个 值 a。 
【 例 】 给 出 a=52.5°%; 5 一 107.8"， y= 
141.5?( 见 图 12.2-6). 
由 耐 普尔 公式 3c) 和 4e); 


图 12.2-6 已 知 a=52.5°，, tan 2 cot cos 3 /oo St， 
b=107.8° 和 y=141.5°, 
解 球面 三 角形 tan £58 ot Ssin Fe /sin so. 
lg sin lgcot lgeos sinc~sinysina/sina 


23sa—b)~ —27.65° 9.,6666n 
4—b=—55.3° 
b= 107.8° 

= 52.5° 
g++b= 160.3° 
sa+b)= 80.15° 9.9936 


9.9473 


lgsiny= 9.7941 
lgsina= 9.8995 
.6936 
lgsina= 9.8948 
lgsince= 9.7988 


让 0.7142 cl 一 38.99” 
c2=141.01° 
—~— 1/2y= 70.75° 9.5431 a<y2a<e 


le tan lgtan 
Ys(a—B)=—9.34° 一 一 9,.2161% 0.2573 
1/s(at+f8)= 61.06。 


解 : co=141,01% 


a= 51.755 
B= 70.40° 
v= 141.5° 

atpBt 7=203.6 


é= 83.62° 


基本 问题 3b” 现在 给 出 球面 三 角形 的 两 个 角 和 一 条 夹 边 , 例如 给 出 
86, Y 和 4， 因此 这 个 问题 也 可 通过 极 三 角形 变换 归结 为 莽 本 问题 2a。 所 
以 把 公式 汇集 在 一 起 就 够 了 : 

I. 由 角 的 余弦 定 律 给 出 角 a: cosaw= 一 cos Bcosy 十 sin Bsiny cosa,; 
而 由 正弦 定律 给 出 和 c: sin 5 一 28329， gin co 一 Yn4 ,其 中 按 


Sin w sina 


妥 8 之 a 而 有 ?18 之 w 按照 Y 之 a 而 有 c 蔚 a。 
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D C 一 
tan 3 -tan 了 


B_in Yo /5 Cc—a 
cot 5 tan 一 5 sin 一 5 sin 


唯一 地 给 出 了 边 5 和 角 8 的 值 。 


4 sin 人 2 /sin 了 一 & 


2 2 7 


2 0° 


根据 关系 式 sin a=sin a sin y/sinc 就 能 对 可 能 的 情况 进行 分 析 讨 
论 , 并 且 此 过 程 与 平面 三 角 学 中 的 过 程 相 类 似 ( 见 图 12.2-8)。 
工 (〈sin a sn y/sin c) >1, 因此 sin a>1; 无 实数 解 。 


II. (sin a Sin y/sin co) =1， 因 此 sin gc=]， 一 号 ; 有 一 个 解 , 例如 三 


角形 4sBC。 


JII，sin w= (sin wsin y/sin c) <1, 
IIIGD .sin a<sin c->sin a<sin y; 有 一 个 解 ,这 是 因为 对 每 一 
定 的 三 个 值 (as ec;, 7;), i=1, 2, 按照 a 之 c 就 决定 了 a 这 7, 所 以 a 的 值 


一 地 确定 的 (图 12.2-8)。 


III(2〉sin a 二 sin c->sin a 二 Sin y; 有 一 个 解 [参看 IIIGD]。 
III(3) sina>sin c->sin a>sin y; 有 两 个 解 。 或 者 由 4>c>a>Y， 


图 12.2-9 c=96.5°, a=101.2°, 


7 一 102,1", 求解 球面 三 角形 


1. sing=sin asin c/sin y; 


即 由 c=ci( 锐 角 ) 一 7 一 21 (锐角 ), 从 
而 和 和 02=180° 一 a 都 是 解 ; 或 者 由 
a<c>a<y, 即 由 c==c2 《〈 钝 角 )-y 一 
7Y2( 钝 角 ), 从 而 4 和 0%=180° 一 mi 也 
都 是 解 ( 见 图 12.2-8)。 

基本 问题 3b 给 出 两 个 角 和 其 
中 一 个 角 的 对 边 ,例如 给 出 a, Y 和 2， 
而 要 求解 球面 三 角形 4BC, 这 是 上 面 
一 个 问题 的 对 偶 命 题 ， 因 而 可 以 导出 
相对 应 的 各 种 情况 。 故 不 需要 进一步 
讨论 ,而 只 要 给 出 计算 方法 就 已 足够 


2. tan (8 )=tan(£ 3 ) sin (23%)/sin (252): 


3. cot (§)=ian (2 


只 
一 . /cta ,~ (fc 一 0 
/3 
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了 例 
oo ss a=101.22; 7y=102.1?; 求 a, b, 8 ( 见 图 12.2-9)。 
1, 1ay 
sin a~sin asinc/siny 90.95° 
lgsin a=9.9916 
tlg sin c=9.9972 
908 
~lgsiny=9.9902 
lgsin a=9.9986 
01=85.40°, a2=94.60° 51.05° 
因为 sina>siny, 对 a< 50.60° 
y 应 用 III(3) 的 情况 , 因 
此 有 两 个 解 . 


lstanf(c~a)/2]| 8.2196 3. 7.8951 
lgsinf (y+a)/2]| +9.9910 十 9.9999 


8.2106 ?7.8950 
jgsin[(y 一 a)/2] | ~7,8951 一 8.9855 


8.9095 
64.19° 85.34° 
128.38° 170.68° 


lgtanL(y—a)/2] 
lgsin[ (c+ a)/2] | +9.9980 


1.0835 
85.28° 
170.56° 


2 B 


直角 球面 三 角形 


与 平面 三 角 学 的 处 理 过 程 类 似 ， 球 面 三 角 中 有 关 直 角 三 角形 的 计算 
也 能 简化 。 直 角球 面 三 角形 的 极 三 角形 是 “ 直 边 ”球面 三 角形 ,在 此 三 角 
形 中 有 一 个 顶点 在 另 一 个 顶点 的 极 线 上 。 然 而 直 边 球面 三 角形 是 极 少 使 
用 的 , 因而 不 需 特 别 讨论 。 

耐 普尔 法 则 在 球面 三 角形 4BC 由, 设 角 7Y 为 90" 而 边 e 是 斜 边 
《 见 图 12.2-10)。 因 为 sn 90° =1 以 及 cos 90° =0, 因 此 一 般 球面 三 角形 
的 定理 简化 成 下 面 形式 ， 

正弦 定律 : Sin ga==sina sin c/sSin 90°, 

1. sinag=sinasinc, (1) eos(90°—a)=sin «sin ce, 

2. sinb=sinBsinc, (2) cos(90°—pb)=sin B sin c, 

边 的 余弦 定律 : cosc 一 cos a cos 5b 十 sin a sinb eos 90°， 

3. cos c=eos a cos b, (3) eosc—=—sin(90°—a)sin(90°—b), 

角 的 余弦 定律 ，cos ga 二 一 c08B cos 90° 十 sin B sin 90° cos a， 

4. cosa=sin Bcosa, (4) cos a=sin(90°—a)sin B, 

5, cos B= 一 c08 90° cosa+sin 90° sin «cosb, 

cos B=sin a cosb, (5) cos B=sin(90°—b)sin a, 


从 这 五 个 关系 式 可 进一步 求 得 ; 
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6. 由 4.,: cosa=cota'sina/sinB 和 

5.: cosb=cotB.sin B/sina, 
四 由 3 得到， cos c= 二 cot a cot B，(6) eos c=60t a cot B, 
7. 由 1.: sina=sina/sine 和 3.: cosb=60s¢c/cosa, 
再 由 5 得 到 . cos B=tana cotc, (?) cos B=c0t(90°—a)eosc, 
8. 由 2.: sin B=sinb/sinc 和 3.. cosa=cos¢/cosb, 
四 由 4 得 到 . cosa=tanbcotc,，(8) eos a=c0t(90° 一 b)eot ec， 
9. 由 5.; sina=ceosB/cosb 和 2.: sine=sinb/sinB, 
再 由 1 得 到 . sin a=tan b cot B， 
(9) eos(90° —a)=co0t(90° —Bb)cot B, 
10. 由 4.: sin B=cosajcosa 和 1.; sinc=sina/sina, 
再 由 2 得 到 : sin b=tan b eota, 
(10) cos(90°—b) =cot(90" 一 a)eot a 


(90°—5b) (90°-a) 


图 12.2-10 直角 球面 图 12.2-11 耐 普尔 法 则 中 
三 角形 4BC 各 分 量 的 位 置 

耐 普尔 把 (1 到 《10) 这 些 关系 式 按照 以 他 的 名 字 命 名 的 法 则 汇总 起 
来 。 为 了 便于 熟 记 这 些 法 则 , 可 设想 一 个 以 7 为 直角 的 球面 三 角形 , 但 直 
角 不 予 考虑 ,而 把 剩 下 来 的 两 个 灸 、 余 边 和 夹 着 这 个 直角 的 两 边 称 为 球面 
三 角形 的 轮 接 分 量 。 这 五 个 分 量 B, 6, a,(90° 一 b)，(90° 一 a), 可 按 它 
们 在 三 角形 中 自然 出 现 的 顺序 排 在 一 个 贺 周 上 ( 见 图 12.2-11) 。 如 果 选 
中 了 其 中 的 任 一 分 量 , 那 末 在 它 两 旁 的 两 个 分 量 就 叫做 相 邻 分 量 , 而 留 下 
来 的 两 个 分 量 就 叫做 相对 分 量 。 于 是 耐 普尔 法 则 可 用 下 面 的 话 来 表示 : 

耐 痊 尔 法 则 .在 直角 球面 三 角形 中 ， 任 一 分 最 的 余弦 等 于 其 相 令 分 
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把 耐 车 尔 法 则 应 用 到 欧 拉 三 角形 中 时 除了 正弦 函 炒 的 自 变量 给 出 两 
个 值 外 ， 所 有 其 他 的 三 角 函 数 的 自 变量 都 只 唯一 地 给 出 一 个 值 。 而 从 殉 
拉 三 角形 中 的 一 般 关 系 , 可 以 区 分 是 否 存在 一 个 解 还 是 存在 两 个 解 。 

【 例 】 如 果 给 出 4=38.4°%, cc= 委 .9”( 见 图 12.2-12), 那 末 能 得 到 
两 个 解 。 从 sin p= ect a tan a, 就 能 得 到 两 个 值 b1 和 bz 二 180° 一 by, 而 从 
cos a 二 cos a sin 8， 也 能 得 到 的 两 个 值 ,我 们 能 从 cos 6=sinacosb 求 
得 6 的 两 个 值 。 最 后 , 从 cos a 一 cot c tan p 能 够 确定 斜 边 6。 


lgcota= 0.0319 lgcosa= 9.8648 

lgtana= 9.8990 lgcosa= 9.8941 

lgsinb= 9.9309 lgsin B= 9.9707 
b= 58.52° Bi= 69.2° 
bs=121.48° B=110.8° 


lgcosa= 9.8648 
lg cot Da 2 一 9. 7870 


过 cot co= 9.6518 

cd 一 65.85° 

c2=114.15° 
高 。 借 助 于 耐 普尔 法 则 的 帮助 ， 能 够 计算 出 球面 三 角形 的 高 。 高 是 
没 着 过 顶点 并 且 垂 直 于 对 边 的 大 圆 进行 度量 的 。 高 给 出 了 顶点 和 边 之 间 
的 球面 距离 。 任 一 球面 三 角形 被 高 分 成 两 个 直角 球面 三 角形 ， 因 此 能 够 
用 耐 普尔 法 则 来 求解 。 用 这 个 方法 ， 一 般 而 言 ， 能 够 避免 使 用 耐 普 尔 公 


图 12.2-12 给 出 直角 的 一 图 12.2-13 ”给 出 两 条 边 a=42.7°， 
条 邻 边 a 和 它 的 对 角 ,求解 c==84° 各 一 个 对 角 7 一 135”, 求解 球 
直角 球面 三 角形 面 三 角形 4BC 
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式 ， 而 且 在 应 用 中 高 常常 有 它 的 直接 意义 。 例 如 在 下 面 例子 中 , 通过 4， 
C, 如 的 大 圆 是 地 球 的 赤道 ,而 五 是 船 的 位 置 ， 则 ?是 这 个 位 置 的 地 理 续 
度 。 或 者 假定 召 代表 地 球 的 北极 , 而 一 架 飞 机 或 者 一 稻 轮 船 沿 着 过 4 和 
C 的 大 圆 运动 ; 那 末 就 是 北极 和 这 个 大 加 的 最 短 距离 , 而 边 C 是 C 点 
到 与 北极 有 最 短 距离 的 点 的 航线 。 
【 例 】 在 球面 三 角形 4BC 中 , 边 c=84°, a 一 42.7° 和 角 Y=135° 

( 见 图 12.2-13), 因为 角 7 是 钝 角 ， 所 以 到 边 2 的 高 在 三 角形 外 面 。 由 
正弦 定律 sn a 一 sin ysin a/sin c, 得 到 a 的 两 个 值 a 和 az。 因 为 短 边 所 
对 的 角 较 小 ,所 以 内 有 ol 才 可 能 是 解 。 

lgsiny=9.8495 

lg sin a =9.8313 


9.6808 
lg sin c 一 9.9976 


lg sina=9.6832 
Cl =28.83° - 
aa=151.17° 
在 直角 三 角形 4B 和 0BF 中 , 给 出 斜 边 和 一 个 角 ; 由 耐 普尔 法 则 
得 到 : 
1. ¢os a =cot etan A 和 
tan AFB =cosatanc 
lg eos a=9.9425 
lg tan c=0.9784 


lg tan AF =0.9209 
AP=83.16° 
2. cos(180。 一 =cot a tan OB 
tan CF ~COS(180° —~Y)tana 
lg eos(180° —») =9.8495 
lg tan a =9.9651 


lg tan CF =9.8146 
COP-33.12° 
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于 是 , 边 3 的 大 小 是 六 (全 =50.04*。 
把 正弦 定律 用 到 三 角形 4BC 中 去 ,由 sin p 一 Sh? 哄 给 出 角 B。 因 


sinc 
为 B 必 须 小 于 ?， 因此 只 有 B1=33.02° 才 是 唯一 解 。 
lg sin bp 一 9.8845 
lg sin y=9.8495 


9.7340 
lg sin c 一 9.9976 


lg sin B=9.7364 
Bi=33.02° 
Bs=146.98° 
等 腰 球 面 三 角形 ”如 果 球 面 三 本 
角形 4B0 的 两 条 边 相 等 , 例如 ac= 图 12.2 14 等 腰 球 而 三 角形 
b, 那 末 这 个 三 角形 就 是 等 腰 球 面 三 角形 。 设 是 高 hb 到 第 三 边 的 重 足 
( 见 图 12.2-14), 那 末 把 耐 普尔 法 则 用 到 有 边 b 和 角 & 的 直角 三 角形 
AFC 中 ,计算 高 h 所 得 之 值 必定 和 有 边 4 和 角 B 的 直角 三 角形 BFC 中 计 
算得 到 的 高 有 相同 之 值 ; 因为 a=5, 因此 得 到 ac 一 8。 再 由 “一 5 和 《一 
B, 然后 得 到 4 户 和 BB 有 相同 之 值 , 即 Yi= ys。 这样, 在 平面 几何 中 所 
知道 的 关系 在 这 里 也 同样 适合 : 
在 学 有 于 本 三 角形 由。- 底 近 上 的 两 于 分 底 丽 和 它 世 对 的 朋 。 这 各 


人 
形 也 是 等 腰 的 。 

12.3 球面 三 角 学 的 应 用 

在 球面 三 角 学 的 应 用 中 。 因 为 它们 有 两 项 在 实践 上 的 重要 性 而 特别 
引信 注 目 。 这 就 是 数学 地 理学 和 天 文学 的 应 用 。 

数学 地 理学 
”事实 上 , 池 球 的 形状 是 不 规则 的 , 因而 被 称 为 地 球体 。 然 而 对 地 球 某 


一 部 分 的 偏差 进行 数学 计算 说 明 此 偏差 相对 于 它们 的 大 小 来 说 是 很 小 
的 。 对 入 造 地 球 卫星 轨道 的 分 析 表 明 ， 一 个 适当 的 三 轴 椭 球体 是 对 地 球 
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体 的 最 好 有 逼近。 事实 上 , 位 于 赤道 平面 上 的 两 个 轴 之 间 的 差 是 如 此 之 小 ， 
以 至 至 今 还 未 能 由 地 球 测量 所 确定 。 按 照 高 级 大 地 测量 学 ， 地 球 可 看 作 
一 个 扁 球 体 ( 活 转 精 球体 )。 由 弗 里 德里 希 . 威 尔 海 姆 .由 塞 尔 (Friedrich 
Wilhelm Bessel, 1784~1846 年 ) 作 出 了 第 一 个 精确 计算 。 在 1924 年 ,由 
海 福 特 (J. Hayford, 1868~1925 年 ) 计 算出 来 的 椭 球 体 得 到 国际 上 的 承 
认 。 最 新 的 值 是 由 克拉 索 夫 斯 基 (F. N. Krasovskii, 1878~1948 年 ) 所 
给 出 ; 这 些 值 用 于 苏联 的 大 地 测量 工作 中 。 


里 | 英 里 


| 6378.388 | 3964.194 | 6356.912 | 3950.846 


在 一 次 近似 中 , 地 球 可 以 看 作 一 个 平均 半径 R=6371.221 公里 Lig 
一 3.8042227] 或 者 且 =3959.740 英里 的 球 。 
在 地 球 球面 上 的 测量 单位 


天国 上 的 ee 111.20 公里 会 69.111 英里 
赤道 上 的 1 ee 111.32 公里 全 69.186 英里 
1 大 地 英里 一 新 道上 1° 的 二 ee 7.422 公里 全 4.613 英里 
子午 线 上 一 个 象限 的 弧 长 …… 10003.288 公里 会 6216.462 英里 
于 午 线 上 1 度 的 平均 弧 长 ………… 111.137 公里 全 69.072 英里 
1 海里 或 者 经 度 加 上 一 分 的 平均 长 度 ………………… 1.852 公里 
工 节 二 1 海里 /小 时 se ,1.852 公里 /时 


正如 在 工 , 第 革 章 中 导出 高 斯 - 克 吕 格 坐 标 时 已 经 说 明 过 的 那样 ,在 
地 球 表面 上 一 点 的 位 置 由 它 的 经 度 和 它 的 纬度 ”所 确定 。 子 午 线 是 
大 圆 ,但 纬 贺 不 是 大 圆 ; 它们 的 半径 6p 由 p= 有 Bcos9 给 出 。 在 地 球 表面 上 
的 距离 沿 着 大 图 测量， 这 是 因为 大 六 是 测 地 线 并 且 表 示 球 面 上 的 最 短 距 
离 。 方 位 (或 者 航向 ) 是 某 一 方向 与 子午 线 所 成 的 角度 。 

距离 和 航向 的 决定 ”如 果 由 经 度 入 , ) 和 纬度 91, 9 给 出 地 球 上 两 
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个 地 点 Pi 和 Ps 的 位 置 ， 那 未 就 能 够 计算 这 两 点 之 间 的 大 圆 距离 以 及 这 
个 大 圆 和 分 别 过 Pi, Ps 的 子午 线 之 间 的 两 个 夹 角 。 为 了 求解 这 个 问题 
可 以 利用 在 基本 问题 中 导 得 的 公式 和 耐 普尔 法 则 。 

【 例 】 如 果 一 架 飞 机 以 空 

中 速 度 800 公里 /时 会 492.7 
英里 /时 ， 从 列宁 格 革 (pz= 
59.9° 北 ; Xz = 30.3? 东 = 一 
30.3°) 沼 着 最 短 航线 飞 到 旧 
金山 (pr = 37.8。 北 ; jz = 
122.4?) , 敢 末 它 的 航线 就 是 过 
工 和 也 的 大 加 弧 从 ( 见 图 
12.3-1)。 在 过 这 两 地 的 子午 
线 上 ， 从 赤道 到 这 一 地 方 的 弧 
长 就 是 地 理 纬度 。 从 这 个 地 方 图 12.3-1 从 列宁 格 勒 到 旧金山 的 
到 北极 对 的 子午 线 弧 长 就 是 飞行 航线 (示意 图 ) 
(90° -pg)。 这 样 两 条 弧 ZW 一 90° 一 pr, FN 一 90° -pz 和 大 圆 弧 思 一 
起 形成 了 一 个 球面 三 角形 , 在 此 三 角形 中 , 两 条 子午 线 之 间 的 夹 角 多 是 
已 知 的 : 人 欠 =Xz 一 jz 一 122.4 +30.3° =152.7°。 这 样 ,在 球面 三 角形 中 
已 知 两 边 和 夹 角 ， 可 用 边 的 余弦 定理 求 得 大 圆 弧 9 一 了 7 


Cosg=008(90°— gr)cos(90° ~ ps) 
十 Sin(90? ~— pz)sin(90° 一 pr)cos 人， 
Cos g 一 Sin pr Sin pp 十 cos Pr C0S pr C08 A 


lg sin pr=9.9371 lg cos pz 一 9.7003 
lg sin pp 一 9.7874 lg cos pr 一 9.8977 
lg wu =9.7245 lg cos 4 从 一 9.9487M 
w=0.5304 lg v=90.5467n 
十 4 一 一 0.3522 4 一 一 0.3522 


cosg=wt+v= +0.1782 
g=7 874° 
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lg2mr=0.7982 
lg R=3.80422 
lg g=1.9017 


6.5041 
lg 360° =2.5563 
lg 9=3.9478 

85=8863 公里 全 5511.5 英里 


这 条 弧 的 长 度 是 5=2wRg/360° 二 8868 公里 , 其 中 卫 取 其 近似 什 
6371 公里 (3960 荣 里 ), 因此 按 给 定 的 过 度 大 约 在 坟 小 时 《11.08 小时) 
内 飞 过 这 段 路 程 。 , 

在 球面 三 角形 中 的 角 a 和 角 B 由 正弦 定律 给 出 。 寺 是 就 求 得 飞机 高 
开 苏 联 的 列宁 格 勤 的 航向 是 北 21.61° 西 ， 而 到 达 美 国 旧金山 的 航向 是 
南 13.52° 西 。 每 一 条 子午 线 与 飞行 航线 的 交角 都 不 相同 。 航 向 角 从 开始 
时 的 北 21.61。 西 不 断 地 增加 到 最 后 的 航向 角 南 13.52° 西 ， 一 共 增 加 
了 144.87°。 在 飞行 航线 的 荣 一 点 吾 处 , 飞机 飞 向 正 西 方 , 这 就 是 
飞行 航线 离开 北极 的 最 近 点 ， 而 点 瑟 就 是 从 北极 到 边 2 的 垂 线 九 的 
垂 足 。 高 如 把 三 角形 LNF 分 成 两 个 直角 三 角形 。 在 三 角形 LNE 中 能 
够 确定 从 北极 作出 的 高 2 和 和 角 和 类 = 广 ZN 互 。 在 子午 线 ja=40.78" 西 
上 , 飞机 正好 飞 向 正 西 ; 并 且 在 这 个 离开 北极 最 近 的 位 置 处 , 它 与 北极 相 
距 1183 公里 。 以 后 飞机 在 B 点 穿 过 列宁 格 勒 纬 图 时 的 角度 和 它 在 列宁 
格 勒 时 的 角度 一 样 ; 因此 在 这 一 点 飞机 的 航向 是 南 21.61° 西 。 点 如 的 


Sinw 一 cos pr sin M/sing 
sin B=cos pr sin M/sing 
lg sin B= 9 .5662—> B=21.61° 


lg cos pr = 9.8977 


lg sin =9. | 


一 9.6685 
lgsing=9.9930 


lg ¢os $= 9.7003 


lg sing= lg. 3688>a=13.52° 
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子午 线 由 Xs 一 hs 十 Xp 一 40.78° 十 ?1,08° 二 111.86° 西 给 出 ; 这 样 , 点 了 
的 地 理 坐 标 就 是 9s 一 59.9° 北 和 Xa==111.86° 西 。 弧 BH =LH 可 按 耐 
普尔 定律 从 直角 三 角形 ZN 中 求 得 


COS(90° ~ gr) 一 cot Ms eot B, cot Mi = tan B sin gr 
cos(90° —h) =sin(90° — pz)sin B, sinh=ocos pr sin B 
lgtan B= 9.5978 lg sin B=9.5662 


lgsingr= 9.9371 


lgcotA= 9.5349 


lg cos pr =9.7003 


lg sinh=9.2665 


人 1 一 71.08° h=10.64° 
一 和 z 一 一 30.3 lg 2nR—4.6024 
0 
2.0461 
lgh=]1.0269 
1gh=3.0730 


cos B=tan fx tan pz 
tan LE ~ cot pr eospB 

lg cot pz 一 9.7632 
lg cos B=9.9684 
lg tan LR =9.7316 
LB =28.33° 
lg(2rR/360°) =2.0461 
lg LB =1.4522 
3.4983 


有 二 1183 公里 二 735 英里 ，L 有 二 3150 公里 心 1958 英里 


只 是 在 点 B， 即 飞机 飞 过 了 一 段 距离 为 B=6300 公里 的 路 程 后 ， 或 
者 说 在 飞 过 7 小 时 到 分 30 秒 (7.875 小 时 ) 后 ,飞机 才 第 一 次 转向 更 南 
的 纬度 。 当 然 , 飞 机 也 可 以 沿 着 通过 列宁 格 勒 的 纬 图 p= 多 :9° 北 而 飞 到 
马 点 ， 而 这 条 航线 将 跟 所 有 的 子午 线 牌 直 。 然 而 , 从 工 到 B 的 这 条 航线 
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5, 因为 它 不 是 沿 着 测 地 线 走 的 (最 短 的 连 线 是 大 辆 ), 而 是 沿 着 斜 航线 走 
的 (方向 不 变 的 曲线 ), 因此 就 变 得 更 长 。 这 个 纬 辕 的 半径 是 p 二 Reosgzr, 


弧 b 在 这 个 贺 中 所 对 的 圆心 角 是 从 ,因而 这 样 就 有 5=2xReospz" 5， 


就 得 到 5 一 8516 公里 (5293 英里 )， 而 不 是 沼 着 测 地 线 所 得 到 的 全 6800 
公里 (3915 英里 ), 其 差 值 为 2216 公里 (1337 英里 )。 这 样 飞机 若是 沿 着 
纬 圈 飞 的 话 , 大 约 要 多 飞 2 小 时 45 分钟 。 

一 个 物体 以 人 造 卫 显 的 速度 28 公里 / 秒 (4.97 英里 / 秒 ) 通过 同 
祥 的 航线 ， 如 果 忽 略 摩擦 力 ， 那 未 对 强 LB 而 言 ,需要 化 费 787.5 秒 ， 或 
者 说 13 分 7.5 秒 ,而 在 1108.5 秒 或 者 说 18 分 38.5 秒 钟 后 到 达 旧 金山 。 
这 条 航线 与 赤道 @ 相交 于 两 点 B1 和 于 ,由 于 这 是 两 个 大 圆 的 交点 ,因而 
位 于 球 的 一 条 直径 的 两 端 。 如 果 过 旧金山 的 子午 线 与 赤道 @ 的 交点 用 C 
表示 , 那 末 球面 三 角形 BE1CF 在 C 点 是 一 个 直角 。 在 这 个 球面 三 角形 中 ， 
已 知 角 峭 =13.52。 和 边 (由 =pr, 于 是 用 耐 普尔 法 则 可 以 求 得 边 Cz。 
于 是 点 Bi 的 坐标 是 pz =0, hs, 一 hr 十 8.39° 一 130.79° 西 ,相应 地 访 的 
誉 标 是 Pp,=—0, Ng, = 《130.79° 寺 180°) 西 二 310.79° 西 或 者 Nz,=49.21° 


ljg(2mBR/360°) =2.0461 
lg cos oz 一 9.7003 
lg 4L=2.1838 


lg b=3.9302 
5 二 8516 公里 
性 5293 英里 
AN 
Sin pr 一 cot a tan BO 
tan B=tan Qsin gp 
lg tan w 一 9.3811 
lg sin pr 一 9.7874 


1g tan EiC 一 9.1685 
FiC =—8.39° 


和 斜 航 线 ”轮船 或 者 飞机 沿 着 测 地 线 到 达 它 的 目的 池 的 优点 是 所 花费 - 
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的 时 间 最 少 , 而 缺点 是 在 整个 航行 过 程 中 , 严格 地 说 在 每 一 瞬间 , 都 必须 
改变 其 航向 。 与 所 有 子午 线 相交 成 同一 方位 角 & 的 曲线 叫 作 和 针 航 线 。 很 
明显 ， 续 圈 就 是 方位 角 为 a 二 90° 的 斜 航线 , 而 子午 线 就 是 方位 角 4 二 0° 
的 斜 航线 。 而 在 一 般 情 况 下 ， 对 任 一 角度 a 存在 一 条 方位 角 为 a 的 斜 航 
线 ， 并 由 超越 沙 数 对 于 此 曲线 上 每 一 点 的 纬度 9 和 经 度 给 出 一 个 关系 
式 。 如 果 考 虑 在 斜 航线 ;上 的 两 个 相 邻 点 4 和 B, 其 坐标 为 0 9) 和 
十 从 ,9 十 人) (多 图 从 .3-2), 并 设 半 径 为 pcosp 的 纬 圈 通 过 
点 , 那 末 弧 4C= 忆 cos 94， CB 二 Rdqp 和 4B=445 形成 一 个 直角 三 角形 
4BC。 然 而 , 这 并 不 是 一 个 球面 三 角形 (只 有 R4p 是 在 大 圆 上 ), 但 是 ,如 
果 4p 和 人 4 亿 取得 足够 小 , 那 末 可 以 把 它 看 成 是 一 个 平面 三 角形 。 于 是 
在 这 个 三 角形 中 可 以 得 到 下 列 关 系 : 


4 tana 4s 也 
_ 明 _ 和 cosa=R4p， 生 = 也 
tan a=AM cosp/47p， 89 3 505 4 ” Ap cosa。? 
、 od tanag 。 ds 
、 1 i 各 到 | 两 个 AN 器 -一 一 
当 如 >0 时 ， 由 这 些 方程 得 到 两 个 微分 方程 一 08gp 和 丽 


-下 一, 在 这 两 个 式 子 中 变量 很 容易 分 离 。 于 是 用 积分 法 , 第 一 个 式 子 给 


出 斜 航线 的 方程 : 


dtan a( dp )， 


CO0S 9 


入 一 tana | In tan (至 + 胖 )+o|， 


ston a| mtan (和 + 全 )- In tan (+ 铺 )]。 


2 


图 12.3-2 和 斜 航线 的 导出 图 12.3-3 斜 航线 
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而 第 二 个 式 子 给 出 了 和 斜 航线 的 弧 长 s; 


R RE - 
as 一 | 一 一 一 一 一 一 
“ (二 -jw 5 Coso (p291)o 


仔细 检查 第 一 个 方程 , 它 表 明 斜 航线 是 绕 着 一 个 大 圆 的 极 环行 ,这 个 
大 圆 是 一 个 与 起 始点 处 的 子午 线 正 交 的 大 圆 ， 并 且 此 斜 航线 绕 着 这 个 极 
作 螺 旋 形 旋转 ,图 越 来 越 小 ,无 限 地 接近 这 个 极 ,但 不 能 达到 这 个 极 ( 新 过 
点 )。 在 旋转 一 圈 的 过 程 中 纬度 的 变化 逐步 减 小 ( 见 图 12.3-3)。 


从 第 二 个 方程 可 以 得 到 飞机 飞行 路 线 的 长 度 是 s=-_22_, 其 中 飞机 


COS CQ 


是 从 赤道 上 某 地 出 发 ,按照 与 子午 线 交 成 航向 角 “ 的 方向 飞行 ,最 后 到 达 
纬度 为 p 的 某 地 。 于 是 可 以 知道 角 a 越 大 , 飞行 长 度 也 越 长 。 例 如 ,为 了 


以 不 变 方 位 角 a 一 60° 飞 到 北极 (9 一 殷 ), 那 末 一 一 ( 因为 cos60* 


一 支 ), 而 沿 着 子 秆 线 是 最 短路 程 ,长 度 为 一 2。 这 样 , 沼 着 斜 航 站 的 
路 程 就 是 最 短路 程 的 3 倍 。 

用 定位 法 确定 位 置 “利用 方位 , 根据 接收 信号 的 方向 来 确定 船只 、 飞 
机 或 其 他 物体 的 位 置 ， 这 个 沿 着 直线 传播 的 信号 一 般 不 是 光学 信号 。 在 
几何 学 上 , 这 与 平面 三 角 学 中 的 向 前 截取 和 向 后 截取 基本 上 是 同一 方法 。 
有 两 种 确定 方位 的 办 法 ， 其 一 是 ， 由 两 个 固定 的 地 面 站 来 确定 要 定位 的 
目标 所 发 出 的 信号 的 方向 ， 而 从 这 两 个 地 面 站 的 位 置 来 计算 目标 的 柳 标 
位 置 ; 另 一 方法 是 , 信号 是 由 两 个 已 知 的 地 面 站 发 出 , 而 由 目标 自己 米 观 
察 信号 的 方向 并 计算 其 位 置 。 

在 实践 中 , 差不多 总 是 使 用 无 线 电 信号 。 而 在 测量 学 中 , 重复 测量 能 
够 增加 角度 测量 的 精度 ， 而 用 最 小 二 乘法 能 够 计算 得 到 最 有 可 能 的 结果 
值 ,只 靠 单 次 方位 测量 的 定位 法 精度 较 差 。 由 于 这 个 原因 , 还 用 到 所 使 用 
的 波 的 物理 性 质 , 例如 相干 性 、 振荡 , 或 者 使 用 其 他 方法 , 如 雷达 。 首 先 关 
心 的 对 象 差 不 多 总 是 运动 物体 。 因 此 必须 用 表格 、 图 象 或 电子 仪器 来 确 
定位 置 , 使 得 当 定位 目标 仍然 在 所 要 位 置 的 邻 域 中 时 ,所 得 到 的 结果 可 应 
用 。 这 样 ， 在 实践 中 定位 已 成 为 一 个 物理 和 技术 问题 。 因 此 在 这 里 只 描 
述 一 下 简单 的 作 图 过 程 就 足够 了 。 

定位 的 图 解法 ”为 了 得 到 清晰 的 图 示 , 设 基线 5 是 60。, 再 设 在 点 Bi 
和 点 Bs 测 得 基线 5 跟 新 点 0 之 闻 的 夹 角 是 Bl 和 Bs, 其 中 Bi=60° 和 
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B=110*。 以 这 样 的 方法 选择 地 球 的 投影 平面 , 使 得 过 Bl 和 Bs 的 大 图 
其 投影 仍 是 一 个 贺 ( 见 图 12.3-4); 并 且 六 BoMB1 一 60"。 过 BIC 和 它 的 
对 径 点 及 ) 和 所 需 之 点 0 的 大 圆 ， 其 投影 是 一 个 酉 贺 ， 它 的 长 灿 是 
13481， 而 它 的 短 轴 则 过 下 
点 并 垂直 于 BiBi。 短 半 轴 
的 长 度 是 球 半径 B=|MG'| 
的 投影 ， 并 且 这 条 半径 作为 
下 列 丙 个 平面 的 交 线 而 给 
出 : 首先 是 过 BCB1 的 大 贺 
平面 ， 这 个 平面 与 图 纸 平面 
本 相交 成 角 Bi, 而 其 次 是 过 
用 点 并 且 与 于 和 BBI 垂直 
的 平面 。 如 果 G 是 G' 的 投 
影 , 那 示 人 MG'G 是 一 个 直角 人 
三 角形 ， 它 的 斜 边 |MG'| = 图 12.3-4 定位 的 图 解法 
有 和 角 G'MG 一 Bi 是 已 知 的 , 这 里 MG 与 B13; 垂直 。 在 图 中 , 这 个 三 角 
形 已 被 翻 折 到 图 纸 平面 的 人 MGG。 上 去 了 ,并 且 由 此 给 出 了 短 半 轴 的 长 
1MG| (一 般 而 言 Go 二)。 根 据 长 半 轴 MB; 和 短 半 轴 MG, 就 能 以 任 
意 精 度 来 作出 燃 圆 上 的 每 一 点 (这 个 业 圆 就 是 过 Bi, G 和 B4 的 大 圆 的 投 
影 )。 对 过 点 Bu， 了 天 的 大 圆 而 言 , 它 所 在 的 平面 与 图 纸 平面 倾斜 成 角 Bs， 
类 似 的 结果 同样 适合 。 这 样 就 可 得 出 下 列 作 图 过 程 ， 在 四 点 作 垂直 于 
BsB 的 垂 线 MH1, 作出 角 Bs, 这 个 角 的 自由 苦 与 半径 为 玉 的 加 相交 于 
Ho; 从 瑟 作 ME:( 即 过 M 点 与 B2B4 垂直 的 垂 线 ) 的 垂 线 ,相交 于 理 ; 那 
末 , |M 互 | 就 给 出 了 所 需要 的 短 圆 的 短 半 轴 的 位 置 和 大 小 ， 两 个 椭圆 的 
交点 C 就 是 所 需要 的 点 。 为 了 确定 边 si= 项 0 和 ss= BIC 的 真 值 , 只 要 
把 它们 所 在 的 大 圆 绕 直 径 转 到 作 图 平面 就 可 以 了 。 每 一 个 贺 上 每 一 个 点 
的 投影 在 旋转 轴 的 垂 线 上 移动 , 这 样 , C 就 移 到 了 01 或 者 0s 上 , 而 
宁 BiMC1=s2, 宁 BaMCs=s1o 

所 指出 的 两 个 大 圆 平面 之 间 的 倾角 ? 也 能 从 图 中 求 得 ， 这 两 个 平面 
相交 于 直线 CMC'。 以 C 为 极 的 极 加 与 这 两 个 大 园 都 交 成 直角 , 并 且 相 
交 于 也 点 和 如 点 ， 红 如 对 应 于 角 y。 把 这 个 极 圆 绕 着 直径 旋转 到 作 
图 平面 上 ,就 能 读 出 角 y 的 真 值 ， 广 BMDi=y。 
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除 定位 法 以 外 ， 甚 至 今天 还 在 用 星 来 确定 船只 和 飞机 的 位 置 。 从 前 
这 是 在 公海 中 航海 的 唯一 方法 。 在 未 知 土 地 上 的 探险 完全 靠 这 种 方法 : 
由 罗盘 、 经纬仪 .反射 镜 六 分 仪 或 者 类 似 的 角度 测量 仪 以 及 一 只 精密 时 钟 
作出 必要 的 测量 。 对 于 近似 定向 而 言 , 知道 最 重要 星宿 的 知识 就 足够 了 。 
为 了 精确 地 确定 位 置 , 必须 知道 容易 定位 的 星球 的 位 置 数据 , 以 及 太阳 、 
行星 、 月亮 和 木星 的 卫星 的 运动 数据 , 并 给 出 天 空位 置 的 天 文 坐 标 系统 ， 
从 球面 天 文学 得 来 的 数据 对 航海 是 很 重要 的 ， 因 此 登载 在 航海 历 书 和 天 
文 历 书 中 ; 对 航海 必 不 可 少 的 天 文 坐标 系 是 地 平 坐标 系 和 杰 道 至 标 系 。 

与 所 有 的 天 文 坐 标 系 一 样 ,这 些 坐 标 系 基于 下 列 事实 : 即 对 于 一 个 观 
察 者 而 言 ， 星 空 是 作为 一 个 时 作 天 球 的 巨大 球面 的 一 部 分 出 现 的 。 在 天 
球 上 每 一 点 的 位 置 能 用 两 个 数值 坐标 来 确定 (与 地 球 表 面 的 经 度 和 纬度 
相对 应 )。 任 何 一 个 大 圆 与 它 的 极 一 起 〈 即 极 和 极 圆 ) 作为 这 两 个 坐标 的 
参考 坐标 系 是 适合 的 。 一 个 角度 在 大 贺 上 按照 前 面 的 意义 从 一 个 固定 点 
开始 度量 ;而 第 二 个 角度 在 过 要 定位 的 这 一 点 和 基 周 的 极 的 垂直 大 辐 上 
进行 测量 。 

地 平 坐标 系 ， 对 一 个 在 海上 或 在 平原 乡村 中 的 观察 者 0 而 言 ， 夜 空 
就 象 是 一 个 以 地 平 线 互 为 边界 的 半球 ( 见 图 12.3-5) ,在 数学 上 ,( 视 ) 地 平 
就 是 在 观察 点 处 地 球 的 切 平面 跟 天 球 相交 形成 的 圆 。 与 绝 大 多 数 星球 的 
距离 相 比 , 地 球 的 半径 小 到 可 以 忽略 不 计 。 因 而 视 地 平 与 真 地 平一 致 ,所 
谓 真 地 平 就 是 过 地 球 中 心平 行 于 切 平面 的 一 个 平面 与 天 球 的 交 线 。 地 平 
的 极 是 天 顶 2, 它 在 观察 者 的 垂直 上 方 ,而 天 顶 的 对 径 点 就 是 天 底 Neo 对 
观察 者 而 言 , 星球 的 适 动 似乎 是 没 着 一 条 轨道 运行 ,这 条 轨道 从 地 平 线 开 
始 ( 称 为 在 4 点 升 起 ), 再 上 升 到 顶 , 即 上 中 天 点 C， 然 后 再 落下 去 移 到 地 
平 线 上 的 DD 点 ,最 后 消失 在 地 平 线 下 并 通过 下 中 天 点 0。 通 过 所 有 星体 
的 中 天 点 的 大 圆 时 作 天 球 子午 图 m。 

也 存在 这 样 的 星 , 叫 作 棋 极 星 c8， 它 的 轨道 全 部 在 地 平 线 之 上 。 在 
一 天 之 中 ,所 有 的 星球 在 天 球 上 画 出 一 个 小 圆 。 它 们 的 轨道 相互 平行 ,这 
些 圆 的 圆心 全 部 位 于 一 条 直线 上 而 形成 了 天 球 的 轴 。 这 条 直线 跟 天 球 相 
交 于 两 点 , 即 天 球 北极 Py 和 天 球 南极 Ps。 星 的 这 种 看 得 到 的 圆周 运动 
是 地 球 绕 着 它 的 轴 自 转 的 结果 ， 而 天 球 的 极 保持 不 动 是 因为 地 球 的 自转 
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轴 指 向 这 些 极 的 缘故 。 从 观察 者 到 天 极 的 方向 跟 地 球 自 转轴 平行 ， 因 此 
对 于 在 地 球 北 极 的 观察 者 来 说 , 这 个 方向 垂直 于 地 平 线 ; 而 对 于 在 地 球 蛮 
道上 的 观察 者 而 言 ， 这 个 方向 是 沿 着 地 平 线 的 。 如 果 想 象 切 平面 沿 着 子 
午 线 从 赤道 滑 到 北 汲 , 那 末 天 球 北 极 的 纬 衰 就 从 0° 稳定 地 增加 到 90°， 
并 县 总 是 等 于 地 理 纬度 。 星 球 St 的 地 平 华 度 及 沿 着 过 天 顶 和 天 底 的 大 
圆 进行 测量 , 这 个 大 贺 叫 地 平 经 可 7, 它 与 地 平 线 垂直 ; 而 地 平 纬度 六 从 
地 平 线 上 的 0° 变化 到 天 顶 的 十 90" 和 天 底 的 一 90"。 对 天 极地 平 纬度 
的 测量 可 以 给 出 观察 者 的 地 理 纬度 p。 过 天 极 的 地 平 经 辕 与 地 平 线 的 交 
点 叫 作 地 平 北 点 驴 和 地 平 南 点 8, 它们 互 为 对 径 点 。 如 果 观 察 者 面向 北 
点 , 那 末 在 其 右边 跟 视 线 成 直角 的 方向 是 地 平 东方 而 在 其 左边 是 地 平 
西方 WW。 这 四 个 方向 就 叫 作 基 本 方位 ,它们 的 方向 就 是 天 球 的 北方 、 责 
方 .东方 和 西方 。 过 天 球 北极 画 一 条 垂 线 , 或 者 确定 过 任 一 不 变 的 星球 中 
天 的 地 平 经 圈 , 由 此 就 能 确定 这 四 个 基本 方位 ; 设 有 两 个 地 平 经 图 , 某 一 
不 变 的 星 在 这 两 个 地 平 经 圈 上 具有 和 邮 样 的 地 平 纬度 ， 那 末 通 过 星体 中 天 
的 地 平 经 圈 等 分 这 两 个 地 平 经 轿 之 间 的 夹 角 。 

与 地 平 纬度 h 一起， 把 地 平 经 度 4 着 作 为 第 二 坐标 。 这 个 地 平 经 度 
是 在 观察 者 的 位 置 度量 的 , 它 就 是 子午 圈 和 星球 Si 的 地 平 经 圈 平 面 之 间 
的 夹 角 , 这 个 地 平 经 度 从 南方 的 0°, 按照 所 看 到 的 星球 的 逐日 运动 方向 ， 
依 西 、 北 、 东 的 次 序 ， 变 化 到 360"。 结果 ， 地 平 经 度 a 也 可 以 看 作为 地 
平 线 上 的 一 段 弧 ， 或 者 看 作 在 天 顶 z 处 的 一 个 角 。 通 常 也 可 不 去 测量 地 


图 12.3-5 地 平 坐标 系 图 12.3-6 赤道 坐标 系 
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平 纬度 及 而 测量 它 的 余 角 , 即 星球 离开 天 顶 的 天 顶 距 2 j 十 3 一 90 。 

赤道 坐标 系 ”因为 所 有 的 星 绕 着 天 极 在 平行 加 上 运动 ， 因 而 星 与 这 
些 圆 中 的 每 一 个 圆 的 距离 都 必须 保持 不 变 。 我 们 在 这 些 圆 中 间 选 择 大 贺 
作为 参考 贺 ， 这 个 圆 的 极 就 是 天 球 的 极 。 因 为 它 就 是 地 球 赤道 平面 与 天 
球 的 交 线 , 因而 叫 作 天 赤道 8。 在 天 球面 上 ， 天 赤道 近似 地 通过 双鱼 府 、 
猎户 座 的 “腰带 ”( 由 三 颗 明 星 所 形成 ) 中 上 面 的 一 颗 星 和 天 唐 座 中 的 幸 
牛 星 。 赤 道 跟 地 平 线 相交 于 地 平西 点 和 地 平 东 点 ( 见 图 12.3-~6), 并 且 与 
地 平 线 五 的 倾角 是 (90°" 一 g)。 在 天 赤道 上 测 得 的 星球 8; 的 高 度 (纬度 ) 
岂 作 未 纬 8， 它 是 在 一 个 叫 作 时 国 的 大 圆 上 进行 度量 的 , 这 个 加 过 天 板 
Px 和 Ps 因此 与 天 赤道 垂直 。 时 角 取 作 第 二 坐标 。 这 就 是 时 圈 与 通 
过 星球 中 天 的 天 球 子 千 图 加 之 间 的 夹 角 。 这 个 子午 圈 通 过 地 平 南 点 和 地 
平 北 点 、 天 顶 z 和 天 底 Wo, 还 通过 天 极 Px 和 Ps， 它 就 是 观察 者 的 子午 
图 平面 与 天 球 的 交 线 。 从 这 个 子午 图 开始 按照 星球 逐日 运动 的 方向 到 某 
星球 的 时 间 ， 所 测 得 的 角度 就 是 该 星 的 时 和 角 , 并 且 它 的 取 值 范围 是 从 0° 
到 360°, 或 者 说 从 0? 到 249《 即 24 小 时 )。 例 如 地 平西 点 的 时 角 是 90% 
或 者 6"( 即 6 小 时 )。 

因为 赤 纬 是 以 赤道 为 参考 系 的 ， 因 此 这 个 第 一 未 道 系统 或 者 说 时 角 
系统 跟 观 察 者 位 置 的 地 理 纬度 无 关 。 然 而 进行 时 角度 量 的 零 方向 是 由 观 
察 者 的 子午 线 所 确定 的 ， 因 而 与 观察 者 的 地 理 经 度 有 关 。- 例如 ,在 同一 
时 间 同 一 星球 的 对 角 ， 在 莫斯科 的 时 角 就 比 伦敦 的 要 大 ， 这 是 因为 地 球 
旋转 的 缘故 , 星球 在 莫斯科 的 中 天 要 比 在 伦敦 的 中 天 大 约 旱 2 小 时 29.2 
分 钟 。 因为 24 小 时 与 360° 角 相 对 应 ， 因 而 时 角 差 就 是 149.2°/4 二 
37 .3"。 这 样 ,莫斯科 的 位 置 要 比 伦 敦 的 位 置 更 东 从 =37.3*。 为 了 使 得 
在 赤道 系统 中 的 第 二 个 坐标 跟 观察 者 的 位 置 无 关 ， 在 天 赤道 上 选 了 一 个 
参考 点 。 这 一 点 用 个 来 表示 ， 叫 做 春分 点 (或 者 叫 白 羊 宫 第 一 点 )。 作 为 
者 道上 的 一 点 , 它 也 参加 了 天 球 的 视 运 动 (旋转 )。 因 此 从 这 一 点 开始 沿 着 
赤道 按照 与 视 旋转 方向 的 相反 方向 而 测 得 的 星 的 时 角 是 一 个 常数 ， 这 个 
时 角 就 叫 赤 经 a。 赤 经 a 和 赤 续 6 就 是 第 二 杰 道 系统 (或 者 叫 灾 经 系统 ) 
的 坐标 。 把 从 北极 星 CPx) 开 始 通过 W 形状 的 仙 后 座 右 端的 时 圈 延 长 与 
天 赤道 相交 就 得 到 春分 点 的 近似 位 置 。 

地 平 坐标 系 与 时 角 坐 标 系 ”如 果 把 两 个 天 文 坐标 系统 结合 起 来 ( 见 
图 12.3-7), 那 末 地 平 线 跟 赤道 相交 于 东 点 和 西点 。 时 图 和 地 平 经 圈 通 过 
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图 12.3-7 ”地 平 坐标 系 和 第 一 赤道 坐标 系 


星球 Si。 星球 的 运行 轨道 平行 于 天 赤道 ,并 且 分 别 在 C 和 1C 达到 它 的 上 
中 天 和 下 中 天 。 而 和 4 是 它 的 升 起 点 , 也 是 它 的 下 沙 点 。 在 地 平面 上 天 极 
Py 的 地 平 纬度 就 是 观察 者 的 位 置 0 的 地 理 纬度 ，NDPy =p。 附 图 ( 见 图 
12.3-7) 就 是 赤道 系统 的 图 在 过 入, Py, Z, 0, 8 入 的 子午 线 信 的 平 
面 上 的 正 投影 。 震 分 点 个 的 时 圈 没 有 画 出 , 但 是 画 出 了 过 天 项 2 和 天 记 
,的 星球 Si 的 地 平 经 圈 。 点 召 和 4 分 别 位 于 点 久 和 也 的 后 面 , 因此 
不 能 看 到 。 角 9 (90* 一 分 和 6 以 其 真实 的 大 小 画 在 图 中 。 

中 天 地 平 纬度 。 如 果 星 球 8 的 中 天 在 C 点 , 那 未 这 个 星球 在 这 一 点 
达到 它 的 最 大 地 平 纬度 并 且 同 时 达到 它 的 最 小 天 顶 距 sin。 因 为 赤道 @ 
与 地 平 线 的 交角 是 (90° 一 9) ,因此 得 到 9 一 5 十 zuin， 而 中 天 地 平 纬度 由 
js 二 zuia 一 90。， 三 者 hosz 一 90° 一 p+6 所 给 出 。 结果 根据 观察 到 的 一 
颗 星 的 中 天 地 平 续 度 hwsx, 或 者 由 已 知 的 这 颗 晨 的 赤 纬 6 可 以 确定 地 
理 纬度 9, 或 者 反 过 来 , 由 已 知 的 地 理 纬度 9 可 以 确定 这 颗 显 的 洒 纺 
6。 

航海 三 角形 。 对 星球 的 一 般 位 置 而 言 ,用 顶点 在 星球 Bi 天极 Py 
和 天 顶 2 的 航海 三 角形 把 这 两 个 系统 联系 在 一 起 * 这 个 三 角形 有 下 列 元 
索 ， 边 S12 一 90° 一 (天 顶 距 ), StPy 一 90° 一 6, ZPy 二 90° 一 gp 和 在 顶点 
Z 和 Py 处 的 角 。 顶 点 汶 名 的 地 平 经 度 4 和 顶点 为 Py 的 时 角 7 都 是 从 
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”子午 图 开始 按 星球 逐日 旋转 的 方向 进行 度量 。 因为 在 图 12.3-7 中 男 
出 的 8t 的 位 置 在 它 的 中 天 之 后 , 因此 在 三 角形 中 所 示 的 角 其 大 小 是 
立 StZPy=180° 一 a 和 广 ZPwrSi=z。 如 果 把 位 于 子午 线 平 面 后 面 的 天 
球 部 分 画 在 图 中 , 而 星 St 在 中 天 前 的 位 置 上 , 那 未 用 召 代 蔡 玉 而 用 委 
代替 D, 于 是 在 航海 三 角形 中 的 角 将 由 文 SBIGPwr =4 一 180° 和 宁 ZPaSt 
一 360" 一 z 所 给 出 。 

太阳 的 轨道 ” 当 太 阳 在 春分 点 时 , 白天 和 黑夜 一 样 长 ; 早晨 六 点 钟 太 
阳 柑 东 点 升 起 ,近似 地 沿 着 天 赤道 穿 过 天 空 , 而 在 晚上 六 点 在 西点 落下 。 
然而 , 它 的 赤 经 ac@ 和 赤 纬 6 不 是 一 个 常数 , 这 是 与 所 有 不 变 的 星体 不 
一 样 的 。 从 十 二 月 二 十 二 日 到 六 月 二 十 二 日 ， 赤 经 稳定 地 增加 而 赤 纬 稳 
定 地 减少 。 因 为 赤 经 在 增加 ( 见 图 12.3-8), 因而 太阳 以 后 每 天 到 达 天 球 
子午 图 的 时 间 要 比 春 分 点 晚 。 在 一 年 的 过 程 中 ， 这 个 时 间 延 迟 积 累 成 整 
整 一 天 。 所 以 春分 点 和 所 有 不 变 的 星体 中 天 366 次 ， 而 太阳 中 天 的 次 数 
只 有 365 次 。 由 于 太阳 赤 纬 的 增加 , 因此 它 的 日 出 点 4 和 日 落 点 了 向 北 
移动 , 移 到 和 4 和 Dl。 白天 变 得 越 来 越 长 , 直到 夏至 为 止 。 这 时 太阳 具有 
其 最 大 的 赤 纬 6=23°26'( 这 是 巨蟹 座 旋 转 的 图 即 北 回归 线 )。 在 这 以 后 ， 
赤 纬 逐步 减 小 , 到 秋分 点 时 赤 纬 是 零 , 在 冬至 点 时 亦 纬 是 一 23°26' (这 是 
摩 竟 座 旋 转 的 圈 , 即 南 回归 线 ), 而 在 春分 点 赤 续 再 次 回 到 零 。 总 之 在 天 空 
中 所 看 到 的 太阳 轨道 不 是 一 个 贺 ( 这 是 与 其 他 不 变 的 星体 不 一 样 的 )， 而 
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是 描述 两 次 的 有 365 圈 的 一 条 螺旋 线 ， 这 个 螺旋 线 占 据 了 宽 为 2+23°26 
的 一 个 常 域 。 而 每 一 不 变 的 星 , 几乎 无 一 例外 , 在 整个 一 年 过 程 中 都 有 相 
同 的 邻 是 (只 有 少数 情况 才 有 可 观 的 偏离 )， 而 太阴 却 通 过 了 13 个 是 座 ， 
按 十 二 分 法 考虑 , 星座 减少 到 12 个 ,这 些 星 座位 于 一 个 大 圆 .上 ,这 个 大 加 
在 太阳 一 年 的 视 运 动 的 轨道 ( 叫 作 黄道 ) 的 附近 。 这 些 星座 是 白羊座 TT; 
金牛 座 总 ; 双子 座 开 ; 巨蟹 应 @@; 狮子 座 人 N; 室女座 你; 天 程 座 ww; 天 蝎 座 
T; 人 人马座 X'; 摩 况 座 痢 ; 宝 浇 座 ww 和 双鱼 座 )。 黄 道 与 赤道 相交 于 春分 
点 和 它 的 对 径 点 秋分 点 ,交角 8 二 23°26'。 

太阴 沿 着 黄道 的 视 运 动 是 地 球 绕 太阳 运动 的 结果 。 这 12 个 星座 位 
于 地 球 绕 太阳 运动 的 轨道 平面 上 。 以 黄道 作为 极 贺 的 坐标 系 把 地 球 轨道 


北 落 师 人 


图 12.8-9 北方 的 天 空 
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平面 作为 参考 平面 。 银 河 星 系 位 于 一 个 新 的 大 加 上 ， 这 个 大 贺 形 成 铁 
河 系 的 参考 平面 。 这 是 描述 银河 系 星 的 分 布 最 适合 的 坐标 系 ( 见 图 
12.3-9)。 

时 间 的 计算 ”时 间 间 隔 的 度量 需要 这 样 一 种 时 钟 ， 这 种 钟 要 尽 可 能 
保持 不 变 ， 而 且 绝 大 多 数 由 局 期 过 程 所 控制 和 校准 。 地 球 绕 着 它 的 轴 的 
旋转 已 经 证 明 是 非常 均匀 的 ; 一 颗 不 变 的 星 ,或 者 白羊座 个 的 第 一 点 在 天 
球 赤 道上 的 视 运 动 就 能 看 作为 是 一 个 非常 精确 时 钟 的 指针 。 然 而 ， 用 五 
英 晶 体 钟 和 原子 钟 进 行 的 观察 表明 ， 地 球 的 旋转 并 不 是 完全 均匀 的 。 因 
为 潮汐 摩擦 力 和 地 球 内 部 通过 质量 位 移 和 其 他 过 程 所 产生 的 不 规则 变 
化 ,以 及 在 地 球 表 面 的 气象 过 程 , 使 得 一 天 的 长 度 发 生变 化 。 

根据 国际 约定 ,时 间 计 算是 根据 地 球 绕 太 阳 旋 转 《公转 ) 的 时 间 来 确 
定 的 。 回归 年 就 是 太阳 通过 白羊座 第 一 点 连续 两 次 之 间 的 时 间 。 但 是 这 
个 周期 也 是 在 变化 的 , 只 不 过 变化 是 非常 之 小 而 已 (在 1000 年 中 只 有 几 
秒 钟 ), 而 且 它 变化 的 大 小 也 是 已 知 的 。 对 于 给 定 的 时 间 点 选择 一 个 确定 
的 周期 是 有 用 的 ， 所 选 的 确定 的 回归 年 就 叫 正常 年 。 根 据 这 种 办 法 定 下 
的 时 间 是 为 了 绝对 一 致 地 进行 计算 , 并 把 这 个 时 间 叫 作 历 书 时 ,或 者 牛顿 
时 间 , 因为 在 天 文学 中 它 是 用 来 计算 天 体 的 坐标 的 。 相 应 地 秒 (s) 是 用 星 
历时 间 1900 年 1 月 0 日 12 点 钟 的 回归 年 的 1/31556925.9747 来 定义 
的 ; 按照 日 历 , 1900 年 1 月 0 日 就 是 1899 年 12 月 31 日 。 

恒星 时 ”白羊座 个 第 一 点 连续 两 次 中 天 之 阐 的 时 间 长 度 叫 作怪 星 
日 。 将 它 分 成 24 小 时 "(恒星 时 ), 每 一 小 时 "再 分 成 60 分 "(恒星 分 ), 每 
一 分 * 再 分 成 60 秒 *( 恒 星 秒 )。 恒星 日 由 春分 点 的 中 天 开始 。 春分 点 的 
时 角 就 是 恒星 时 间 , 是 用 时 间 单 位 来 表示 的 并 且 用 二 的 记号 来 代表 。 在 
同一 条 地 球 子午 线 上 的 所 有 地 方 ， 这 个 恒星 时 间 都 是 相同 的 《 叫 当 地 恒 
星 时 ), 越 是 朝 东 的 地 方 时 间 越 大 , 而 越 是 朝 西 的 地 方 时 间 就 越 小 ,在 同一 
瞬间 , 从 两 个 地 方 的 当地 导 星 时 六 和 如, 可 以 计算 得 到 这 两 地 的 经 度 差 
从 二 (as 一 Ma)。 由 于 24 小 时 * 的 恒星 时 间 差 少 = (ts 一 本) 对 应 于 经 度 差 
从 二 360°, 因此 每 一 恒星 时 对 应 于 15°, 一 个 恒星 分 对 应 于 15', 而 一 个 恒 


星 秒 对 应 于 15”。 反 过 来 , 一度 的 经 度 差 对 应 于 -骂人 小 时 ”一作 时 - 


和 分 钟 "。 这 样 , 当 春 分 点 在 纽约 (X273.5W) 由 天 时 , 在 罗马 (一 13.3 
忆 ) 的 恒星 时 已 经 是 (73.5 士 12.3) .4 分钟 *=85.8.4 分 钟 * 一 343.2 分 钟 * 
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一 5 小 时 * 43.2 分 钟 * 了 。 

太阳 日 ”因为 人 们 的 生活 在 很 大 范围 内 与 太阴 的 运行 有 关 ， 因 此 人 
们 不 仅 把 春分 点 , 而 且 也 把 太阳 用 作为 时 间 指 示 器 。 对 这 种 用 途 来 说 , 太 
阳 有 本 质 上 的 缺点 。 虽 然 它 相 对 于 赤道 位 置 保持 不 变 ， 但 太阳 一 年 的 运 
行路 线 是 绕 着 黄道 的 ， 并 且 因 为 地 球 在 它 的 开 普 勒 精 圆 上 围绕 着 太阳 作 
不 均匀 的 运动 , 因此 它 的 速度 不 是 常数 。 由 于 这 个 原因 ,除了 真正 的 太阳 
之 外 ， 引 入 一 个 称 为 平均 太阳 
的 虚构 物体 ， 它 的 庆 经 un 在 
一 年 之 中 均匀 地 从 0° 增 加 到 
360*。 这 个 平均 太阳 的 时 角 如 
确定 了 平均 太阳 时 间 ， 或 者 简 
称 为 平均 时 间 ， 以 与 确定 恒星 
时 间 的 真实 太阳 的 时 角 相 对 
照 。 这 两 个 时 间 之 间 的 差 就 叫 
作 时 差 ( 耳 . T 了 .): 这 样 ,也 . T. 一 
一 tn。 图 12.3-10 画 出 了 当 
平均 太阳 通过 中 天 时 ， 真 实 大 
阳 的 位 置 。 例 如 ,如果 时 差 是 负 
的 , 那 末 加 > 加 于 是 平均 太阳 | 
就 跑 在 真实 太阳 的 前 面 ,而 这 “15” -1” -5% 0 +57 +10" 二 二” 
样 当真 实 太 阳 还 在 子午 赚 的 东 “图 ]2.3-10 在 一 年 中 的 时 差 ,加 一 如 
方 时 , 平均 太阳 已 通过 中 天 了 。 一 卫 T.; @ 是 平均 太阳 
恒星 日 的 长 度 跟 平均 太阳 日 的 长 度 之 比 能 从 下 列 事实 得 到 ， 即 回归 年 有 
366.2422 个 这 星 日 , 但 只 有 365. 3422 个 平均 太阳 日 。 于 是 得 到 ，24 小 
时 的 平均 太阳 时 间 = 二 24 小 时 * 3 分 钟 *+56.55536 秒 ”; 24 小 时 * = 23 小 
时 56 分 钟 4.09058 秒 的 平均 太阳 时 间 ; 1 小 时 的 平均 太阳 时 间 二 
1.002737909 小 时 *; 1 小 时 * 二 0.997269567 小 时 的 平均 太阳 时 间 。 

时 区 ”当然 ,真实 时 间 和 平均 时 间 两 者 都 是 地 方 时 ,而 只 有 在 同一 条 
地 球 子午 线 上 的 地 方才 有 相同 的 地 方 时 。 自 然 界 的 这 一 事实 对 现代 化 的 
交通 是 太 不 方便 了 , 因此 在 人 允许 的 误差 范围 内 把 地 球 表面 分 区 , 这 些 区 以 
经 度 为 边界 ， 每 一 时 区 包括 15° 经 度 ， 在 一 个 时 区 中 的 所 有 地 方 都 使 用 
中 央 经 线 的 地 方 平均 时 。 格 术 威 治 子午 线 (X%=0) 的 地 方 平均 时 岂 作 世界 - 
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时 ,或 者 叫 净 林 成 治平 均 时 (G. M. 了 T.); 经 线 为 人 = 一 15* 或 东经 15° 的 
地 方 平均 时 就 是 中 欧 时 间 (M. 也. T.)。 

【[ 例 1】 在 11 月 18 日 早 宕 ,一 条 船 位 于 纬度 g=54°57' 北 处 ， 观 察 
到 太阳 的 地 平 纬度 是 h 一 9°15'。 船 上 的 精密 记 时 仪 给 出 G. 加. T=8 小 
对 58 分 20 秒 ,由 航海 年 历 给 出 6,= 一 19"12' 以 及 时 差 +14 分 50 秒 。 问 
这 条 船 位 于 那 条 经 线 上 9 

在 航海 三 角形 天 顶 2- 极 Pw~ 太 阳 8 中 ， 已 知 三 条 边 。 890° 一 
h=80°45’, Zb, =90°— p= 353°03’', SPy= 90° —6=109°12’, 对 时 角 t 
和 360° 之 差 妃 由 半角 公式 给 出 ; 


sinl# -ES [90° ~ 9])sinCS— L906) 
2 sin(90° — 9p)sin(90° —6) 


lg sin 
90°—h= 80°45' 9.98950 


90°—g= 35°03 +8.76015 
90°— 6=109°12; 一 5874965 
25=225°00" 一 9.75913 
s=112°30 一 9.97515 

s— F909]= 77°27! 9.01537 
s—[90°—6]= 3°18 9.50768 


#2 =18°46/34" 
一 37°3318" 二 2 小 时 30 分 13 秒 


这 样 ,观察 确定 的 时 间 是 在 真 太阳 中 天 前 2 小 时 30 分 钟 13 秒 , 也 就 是 在 
了 2 小 时 一 2 小 时 30 分 钟 13 秒 ~9 时 29 分 好 秒 。 但 是 地 方 平均 时 还 要 
少 14 分 50 秘 , 或 者 说 地 方 平均 时 是 9 时 14 分 57 秒 。 这 个 时 间 和 GG. 
.了 , 之 间 的 差 是 9 时 14 分 57 秒 -8 时 58 分 20 秒 =16 分 37 秒 ,或 韦 
说 9 一 4915"。 于 是 般 的 位 置 是 东经 4*915” 和 北纬 54"57。 

【 例 3] 在 杰 道 北面 平静 的 海面 上 有 一 条 船只 在 航行 , 18 时 50 分 
G. M. 了, 时 在 船上 测 得 太阳 的 地 平 纬度 是 hu=21.7*。 从 航海 年 历 上 得 
到 太阳 的 亦 续 是 而 == 一 10.15°, 时 差 是 也. 了 .= 十 巧 分 3 秒 。 在 沿 着 航 
向 为 北 67.5? 西 的 大 品 航 行 了 15.2 海 里 之 后 ， 在 船上 观察 到 太阳 到 了 
它 的 中 天 , 这 时 它 的 地 平 纬度 是 为 ~35", 亦 纬 是 6 一 10.21° ( 见 图 
12.3-1D。 问 两 个 观察 位 置 的 坐标 是 什么 9 
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图 12.3-11 例 3 中 天 空 的 示意 图 ( 左 图 ) 和 例 3 中 地 球 表面 
的 示意 图 ( 右 图 ); 其 中 是 赤道 ，Wo 是 格林 威 治 子午 线 


太阳 中 天 的 地 平 纬度 加 满足 : 

josx 一 因 一 90? 一 ga 十 2 或 者 内 一 90" 十 3 一 ja 即 a=44.79*。 

两 个 观察 点 Pi 和 Ps 与 北极 在 一 起 确定 了 在 地 球 表面 的 一 个 球 
面 三 角形 PINP,。 沿 着 在 Pi 点 处 的 航向 角 w= 67.5", 船只 通过 了 两 个 
观察 点 之 间 的 距离 巧 Ps=15.2 海 里 =15.3.1.852 公里 , 对 应 着 一 条 加 


一 -20019- 一 0.253%。 航 向 角 a 的 对 边 所 NW 是 90° 一 ~ 


全 .31。; 由 正弦 定律 sn 从 =sin s sin a/sin(90° 一 go) ,给 出 尔 =0.3 辑 "。 
在 同一 三 角形 中 , 由 了 而 普尔 公式 2a) 给 出 ; 


90° 一同 ) 
tan (2 


(人 
因而 90° 一 g1=45.3°, p1 二 44.7°。 
在 第 一 个 观察 点 的 航海 三 角形 ZPrS1 中 , 已 知 三 边 ZS1~90° 一 hn， 
和-90" 一 mr 和 长 Si 一 90" 一 5。 由 边 的 正弦 定律 能 够 计算 出 360* 
和 时 角 # 之 间 的 差 从 


oogt' = (sin hi — sin pr sin 61) 
cos p1 ¢0s 61 


由 此 得 到 ?= 驳 .13?=3.01 小 时 =3 小 时 0 分 36 秒 。 因 此 在 第 一 观察 
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点 处 ， 真 地 方 时 是 12 时 -3 时 0 分 36 秒 =8 时 59 分 24 秒 ， 或 者 因 
为 如 = 去 一 对. 工 . 得 到 地 方 平 均 时 是 8 时 竹 分 21 秒 。 与 格林 威 治 地 方 
平均 时 的 时 差 是 18 时 50 分 -8 时 竹 分 红 秒 =10 时 05 分 39 秒 , 即 
10.094 小 时 。 于 是 经 度 差 为 10.094.15° 二 151.41?。 这样, 格林 威 治 在 
五 的 东 面 , 于 是 得 到 Pi 的 经 度 是 西 经 151.41°, 而 Ps 的 经 度 是 和 = 二 和 i 十 
从 二 151.74°。 
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138.5 


平面 解析 几何 


固 锥 曲线 看 成 是 圆锥 
与 平面 的 交 线 .………… 
抛物 线 方 程 ………………: 


圆锥 曲线 和 直线 .………… 
圆锥 曲线 的 法 线 和 


两 条 圆锥 曲线 ……… 和 pp 
图 锥 曲线 的 公共 顶点 


一 般 二 次 方程 的 讨论 … 


解析 几何 的 主要 思想 是 用 代数 计算 的 方法 来 进行 几何 研究 ， 这 种 方 
法 已 经 证 明 是 卓有成效 的 。 把 几何 思想 与 代数 思想 融合 起 来 ， 再 与 函数 
思想 结合 在 一 起 ， 十 分 有 助 于 人 们 对 具体 实体 的 探索 和 理解 。 同 时 这 种 
方法 在 数学 上 具有 特别 的 吸引 力 ， 在 训练 思维 上 也 产生 了 重大 影响 。 解 
析 几 何方 法 的 诞生 ， 以 及 随 之 而 来 的 微 积分 计算 方法 的 发 展 ， 标 志 着 向 
近代 数学 的 过 渡 。 解析 几何 诞生 的 年 份 可 从 1637 年 算 起 , 这 是 笛 卡 尔 
(1596~1650 年 ) 为 了 避免 与 教会 辩论 而 匿名 出 版 他 的 著作 «方法论» 的 


。 在 这 本 对 哲学 史 也 很 有 


要 的 著作 中 , 标题 为 “几何 学 ”的 第 三 部 分 


系统 地 阐述 了 解析 几何 的 基本 原理 。 此 前 不 久 , 费 尔 马 (1601~1665 年 ) 
也 已 经 得 出 解析 几何 的 方法 , 但 是 他 的 论文 < 平面 几何 和 立体 几何 轨迹 导 
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论 > 直 到 1679 年 才 发 表 。 因 为 饭 卡 尔 的 “几何 学 ”采用 了 较 好 的 记 法 , 因 
此 一 般 总 是 把 解析 几何 方法 的 发 展 归功 于 笛 卡 尔 。 然 而 ,在 笛 卡 尔 以 后 ， 
经 过 很 长 的 时 间 , 特别 是 经 过 网 拉 (1707~1783 年 ) 的 努力 才 发 展 成 现在 
的 形式 。 例 如 笛 卡 尔 没有 使 用 两 根 轴 , 而 只 是 到 了 欧 拉 时 代 , 由 他 引入 了 
大 部 分 的 现代 记 法 , 才 从 几何 轨迹 方程 得 到 具有 深远 意义 的 结论 , 而 笛 卡 
尔 和 费 尔 马 却 总 是 认为 方程 一 经 建立 , 他 们 的 研究 也 就 结束 。 


18.1 平面 坐标 系 


把 几何 图 形 看 作 点 集 , 并 给 每 一 个 点 指定 一 个 数字 最 与 它 对 应 , 并 以 
此 同 其 他 的 点 相 区 别 , 这 样 就 达到 了 几何 思想 和 代数 思想 的 融合 。 这 样 ， 
一 条 曲线 或 者 一 条 直线 就 是 它 的 数值 满足 某 一 关系 的 点 的 全 体 的 集合 ， 
而 这 种 关系 就 叫 作 图 形 的 方程 ， 例 如 椭圆 的 方程 或 者 直线 的 方程 。 两 变 
量 线性 方程 的 图 形 总 是 一 条 直线 ， 而 两 变量 二 次 方程 的 图 形 总 是 一 条 圆 
锥 曲线 。 解 析 几 何 这 种 构造 法 的 基础 是 点 和 数 之 间 的 对 应 关系 ， 这 种 对 
应 关系 必须 是 一 对 一 的 。 直 线 上 ， 或 者 更 一 般 地 在 一 条 曲线 上 ， 一 个 数 
字 就 足以 唯一 地 去 确定 一 个 点 ， 在 平面 或 曲面 上 一 个 数 对 就 足以 唯一 地 
确定 一 个 点 , 而 在 空间 中 一 个 三 数组 足以 唯一 地 确定 一 个 点 ; 反 过 来 , 在 
曲线 上 的 一 个 点 唯一 地 确定 了 一 个 数 ， 而 在 曲面 上 的 一 个 点 唯一 地 确定 
了 一 个 数 对 ,在 空间 中 的 一 个 点 唯一 地 确定 了 一 个 三 数组 , 这 些 数字 就 叫 
作 坐 标 。 坐 标 可 以 用 不 同 的 方法 来 得 到 ， 坐标 系 就 是 确定 这 些 数 的 方法 。 

数 轴 ”如 果 在 直线 上 给 出 一 个 零点 0 和 单位 线段 w=01, 那 末 就 能 
唯一 确定 直线 上 任 一 点 了 的 位 置 。 单位 线段 的 整数 倍 只 要 通过 重复 截 
取 w 就 能 得 到 ， 截 取 方向 既 可 以 沿 着 从 0 到 1 的 自 向 也 可 以 沿 着 从 1 到 
0 的 负 向 ( 见 图 13.1-1)。 这 些 整 倍数 的 端点 与 全 体 正 、 负 整 数 对 应 。 任 
一 点 了 或 者 是 某 一 个 端点 ， 或 者 位 于 两 个 端点 之 间 ; 例如 %n 和 % 十 1 之 
间 , 总 是 存在 一 个 实数 xz, 使 得 z 乘 是 点 乙 离 开 原点 0 的 距离 1OP|。 
对 正 的 xX, 有 2%2<z< 和 2 十 而 对 负 的 2, 有 一 刀 记 2 一 记 一 L。 数 了 就 是 


负 向 正 向 
Pp 0 Pp 
I NS EN “WN 
Nl -i -3 -2 一 工 1 2 3 nn 


图 13.1-1 数 轴 
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点 卫 的 坐标 。 反 过 来 , 任 一 实数 * 由 方程 m(OP) 一 zu 唯一 地 确定 了 数 
轴 上 的 一 个 点 P, 其 中 当 z> 0 时，m(OP)=10P1 当 2<0 时 ,mm(OP) = 
一 10P1。 

平行 坐标 系 

斜 平行 坐标 “因为 平面 有 两 绝 ， 因 而 要 确定 平面 上 一 点 的 位 置 就 需 
要 两 条 互 不 平行 的 数 辅 , 它们 的 原点 分 别 是 O 和 0', 单 位 线段 分 别 是 4= 
信和 wr=01。 这 两 条 数 轴 常常 这 样 安排 , 使 得 它们 的 零点 重合 ,O= 04 
这 两 条 数 轴 就 叫 作 坐标 系 的 轴 ， 通常 称 为 zx 轴 或 横 坐 标 轴 和 2 轴 或 级 
符 标 轴 。 如 果 这 两 条 轴 所 夹 的 角 a 一 180°, 那 末 在 右手 条 中 选择 轴 的 符 
号 使 得 +z 轴 按 数学 上 正 向 意义 ( 道 时 针 ) 旋转 角 w 就 重合 到 +y 轴 上 ; 
在 左手 条 中 只 不 过 是 旋转 按 反 向 意义 进行 。 整 个 平面 被 坐标 轴 分 成 四 个 
区 域 , 这 四 个 象限 按照 I II, III 和 IV 来 编号 ,先后 次 序 跟 坐 标 系 的 旋 
转 方向 相同 。 如 果 点 卫 位 于 其 中 某 
一 象限 ， 那 末 过 这 一 点 平行 于 每 一 
坐标 轴 能 够 画 一 根 直 线 ， 并 与 另 一 
坐标 轴 相 交 于 一 点 ， 比 如 与 2 轴 相 
交 于 P' 而 与 y 轴 相 交 于 P”( 见 图 
13.1-2)。 数 轴 上 这 两 点 的 坐标 就 
是 点 一 的 坐标 。 不 同 的 点 就 得 到 不 
同 的 数 对 (%, 纺 。 反 过 来 , 对 任 一 
数 对 (a, 5), 在 坐标 轴 上 有 两 个 
点 Ps，Ps 满足 m (OPs) = ou 和 图 13.1-2 斜 坐 标 系 
M(OP) =bw'。 过 这 两 点 P。，Ps 作 平 行 于 另 一 坐标 轴 的 直线 ， 它 们 相交 
于 坐标 是 4 和 bb 的 一 点 P。 甚 至 在 点 P 位 于 某 一 坐标 轴 上 时 ， 因 为 把 它 
看 成 是 平面 上 的 一 个 点 ， 因 而 也 必须 用 一 个 数 对 来 确定 它 的 位 置 。 那 时 
也 点 与 P' 或 P" 重合 , 而 在 另 一 轴 上 的 点 就 是 原点 ， 因 此 它 的 坐标 是 零 。 
于 是 在 横 坐 标 轴 上 的 点 它 的 坐标 是 (z, 0)， 而 在 纵 华 标 轴 上 的 点 它 的 华 
标 是 (0, 办。 在 类 示 点 卫 的 数 对 中 ,x 坐标 或 者 横 坐 标 总 是 放 在 第 一 个 
位 置 ， 而 9 坐标 或 者 纵 坐标 放 在 秆 二 个 位 置 。 原 点 所 对 应 的 坐标 是 
(0, 0)。 

在 每 一 个 象限 中 , 坐标 都 有 确定 的 符号 。 对 于 给 定 的 象限 数 , 对 应 的 
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符号 车 下 表 中 给 出 。 


点 所 在 的 象限 


直角 (平行 ) 坐标 , 简 卡 尔 坐 标 在 入 卡尔 坐标 系 中 , 坐标 轴 互 相生 
直 , 并 且 在 两 条 轴 上 选择 相同 的 长 度 单位 。 还 有 ,过 己 点 的 两 条 平行 线 志 
相 垂直 并 与 坐标 轴 互 相 垂直 , 这 两 条 平行 线 是 用 来 求 出 对 应 的 坐标 的 。 在 
绝 大 多 数 情况 下 使 用 这 种 直角 坐标 系 , 并 且 一 般 使 用 右手 系 , 只 是 在 测量 
学 中 使 用 左手 系 (参看 工 第 症 章 )。 

【 例 】 在 图 13.1-3 中 点 Pi 的 坐标 是 z1= 十 2 和 和 妇 = 二 3。 如 果 用 


举 标 zs 一 子 和 如一 十 子 来 画 出 点 Pa， 那 末 它 只 能 是 图 中 所 给 出 的 位 
置 。 原 点 的 坐标 是 (0, 0)。 


NS 

< 外 

We SS 
CS 
SN 


Ww 
WO or 
SS WA 


NA 


AN 
jt 


图 13.1-3 直角 (平行 ) 图 13.1-4 点 卫 的 极 坐 标 : 
坐标 p=45° 和 p= 和 4 


极 坐 标 


极 坐标 系 ” 极 坐标 系 是 由 一 个 定点 0, 即 原点 或 极点 , 和 过 这 一 点 的 
零 方向 或 者 轴 所 确定 ,在 这 条 轴 上 就 象 在 数 轴 上 一 样 能 够 截取 正 的 长 度 。 
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然后 平面 上 的 任意 一 点 卫 首先 能 够 用 一 个 角 2 来 确定 ， 必 须 把 这 根 轴 按 
数学 上 正 向 意义 旋转 角 9 使 之 通过 P 点 , 其 次 沿 着 这 根 数 轴 测 量 从 极点 
到 点 卫 的 正 向 距离 p( 见 图 13.1- 人 和。 角 p 叮 作 幅 角 、 相 位 角 或 方位 角 ， 
它 能 从 0° 到 360° 中 取 值 ;长 度 |0P|=p 时 作 极 半 径 , 它 只 能 取 非 负 值 。 
对 点 0 本 身 , p=0 而 9 是 不 确定 的 。 


从 一 种 坐标 系 变换 到 另 一 种 坐标 系 


同一 个 几何 图 形 , 璧 如 说 圆 , 可 以 在 两 个 不 同 的 坐标 系 C1 和 Cs 中 加 
以 描述 ， 例 如 ， 在 笛 卡 尔 坐 标 系 和 极 坐标 系 中 加 以 描述 。 因 为 具有 相同 
的 几何 性 质 ， 因 而 能 求 得 两 个 方程 fv, 力 =0 和 户 ( 办 一 0。 我 们 不 
从 几何 数据 直接 导 得 这 两 个 应 数 ， 而 利用 坐标 系 的 性 质 和 它们 之 闻 的 相 
对 位 置 就 能 够 从 其 中 一 个 函数 来 计算 出 另 一 个 函数 。 这 就 称 为 从 一 个 化 
标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 变换 。 变 换 方 程 必须 请 楚 地 说 明 怎样 从 在 Ca 中 
一 点 的 坐标 (2, 9) 来 计算 在 C2 中 同一 点 
的 坐标 (&, D 以 及 它 的 逆 过 程 。 如 果 变 
换 方 程 是 =(&, ,Y=ta(b, ), 它 
们 的 送 灾 搁 方程 是 二 1x, 9), = 
zz Y), 那 末 描 述 同 一 几何 图 形 的 方程 
fz, Y)==0 和 fa《&, nm) 二 0 就 能 互相 变 
换 。 


从 极 坐标 变换 到 笛 卡 尔 坐标 的 变换 。 图 13.1-5 第 卡尔 坐标 系 和 
及 其 逆 变 换 ”为 了 简单 起 见 ， 可 以 假定 极 坐标 系 之 闻 的 关系 
极 坐标 系 的 极点 与 笛 卡尔 坐标 系 的 原点 重合 ， 并 且 极 坐标 系 的 轴 跟 z 轴 
重合 。 然 后 ,如果 点 卫 的 极 坐 标 是 (p, 8) 和 它 的 箔 卡尔 坐标 是 (x, 9), 那 
么 由 三 角 关系 式 给 出 z=p cos p, y 一 psin p, 尤其 能 从 单位 贺 中 看 到 , zx 
和 2 的 符号 在 不 同 象限 中 的 所 有 可 能 组 合 能 够 由 9 取 到 从 零 到 3 中 的 
所 有 值 来 得 到 ( 见 图 13.1-5)。 


仑 


2 一 DC0S 9 02 十 %2 一 0? i 一 7 


4 一 pgSin yp p=~V TI 二 sin 9 一 


2 
2 十 2f2 
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【 例 1】 如 果 Pi 的 直角 坐标 是 (3, 和 ， 那 末 pl= V 理 + 到 = V 王 = 
5 cosqi 一 请 一 0.6,sinp 一 各 ~0.8; 从 三 角 函 数 表 ， 得 91=53°8/。 因 
此 PP 的 极 坐 标 是 p1~5 和 p1=53°8'。 

【 例 3] 也 的 极 坐标 是 p=3, 9 二 120°。 那 未 Ps 的 直角 坐标 是 x 
一 3cos 120°, yo=3 sin 120°， 这 样 从 三 角 函 数 表 就 得 到 2 一 一 立 ,g= 
SV3, 

【 例 3〗 在 极 坐 标 系 中 , 圆心 在 极点 ,半径 为 的 圆 的 方程 由 po=y， 
0<p<2m 给 出 。 不 需要 进一步 的 几何 考虑 , 从 变换 方程 用 代入 法 就 可 得 
出 第 卡尔 坐标 系 中 的 圆 的 方程 ，p= V z?+ 尹 二 7, 或 十 =?2。 

直角 坐标 系 的 平移 有 两 个 不 同 的 第 卡尔 坐标 系 ， 坐 标 为 z 和 4 乡 的 
Ci 和 坐标 为 & 和 的 02, 它们 之 间 的 相互 关系 是 对 应 的 轴 相 互 平行 ， 以 
及 Cs 的 原点 0, 在 01 中 的 坐标 是 (4a, 8)( 见 图 13.1-6)。 那 末 同 一 点 卫 
在 Ca 中 的 坐标 是 (2， 2) ;而 在 C2 中 的 坐标 是 (<， 7), 其 中 ZX=a+é, y= 
b+ 或 者 二 一 ZX 一 0 n=Yy—b, 


图 13.1-6 相互 之 间 有 位 移 的 图 13.1-7 直线 方程 
两 个 平行 直角 泽 标 系 的 变换 


与 新 坐标 系 原点 所 在 的 象限 无 关 , 这 些 变换 公式 总 是 适合 的 ; 例如 ， 
如 果 a 和 2 都 是 正 的 , 则 位 移 是 向 上 和 向 右 ; 如 果 4 和 5 都 是 负 的 , 那么 
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位 移 是 向 下 和 向 左 。 

【 例 可 《〈z, 人 坐标 系 变换 成 与 它 平行 的 人 , 坐标 系 , 并 使 (&, 7) 
坐标 系 的 原点 在 (z, 幼 坐 标 系 的 点 (由 一 2.5) 处 ， 即 4= 汪 一 一 3.5, 则 
变换 方程 是 2=4+&, y= 一 2.5 十 ?)。 

【 例 3】 (x, 9) 坐标 系 中 ， 有 一 条 曲线 (一 条 直线 ) 的 方程 是 y=2z 
一 1.2( 见 图 13.1-7)。 如 果 令 2 一 0, 就 得 到 这 条 直线 与 y 轴 的 交点 , 它 
的 坐标 是 (0, 一 1.2)。 设 这 一 点 就 是 (&, 坐标 系 的 原点 ,《é&, 人 坐标 系 
与 (x, y) 坐标 系 平行 ， 则 因 &=0, 和 5= 一 1.2, 得 到 变换 方程 是 2=， 
y= 二 ”一 1.2。 此 变换 方程 适合 于 平面 上 每 一 点 。 因此 在 所 四 坐标 系 中 
曲线 (直线 ) 方程 变 成 5 一 1.2=2é 
一 1.2, 或 者 7 一 2 中。 可 以 看 出 , 在 
这 种 情况 下 方程 的 形式 由 于 变换 而 
得 到 简化 。 

直角 坐标 系 的 旋转 设 (x, 9) 
一 直角 坐标 系 按 数 学 上 的 正 向 意义 
旋转 (保持 原点 不 动 ) 小 角 而 成 为 (&， 
2) 坐标 系 。 设 点 卫 在 老 坐 标 系 中 的 
坐标 是 (zc, 9), 而 在 新 坐标 系 中 的 
坐标 是 人 7) ( 见 图 13.1-8)。 

对 任意 的 角 由 ,坐标 在 z% 轴 
上 的 投影 是 00 二 cos 小。 轴 与 £ 图 18.1-8 坐标 系 的 旋转 


轴 的 倾角 是 峭 二 去， 所 以 由 三 角 学 定理 , 7 坐标 在 < 轴 上 的 投影 是 C4= 
neos (中 十 导 ) 一 一 nsin 由 。 因 此 ,根据 自重 加 法 ， x 一 04 -5 十 0I= 
§ cos pn sin 

对 任意 的 角 由 , 轴 与 9 轴 的 倾角 是 一 ( 持 一 由 ;而 7 轴 与 y 轴 的 


倾角 是 水 。 因 此 坐标 在 4 轴 上 的 投影 是 万 -6 eos (中 一 于) 一 &siny， 
商 7 坐标 在 y 轴 上 的 投影 是 DB=n eos 此 所 以 , y 坐标 满足 变换 方程 
y=0B=0D+ Db=é sin V+ncosy, 


把 心力 坐标 系 旋转 角 一 小 就 得 到 关于 $6, 7 的 变换 公式 。 
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下 二 四 用量 ~ 


Nt- 


【 例 】 一 个 坐标 系 中 的 点 己 (2, 4 ,在 坐标 系 旋转 30° 后 ， 它 在 新 坐 
标 系 中 的 坐标 是 什么 ? 


老生 标 是 z=2,y 一 各 因为 sin 由 = 二， cos = 


¢=2 x +4x 寺 =2+V 3, 


__ovl V3_ 全 

人 一 一 2X 豆 十 4X -5 一 1+2V 3。 
提示 。 就 象 在 上 面 例子 那样 ， 用 坐标 系 平移 能 消去 曲线 方程 中 的 常 
数 项 , 而 用 坐标 系 的 旋转 , 常常 可 以 从 变量 和?% 的 二 次 方程 中 消去 混合 
项 xy (参看 “一 般 二 次 方程 的 讨论 ”这 一 节 )。 在 这 中 间 使 用 了 变 到 主轴 
的 变换 。 假 定 给 出 了 方程 2 十 xy 十 妨 一 3=0， 然 后 ， 如 果 使 用 旋转 45° 

的 变换 方程 ， 
xz cos 45° —n sin 45" 一 (6 六， 


y=ésin 45°+”n cos 45° = (+, 
把 它 代 到 上 面 的 方程 中 去 , 那 末 新 的 方程 就 是 ; 
直 ( 和 一 站 nt) 十 尘 ( 人 ?一作 ) 十 闻 ( 交 二 360+ 他) 一 3 一 0， 


或 者 3¢2 寺 六 一 6 二 0。 


线段 和 分 害 比 


线段 的 长 度 “线段 的 长 度 , 即 在 它 的 两 个 端点 之 间 的 距离 ,在 纯粹 几 
何 学 中 是 用 一 把 尺 来 度量 的 , 但 是 在 解析 几何 学 中 , 它 是 根据 它 的 端点 举 
标 来 计算 的 。 如 果 线 段 的 端点 Pi 和 P( 见 图 13.2-1) 在 直角 坐标 系 中 


wi 
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的 坐标 是 PiCz1, 91) 和 Pa(za %2)， 则 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 就 能 得 到 线段 


PiPs 的 长 度 。 
Pa(zay Yo) 


[oe 
™ 


图 13.23-1 两 点 间 的 距离 ; 线段 的 长 度 


在 点 Pi 和 Pz 之 闻 的 距离 ,线段 PiPs 的 长 度 


[PiPs| — Vt (Yo2—Y1)? 


【 例 】 1. 给 出 点 Pi(1， 8), Pa(4, 2): 
{PPsl=V A- CG-8 =V Ti =VB26.71, 
2. 给 出 点 Pa( 一 3, 一 2), Ps( 一 6,， 一 了 ); 
[PsPs|=V (C643) + (I+ =VIi0~3.16, 
3. 从 Pi 到 PP 的 直接 路 程 要 比 从 Pi 通过 了 Po。 和 Ps 再 到 已 的 折线 
短 多 少 。 一 一 我 们 求 得 [PsPs| = V 否 0=11.40 和 
[PiPs| + |PoPs| + |PsPsl 
一 V 生 +V65+Vi0=6.71+8.064+3.16=17.93。 
即 , 路程 差 是 17.93 一 1]1.40=6.53。 
线段 的 分 割 比 ” 如 果 点 卫 位 于 线段 BP 六 ， 上 , 并 且 不 与 Ps 重合 ， 那 
末 点 卫 就 按照 PP:PP,=4 的 比例 把 线段 PB 分 成 两 眉 , 入 就 叫 作 点 
已 关于 线段 PiPs 的 分 割 比 。 Pi 不 仅 表 示 线段 的 长 度 |PiP|, 而 且 也 表 
示 了 从 Pi 到 卫 的 方向 , 即 , 六 = 一 PPI。 上 述说 明 同样 适合 于 PB。 因 
此 ,如 果 忆 在 Pi1 和 Ps 之 间 , 那 示 PIP 和 BB 具有 相间 的 方向 ,因此 就 
有 相同 的 符号 , 从 而 入 是 正 的 。 就 象 任意 一 条 数 轴 那 样 , 两 条 线段 的 符号 
与 在 这 条 直线 上 所 选择 的 正 向 有 关 ， 也 就 是 与 这 条 直线 的 定向 有 关 。 如 
果 改 变 直 线 的 定向 , 那 末 线段 Bi 和 PP, 的 符号 也 反 向 , 但 是 仍 有 相同 
的 符号 。 这 说 明 直 线 的 定向 并 不 改变 分 思 比 X， 因 此 可 以 不 考虑 直线 的 
定向 。 如 果 卫 点 在 线段 BBs 的 外 面 , 那 末 BiB 和 PP 的 符号 相反 。 因 
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此 入 是 负 的 。 

更 精确 的 研究 表明 乙 点 在 直线 上 的 每 一 个 位 置 都 能 用 分 彰 比 和 的 一 
个 值 来 表征 ( 见 图 13.2-2)。 事 实 上 ， 当 了 点 沿 着 线段- Pa 从 Pi 向 号 
移动 时 , 就 可 以 看 到 和 单调 地 增加 , 这 是 因为 在 过 中 ,分子 总 是 在 

2 

增加 , 而 分 母 总 是 在 减 小 的 绿 故 。 对 PP1, 有 和 =0; 对 线段 户 B 的 中 
点 M, Xu 一 十 1; 当 卫 任 意 地 接近 点 Po 时 , 入 就 趋向 于 无 限 大 。 

如 果 书 点 是 线段 Ps 的 外 分 点 , 那 末 线段 BP 和 PB 的 长 度 差 总 
是 |PiPs| ,而 线段 BP 和 PB; 越 是 大 , 即 如 果 卫 点 离开 线段 PBs 足够 
远 , 那 未 这 个 差 |PiPs| 对 分 割 比 PB: PPs==^ 的 影响 也 就 越 小 ， 从 而 入 
与 一 1 之 差 就 任意 小 。 不 管 了 是 按照 Bi 户 , 的 方向 离开 , 还 是 按照 PP1 
的 方向 离开 ,这 并 没有 什么 差别 。 因 此 可 以 简单 地 说 ， 在 直线 的 非 正 党 
点 或 无 穷 远 点 卫 处 , 分割 比 的 值 为 = 一 1。 如 果 卫 按 Ps 的 方向 接近 
点 Py 那 末 |PP;| 一 |PPi|+|PiPs| > |PPi| , 因此 分 割 比 的 绝对 值 总 是 
小 于 1 即 和 的 值 从 一 1 增加 到 0。 如 果 王 按照 BB 的 方向 接近 点 Pz， 
那 末 |PiP|= 1PiPs|+1PspPl>1PPl, 即 LI= [PiPI:[PPal>1, 因 此 ， 
当 了 PP 时 ,就 有 |PPs|->0 或 者 | 一 co; 所 以 , 当 卫 点 作为 外 分 点 按 
照 B51 的 方向 朝 Ps 运动 时 , 的 值 单调 地 从 一 1 减少 到 ~ co。 对 了 = 
已, 和 没有 定义 ; 当 了 作为 一 个 内 点 趋向 于 Ps 时 , 》 趋 于 十 ce; 而 当 卫 作 
为 一 个 外 点 趋向 于 Ps 时, 入 趋 于 一 oo。 


图 13.2-2 当 书 画 出 一 条 直 图 13.2-3 分 割 比 和 
线 时 , 分 割 比 入 的 值 直线 方程 
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直线 方程 


直线 的 方向 一 条 有 向 直线 1 与 十 + 轴 的 交角 是 立 (%, =9, 即 
+z 轴 绕 着 它 与 直线 ! 的 交点 8, 按照 数学 上 的 正 向 意义 (这 是 指 在 右手 
系 中 , 如 在 左手 系 中 则 按 相反 的 方向 ) 旋 转 w 角 , 并 与 这 条 直线 1 的 方向 
重合 。 这 条 直线 与 +y 轴 的 交角 是 立 (Y, 站 = =9 一 本。 设 在 直线 上 给 出 


两 点 也 和 Po, 使 得 Pi, 是 正 的 ， 过 这 两 点 画 出 平行 于 每 一 条 坐标 轴 的 
直线 ( 见 图 18.2-3), 它们 与 坐标 轴 相 交 于 Pl， ?2 和 Piy, Poyvo 那 末 
对 任意 角 9, 线 段 PiPa 在 坐标 轴 上 的 投影 由 公式 PiePae= PiPa cos9? 和 
BB ~ Pibs oos (9 一 各) 一 ,sing 给 出 。 如 果 (za 91) 和 (ao 9) 
是 PP 和 Ps 的 举 标 , 则 

m1+ PisPoo= 1, wy— Li1= PioPys 


和 yi+ Pi1,P2y = Yo, ya— y= Pi Poy; 
因为 |PiPa| = 十 W (az) + (ya—y)3, 
Ta 一 和 1 
所 以 C08 一 一 一 一 一 一 一 
V (za 一 虹 )2 十 (ys —y1)?” 
sin g= Ya— Y1 


本 Vs 一 2D)2 二 (一 00D2 
这 样 , 由 点 Pi 和 Ps 的 坐标 就 能 够 确定 角 9; 角 9 可取 0 到 2x 中 的 值 , 然 
而 ,在 不 需 考虑 直线 ! 方向 的 场合 中 , 从 它 的 正切 值 就 足以 确定 角 史 了 : 


Y1 =~tan-! .TY 
21? 4 Lami 


m=tan p= 2 
2 一 


最 好 是 取 反 正切 函 教 的 主 值 , 即 取 9 在 一 于 <9< 十 笠 区 间 中 的 值 。 什 
. 叫 作 直 线 1 的 针 半 或 者 叫 全 度 。 
直线 方程 如 果 己 点 按 比 例 ^ 一 PiP:PP; 把 线段 PiP2 分 成 两 段 ， 
则 对 线 息 Pi 户 和 PP, 而 言 , 上 面 建立 的 方程 同样 适用 , 即 ， 
2 一 好 4 一 PP cosp 和 y 一 -Pb sin g, 


mr—PP, cosp 和 ya—y= PPE; sin go 
因此 , 对 分 割 比 和 就 有 : 
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A PP FH tt pp), 
PiP: PP,= cop ep (一 2 :023 一切 


~ YY ， 一 
或 A=PiP:PP,= Si a (Y —Y1): (Ys —Y)o 


如 果 ^ 取 一 % 到 十 oo 中 所 有 的 值 , 那 末 点 了 就 画 出 直线 如 果 P 了 点 的 
坐标 满足 方程 (z 一 20 ; 《x2 一 ?) = 《(y 一) : (ya 一 护 , 则 点 卫 就 在 这 条 直线 
上 。 坐标 4z, 幼 常 称 为 流动 坐标 。 用 对 应 项 相 加 的 办 法 , 方程 a:5=c:d 
能 够 变 成 a: (a++0) ==c: Ce 二 g) 这 种 形式 , 因此 直线 方程 就 是 (x 一 22); 
(22 一 21) 一 地 一 殷 ) : (ya 一 1)。 把 里 面 两 项 相互 交换 位 置 , 就 得 到 两 点 式 
方程 。 


两 点 式 _ 人 一 外) (Ya) 


(一 21) (Za 一 2Z1) 


这 个 方程 强调 了 ， 在 坐标 系 中 ,两 点 Pi 和 PP 就 完全 确定 了 一 条 直线 ,在 
点 对 式 中 , 点 己 和 斜率 加 = (ys 一 级 ); (Tz 一 人 0) 二 (Y 一 Y1); 《2 一 21) 也 完 
全 确定 了 一 条 直线 的 位 置 。 


点 和 斜 式 (Y—Yi) 一 和 2(Z 一 21) 


两 点 式 的 右边 (gy 一)/ 《22 一 21) 对 应 了 tan 9p 的 值 ， 因 此 按照 Pi 和 
Ps 的 相对 位 置 可 以 取 到 这 个 三 角 函 数 的 所 有 值 。 特别 感 兴趣 的 是 在 
(bp 一 纪 )=0 和 (22 一 21) =0 这 两 种 特殊 情况 下 商 的 值 。 在 第 一 种 情况 
中 ,因为 tan g=0, 由 忆 和 Ps 确定 的 直线 平行 于 z 轴 , .而 p=0? 或 9 一 


180°; 从 直线 方程 得 到 -一 站 交 - =0g 一 太一 0 y=yi; 即 在 这 条 直线 


(2Z 一 2 
上 坐标 为 任意 值 的 点 了 , 它 的 y 坐标 值 保持 常数 值 g=gi， 从 这 个 直线 
方程 也 可 以 知道 这 条 直线 平行 于 xz 轴 。 在 第 二 种 情况 中 , 从 方程 tan p= 
co, 得 到 9= 90", 或 者 p=270*，, 并 且 类 似 地 可 以 从 作 过 恒 等 变换 的 方程 
en = Nae 二 0 得 到 z 一 zi= 0 对 流动 点 卫 的 任何 y 坐标 ， 它 
的 二 坐标 总 是 取 常 数值 zx 一 季 ; 即 这 条 直线 平行 于 轴 。 对 并 轴 和 乡 轴 本 
身 而 言 ,因为 分 别 有 各 =0 和 Zz1=0, 因此 方程 分 别 是 y=0 和 2 一 0。 


点 呈 按 照 比例 把 线 让 Pi 分 成 两 息 , 则 从 方程 = 二 2 和) 一 
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-人 就 能 求 得 点 也 的 坐标 (zx) 仍 ; 例如 ?zo 一 = x 一 71 或 者 4 二 


《21 十 2Z2) 二 ,六 4 、 ES 21 十 29 
(I+A) 0 对 线段 PiP， 的 中 点 好 ,因为 人 一 十 二 ， 就 有 z= 一 一， 4 一 


Yi 二 Yo 
2 8 
段 PiPs 分 成 两 自 TTT? YT LFA 


【 例 1] 求 线段 i 记 , 的 方向 角 po 
a) 给 出 点 已 (2,， 3) 和 PaC7,8): 


cosg= (7 -2)/V TT /VT 
sing=(8—3)/GVD) ~- 放 
方向 角 p= 465"。 
b) 给 出 点 已 (- 卫 -2) 和 Pa(0, 8): 
osg= (0+D/V OT TT A 
， _8+2_ 10 . _ 
sing= oT tan p=10, 
方向 角 9=84.3°。 
ec) 给 出 点 Pi(2, 一 3) 和 Pa( 一 3, +5): 
A 5 
一 (一 3 一 一 3 一 25 一 . 
cosp=—(—3—2)/V (3-2) + 6+3) J 


sing=— 8, tan 9p= -8- 一 .6。 


\/89 5 
方向 角 9 谋 第 IL 象 限 ，#==180° 一 58°==122°。 
[ 例 2】 点 ZT 把 连接 Pi(3, 一 2) 和 Po( 一 5, 4) 的 线段 按照 比例 


PB 语 :TP;=2:3 分 成 两 部 分 , 求 出 了 点 的 坐标 。 一 一 因 一 也 ,所 以 得 
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2 
yt 3 -6182 
工 十 和 1 2 5 5° 

十 去 

3 

_ 1 2 

因此 了 点 的 坐标 是 了 (一 亏 ， 豆 )。 


这 条 线段 在 办 (一 I, 1) 处 被 等 分 成 两 眉 (X= 十 1)。 
【 例 3】 求 出 连接 点 Pi( 一 4, 一 2) 和 点 Pa(5， 一 多 的 直线 方程 ( 见 
图 13.2- 和 多。 把 给 出 的 值守 = 一 4 纪 一 一 2,72 一 5, 3 一 一 和 代入 两 点 式 方 


图 13.2-4 过 Pi(~4, 一 2) 和 了 (5, 一 4 的 直线 

y+2 一 4 十 3 (3 26 全 
程 中 就 得 到 方程 4 一 -于 和 二 ， 可 简化 为 g= 一 (可 )z 一 号 。 斜 麻 轴 
的 值 是 n= 一 名 = 一 0.22…=tan p。 9 的 值 或 者 是 pl 一 一 13.53* 或 者 
是 ps 二 180° 一 12.53° 二 167.47°; 主 值 是 p= 一 12.53°。 沿 着 PiP; 的 方 


向 , 在 直线 上 有 一 点 Ps, 它 与 中 的 距离 是 3|PiPzl, 则 Pa 按 比 /一 


2 生生 把 线段 部 分 成 两 段 ,因此 也 的 坐标 是 : 
PsPs (— | 1 3|) 


-0-4/4 
/6 
= [-2- 委 (~ 人 |/(- 计 )= —16+6= -10。 


【 例 种 求 出 过 点 PiC3, 约 且 方向 角 为 w= 60? 的 直线 方程 。 

因为 wa= 3, 妇 == 和 4 tana=m==tan 60° 一 V3, 因此 直线 方程 是 y 一 
4=V3(—3), Ty=7rV 3 +4-3V3。 

直线 方程 的 笛 卡 尔 正则 形式 ( 即 斜 截 式 ) 在 上 面 最 后 一 个 例子 ， 直 
线 方程 简化 成 y=az+b 的 形式 。 这 个 方程 能 够 作为 不 与 y 轴 平 行 的 任 
何 一 条 直线 的 一 般 方 程 。 例 如 从 点 斜 式 , 得 到 
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2 一 儿 王 久 (Z 一 2 一 MO 一 和 0 
y=mz+ (Yi— mre1) 
或 者 Y= MTL, 
其 中 C=Yi— Melo 


正如 前 面 已 经 说 过 的 那样 , 平行 于 y 轴 的 直线 方程 是 X= 二 Xx1。 因为 ;二 
tan 9, 所 以 很 明显 , mzxi 就 是 给 出 的 
点 Pi 和 交点 号 的 纵 坐 标 之 差 , 其 中 
5S 是 给 出 的 直线 和 2 轴 的 交点 ， 因 
此 c= 《4 一 mz1) 就 是 点 台 的 纵 坐 
标 。 只 要 令 Z=0, 并 代 到 正则 形式 
方程 中 就 能 确定 这 个 值 : ys 一 co。 
如 果 取 直线 y=z， 并 给 出 2 
的 值 1( 见 图 13.2-5), 那 来 9 一 7; 
然后 把 这 条 直线 沿 着 乡 轴 方 向 平移 图 13.2-5 从 点 斜 式 导 出 第 
一 段 距离 c, 就 得 到 直线 Y =X 十 C。 卡尔 正则 形式 
因此 , 如 果 在 与 y 轴 平 行 且 距 离 为 二 的 直线 上 , 从 点 (4 0) 开始 取 一 条 
长 度 为 mw 的 线段 ， 那 末 从 原点 到 这 条 线段 端点 的 直线 就 是 直线 Y 二 mz。 
与 这 条 直线 平行 ， 并 通过 4 轴 上 一 条 从 原点 出 发 的 长 度 为 的 线段 的 另 
一 个 端点 的 直线 就 是 所 需要 的 直线 人 见 图 13.2-6)。 


图 13.2-6 正则 形式 y=mz 十 c 的 三 个 例子 
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相交 成 角 9, 然后 直线 与 + 轴 的 夹 角 (z, 站 由 法 线 n 旋转 一 喜 而 得 到 ， 
即 训 (一 六 (Go 们 一 可 = 9 一 
子 。 法 线 % 与 y 轴 的 交角 (y, 从 由 
(WY, 从 一 9 一 二 给 出 。 角 Pp 二 广 
(z, mn) 能 够 取 到 0 和 2m 之 间 的 所 
有 值 。 如 果 点 卫 的 笛 卡 尔 坐标 是 
距离 4 一 0P, 那 末 从 原点 0 到 点 忆 
有 两 条 向 量 路 线 , 即 OZ + IO+OP 
和 ORR+RP。 它 们 在 法 线 % 上 的 


i 


投影 必须 在 大 小 和 方向 上 都 相 “ 

等 图 13,2-8 直线 方程 的 海 赛 正则 形式 
p+0+ad=xcosgp+y cos(y, n)=rcos p+ysing 

或 AQ=X tos 9+Yy Sinp 一 2 


设 点 也 在 1 的 正 半 平面 中 , 则 三 点 离开 直线 1 的 距离 Q 是 正 的 ,而 车 


在 直线 1 上 的 点 了 离开 直 线 1 的 距离 4=0, 因此 直线 方程 就 是 
rcosg+ysing—np=0, 


海 赛 正则 形式 zcos 0 十 Sinp 一 0 一 0 


如 上 所 述 ， 方 程 中 2 的 符号 与 直线 ? 的 方向 有 关 。 有 两 条 直线 与 ! 

平行 ,并 且 距 离 为 土 6, 其 方程 是 
2cos0D 二 osinp 一 (2 士 G) 一 0。 
对 6 二 一 p, 其 中 有 一 条 平行 线 过 原点 , 它 的 方程 是 
Tcospt+ysinp=0 

或 y 一 一 zeotg 一 ztan( 9 一 至 )- maz， 
因此 就 变 成 了 笛 卡 尔 正 则 形式 。 然而 ,如 果 6>p, 则 其 中 一 条 平行 线 在 
原点 的 男 一 边 ， 并 且 p' 一 p 一 6 取 负 值 。 

【 例 了， 如 果 直线 ? 离开 原点 的 距离 是 p 二 3， 而 且 法 绕 % 的 方向 由 
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角 9=30" 所 确定 ( 见 图 13.2-9), 则 海 赛 正则 形式 的 直线 方程 是 X20s 30° 
+ysin 30" 一 3=0 或 z， + 二 -3- 0; 用 第 卡尔 正则 形式 来 写 就 是 


y- -E+ 点 Pi(5, 7) 和 点 Pa《 一 1， 一 3) 与 直线 /的 距离 是 ， 


dVI+T 34.33+0.5=4.83; 


图 13.2-9 用 海 赛 正则 形式 描述 图 13.2-10 用 海 赛 正则 形 
的 直线 , 例 1:9=30”, p=3。 式 描述 的 直线 , 例 2 
与 1 的 距离 为 6~ 土 6 的 两 条 平行 线 ps 和 pi 的 方程 是 zx5E + 二 -9 
V3,,L 


0 和 +y 当 3 一 0; 在 第 二 个 方程 中 , 2 的 值 是 负 的 。 而 对 距离 为 
Pi>0 且 法 线 是 代 一 一 的 平行 线 的 方程 是 : 


ey 二 -3= 一 0 或 x%cos210° 4y sin 210° 一 3=0。 


【 例 2] 直线 h( 见 图 13.2-10) 与 2 轴 和 儿 轴 相交 于 点 Pi 一 (一 5,0) 
肋 = 半 =1.6, 即 庆 (z, 从 =58*。 因 广 (z, 有 一 9 一 人 ,Pp 一 58°90°= 


148°*。 用 海 赛 正则 形式 来 写 直线 方程 就 是 zcos148。 -+ysin 148。 一 p 一 0， 
由 线段 OP1 或 者 0Ps 在 法 线 % 上 的 投影 就 得 到 2 的 什 . 
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p=0P! c0s 148° = (~5)(—sin58°) =5.0.8480%~4.24 

或 ”0%=OE:eos(148。-90。) = 8 eos 58* 一 8.0.5299 一 《4.24。 
因此 直线 方程 的 海 赛 正则 形式 就 是 一 z(0.85) 十 y(0.53) 一 4.24=0。 

点 Pa(6, 5) 与 直线 的 距离 4 由 4 二 一 6X0.85+5X0.53 一 4.24= 
一 5.09+2.65 一 4.24 心 一 6.68 给 出 。 这 个 距离 9 比 p 大 pi 二 6.68 一 
4.24=2.44。 因此 , 过 Ps 与 平行 的 平行 线 加 的 方程 是 一 x(0.85) 十 
y(0.53) 十 2.44=0, 而 法 线 为 人 di 一 一 2 的 平行 线 方 程 就 是 Xcos(148° 十 
180°) Toy sin(143°+180°) -3.44=0 或 z(0.85) 一 y(0.53) 一 2.44==0。 

直线 方程 的 一 般 式 ”直线 的 一 般 方 程 是 4x+ Byt+C=0, 其 中 有 4， 
B,C 是 任意 实数 ,但 4 和 B 不 能 同时 为 等 ， 它 的 图 象 总 是 一 条 直线 。 如 
果 44 为 零 ,或 者 为 零 ,例如 和 4=0, B 半 0, 则 方程 就 变 成 By 上 TC= 0, y 一 
一 作 , 这 就 是 一 条 与 < 雪 平 行 的 直线 , 并 且 与 4 轴 的 距离 为 y= 一 各 如 
果 互 =0,， 40, 则 为 一 条 与 y 轴 平 行 的 直线 , 并 且 与 y 轴 的 距离 为 z= 


一 押 。 如 果 4 和 马 都 不 是 零 , 那 末 方 程 y= 一 ( 务 )* 一 ( 委 ) 就 是 笛 卡 尔 


B 
正则 形式 , 其 中 斜率 是 m 一 一 分 ,而 它 在 轴 上 的 戴 距 是 "一 一 号 。 如 果 
0 一 0, 那 来 直线 过 原点 。 
如 果 一 个 半 平 面 只 包含 这 样 一 些 点 P(z, 奶 , 即 拒 这 些 点 了 (z, 切 的 
坐标 代 到 线性 方程 4z 十 也 十 O= jz 奶 中 去 就 给 出 正 的 函数 什 ， 这 说 


二 面 称 为 下 的 。 考虑 在 例 3 中 的 方程 g=( 总 ) z+8 对 应 了 线性 方程 


5y 一 8z 一 40， 那 末 对 点 Pa(6, 5)，, 它 的 值 是 25 一 48 一 40= 一 63, 因 此 Pa 
位 于 负 半 平面 中 。 
直线 的 方向 是 这 样 确定 的 , 即 顺 着 直线 的 正 向 画 这 条 直线 时 , 正 半 平 


、 8 加 加 
面 位 于 直线 的 左边 。 如 果 用 ~ 去 乘 方程 A+ By+0 一 0， 其 中 


8 一 土工: 
54X eBy eC 
VT Vat VA 
从 市 方程 就 被 正则 化 , 即 x 系数 和 2 系数 的 平方 和 是 上 二 


0, 


(FF) *(yiF) -+ 
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然后 这 些 系数 就 可 解释 为 一 个 角 9 的 余弦 和 正弦 值 ( 见 图 13.2-11)。 如 


果 令 
54 一 008 
VET 
eB ， 
J 了 7 一 Sin 9, 
eC 
VA = 一», 


那 末 方程 就 变 成 了 海 赛 正则 形式 (法 
线 式 ); 对 6 一 十 I, 则 只 有 在 正 半 平面 


中 的 点 了, 它 的 距离 4 才 是 正 的 。 
图 13.2-11 方程 3y 一 2z 一 4=-0 【 例 】 要 把 方程 3y 一 2 一 4=0 
的 正则 化 化 成 海 赛 正则 形式 。 


因为 3x0 一 2Xx0-4= 一 4, 因此 原点 属于 负 半 平面 。 因 为 4= 一 2， 
B3= +3, C= 一 4, 所 以 必须 用 V4T5= VI3 来 除 每 一 个 系数 。 这 就 得 出 
用 海 赛 正则 形式 写 的 直线 方程 ; 


-= 人- 高- 


2 。 of1’ 一 
即 ‘0s0 = — 3 sing= Vn tan 9 一 -=-l. .5; p=123°41', p= 
未 澡 。 从 第 卡尔 正则 形式 y 一 吾 w 二 和 ,作为 校 验 用 ,我 人 有 m 一 tanCw,) 


= 地 (x, 1) =33°41', BT 9—90° =33°41, p=123°41', 


点 和 直线 的 结合 


如 果 点 在 直线 上 ， 或 者 直线 通过 一 个 点 ， 就 称 为 点 和 直线 之 间 的 结 
合 。 怎 样 才 能 用 解析 法 来 说 明 结 合 性 呢 ? 在 一 条 直线 的 方程 中 ， 例 如 在 
y 一 22 一 7 中 , z 和 y 就 是 在 这 条 直线 上 任意 一 点 (2z, Y) 的 坐标 。 如 果 
Pi(4, 了 是 其 中 的 一 点 , 则 它 必 须 满足 这 个 方程 , 特别 对 zz1, Y 一 妇 也 
应 满足 这 个 方程 。 这 就 称 为 坐标 z1 和 妇 满足 直线 方程 y 二 27 一 ?7; 在 现 
在 这 个 场合 中 , 1=2.4 一 7?。 相 反 地 , 因为 4 大 2.2 一 7, 因 此 点 Pa(2, 4) 的 
坐标 不 满足 直线 方程 。 很 明显 , 这 些 考 虑 与 直线 方程 所 取 的 形式 无 关 , 而 
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是 保 撞 正确 的 。 


【 例 】 1， 点 了 (2, 3) 不 在 直线 2 一 蕊 +8=0 上 ,这 是 因为 2.23 一 卫 
二 8 才 0。 
2, 直线 妆 + 过 一 47 一 0 不 通过 原点 ,这 是 因为 号 十 号 -17 关 0。 


3, 点 pet, su 位 于 直线 Vy 一 8=3. (xz 一 17) 下 因为 88~8=2， 
(57—17)。 


3 5_3. 
4. 过 点 P(0, 豆 ) 和 Ps (2， 5 ) 的 直线 方程 是 = 志方 -人 


或 y=- 呈 二 二。 它 与 了 灿 相 交 于 点 8, 其 纵 坐 标 是 go= 0， 从 而 其 横 坐标 
是 mo 一 一 3。 于 是 点 (一 3, 0) 就 是 直线 y 一 名 十 了 与 2 轴 的 交点 ，z0 一 


是 函数 的 零点 。 
5. 如 果 横 坐标 x1=5 的 点 Pi 


在 直线 g= 经 -2 上 , 那 末 它 的 
纵 坐 标 9 ， 局 拓 具有 值 如 一 各 


6. 求 直线 有 1 它 通过 点 Pi(6， 
4) 且 与 点 Pa(3，--5) 的 距离 是 4 
= 3。 

借 着 以 线段 PPs 为 直径 的 泰 
勤 斯 加 ,用 几何 法 能 够 作出 这 条 直 
线 ( 见 图 13.2-12)。 

用 这 种 方法 确定 了 两 条 直线 
1 和 ?2; 按照 从 原点 画 垂 线 的 方向 ， 图 13.3 1] 过 点 总 的 直线 五 各 六 
它们 的 距离 或 者 是 正 的 (由 = 十 3) 与 护 夺 2 的 距离 是 中 和 
或 者 是 负 的 (= 一 3)。 同时 必须 注意 到 ， 如 果 解 是 可 能 有 的 话 ， 那 末 
给 定 的 距离 9 必须 小 于 线段 PiPs 的 长 度 。 直 线 方程 建议 采用 海 赛 正则 
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形式 zeosp+y sing 一 p=0, 而 要 确定 的 三 个 数 是 cos 8, sin pg 和 %。 内 
为 直线 通过 点 Pi(6， 4) 且 与 点 Pa(3, 一 外 的 距离 是 4= 土 3, 因此 
6c0sgp+48sing—p= 十 ， 
3cosp 一 5gsinp 一 0 一 43 人 >—3c0p+9sing= 7 


cos2l 十 Sin29 = 一 一 一 50S0 一 于 1 一 3sSinp 


一 -一 一 一 
1+t6sinpgt+9simg+sin p= 了 cos 9 一 士 45 cosg3 一 于 工 
l0sin?p+6singp =0 . | == 土 2 2/5， 十 pa 一 于 


sin 91= 二 3/5, sing a=0 
选择 和 =+2 记 和 ps=+6 就 确定 了 两 条 直线 入 的 方向 令 


CS 1 二 sin +2 忆 和 oos pa= 十 了 sin 93 一 0,23? 一 十 


6, 我 们 就 得 到 了 所 需要 的 方程 + 名 一 蝶 -2 一 0 和 < 一 6 一 0。 或 者 ， 


用 篇 卡 尔 正则 形式 来 写 ， 就 是 J 一 4 一 4 和 z=6。 如 果 把 x=0, y=0 代 


到 两 个 方程 fi(z, 的 = 一 中 + 你 -2 号 和 户 (o 的 =z-6 中 去 , 可 以 
大 到 原点 0 位 于 于 条 直线 的 欠 半 平面， 
13.8 若干 直线 


在 平面 几何 中 ,我 们 已 经 知道 ,在 平面 中 两 条 直线 的 相互 位 置 可 以 借 
着 平行 和 距离 概念 ,或 者 交点 和 夹 角 的 概念 来 进行 描述 。 在 解析 几何 中 ， 
两 条 直线 对 应 的 特征 能 够 从 它们 的 直线 方程 来 得 到 。 

使 用 两 条 直线 的 第 卡尔 正则 形式 y=?m1z 十 C1 和 Y= 一 Tez 十 6， 它 们 
的 方向 由 直线 的 斜率 m1 和 ?m2 所 表征 。 当 且 仅 当 m1 二 ?2 时 ， 这 两 条 直 
线 相互 平行 。 在 另 一 方面 ， 如 果 用 海 赛 正则 形式 给 出 这 两 条 直线 的 方程 
zcos pl 二 ysin 91—p1=0 和 zecos pay sin 9 一 2 一 0 如 果 它 们 的 线性 
项 系数 乘 上 一 个 公共 因子 * 是 相等 的 , 即 cos pl 一 xcos ga 和 sin 91= 
x sin gpa, 那 末 这 两 条 直线 互相 平行 。 因为 把 一 般 线性 方程 正则 化 就 能 得 
到 这 些 系 数 ， 因 而 由 41z 十 Bi1y+01 二 0 和 4az 十 Bag 十 Co=0 这 种 形式 给 
出 的 两 条 平行 线 就 适合 同样 的 条 件 : 41Bs 一 42B1~=0 

如 果 在 一 个 线性 方程 ， 例 如 4z+By+C=0 中 ， 把 x 和 2 解释 为 一 
个 给 定点 的 坐标 , 而 把 系数 4, B,C 看 成 双 数 , 那 末 这 个 方程 就 意味 着 从 
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平面 上 所 有 的 点 (z, 幼 的 集合 中 挑 出 一 个 子 集 ， 这 个 子 集 由 这 样 一 些 点 
所 组 成 ,这 些 点 的 坐标 满足 由 参数 的 比例 4:B:C 所 给 出 的 条 件 。 从 前 面 
就 已 经 看 到 这 个 子 集 把 一 条 直线 作为 承载 体 。 反 过 来 , 可 以 把 4, B,C 
看 作为 齐 次 坐标 ,其 中 4 和 如 不 同时 为 零 。 那 末 z, 9 就 是 参数 ,它们 从 
平面 上 所 有 直线 (4, 8, CO) 或 (cos 2 sin 2 2) 组 成 的 集合 中 挑 出 一 个 子 
集 , 这 个 子 集 是 由 把 点 (x, 9 作为 承载 体 [ 即 通过 点 (2, 幼 ] 的 直线 所 组 
成 。 这 些 直线 就 形成 了 一 个 线束 。 在 直线 上 的 一 点 卫 按 给 出 的 比例 把 这 
条 直线 上 其 他 两 点 Pl 和 PP 之 闻 的 线段 分 成 两 段 ， 如 果 我 们 给 出 了 这 一 
点 卫 的 两 个 坐标 之 间 所 必须 适合 的 关系 ， 那 末 我 们 立刻 就 能 得 到 一 条 直 
线 的 齐 次 坐标 之 疗 所 必须 适 含 的 关系 ， 如 果 对 应 的 两 条 直线 相互 平行 的 
话 。 
交点 和 交角 

确定 两 条 直线 的 交点 ”以 一 般 形式 给 出 两 条 直线 4z+BgyT+C=0 
和 42z 十 By 十 Ca 一 0， 要 求 出 这 两 条 直线 的 交点 Pokzo yo) 的 坐标 xo 和 
%o。 Po 作为 两 条 直线 的 交点 就 必须 同时 在 这 两 条 直线 上 , 因此 它 的 坐标 
zo 和 yo 必须 同时 满足 这 两 条 直线 的 方程 。 所 以 解 下 面 的 方程 组 就 得 到 


交点 : 


4170 十 Bitbo 十 CI 一 0 
4azo 十 Bato 十 Co 一 0 
这 个 方程 组 可 以 按照 一 般 法 则 进行 求解 (参看 工 第 4 章 )。 如 果 这 个 方程 
组 有 解 (x%o, go)， 那 未 这 就 给 出 了 交点 坐标 。 如 果 因 为 方程 组 不 相 容 而 
无 解 , 那 末 直线 相互 平行 。 如 果 因 为 方程 组 线性 相关 而 有 无 穷 多 个 解 , 那 
末 两 条 直线 重合 。 
【 例 】 i. 两 条 直线 一 3z 十 3% 一 6 一 0 和 2z 二 3g 十 9=0 交 于 那 一 点 ? 
下 面 的 安排 说 明了 方程 组 的 求解 过 程 。 


2xzo 十 3yo 十 9=0 十 一“ 2X0 一 一 3 
3( 一 3) 士 3yo 一 6=0 
go 一 一 


直线 的 交点 是 Po( 一 3， 一 1)( 见 图 13.3-1)。 


站 —3z0t+3y0—6=0 [一 5zo+I5= 0 
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2. 为 了 求 出 以 笛 卡 尔 正 则 形 . 
式 给 出 的 两 条 直线 , 例如 4% 一 一 3x 
十 14，%= 一 x 一 1 的 交点 Pp， 最 常 
用 的 解法 是 令 方程 的 右边 相等 。 在 
所 给 的 例子 中 ， 直 线 的 交点 是 . 
Po(?.5, —8.5)。, 

3. 直线 34 二 Yy 一 7=0 和 27 一 
y 一 3 二 0 的 交点 是 Po(2, 1)。 

4. 直线 27X 一 3y 十 5 二 0 和 3y 一 
2z 十 2 二 0 互相 平行 ,原点 都 属于 两 
条 直线 的 正 半 平 面 。 用 海 赛 正则 形 
式 来 写 ,方程 组 就 变 成 : 


图 13.3-1 确定 两 条 直线 的 交点 


2 | > | +2x0/ VI3—3y/Vi3+5/V13=0 
~2z0+3yo+2=0 —2x0/ Vi3+3y/ VIi3+2/V13=0 
直线 相互 之 间 的 距离 是 7/V13。 

5. 方程 0.8z+0.4y 一 1.2=0 和 2z+y 一 3=0 代表 了 同一 条 直线 ， 


第 二 个 方程 除 以 也 就 得 到 第 一 个 方程 。 在 这 个 方程 组 中 ,这 两 个 方程 线 


性 相关 , 直线 重合 。 
6. 直线 y=22 一 8 和 y=2z+12 相互 平行 , 这 是 因为 wa 一 2 一 me 的 


缘故 。 类 似 地 , 直线 元 了 十 首 =1 各 也 + 汝 一 1 也 相互 平行 , 这 是 因为 这 


两 条 直线 的 竺 卡尔 正则 形式 是 y= 


7. 求 出 过 点 P1(2， 一 1) 且 平 行 于 直线 9 一 2x 一 3 的 直线 方程 。 对 
于 所 要 求 的 直线 , 已 经 给 出 一 个 点 和 斜率 吧 =2， 因 而 可 用 点 斜 式 , 得 出 
直线 方程 y 十 1 一 2(Z 一 2)。 

两 条 直线 的 交角 ”两 条 直线 1 和 ?2 的 交角 内 = 立 (1, 12), 最 简单 的 
办 法 是 从 海 赛 正则 形式 来 求 得 ; 从 方程 zcos pi+%sineol 一 Di=0 和 
Z cos 2 十 y Sin pa 一 pa 二 0, 立刻 得 到 由 = 宁 Qy ?2) 一 pa 一 plo 

从 笛 卡 尔 正则 形式 来 求 得 角 水 , 由 于 受到 反正 切 函 数 主 值 的 限制 ,最 
多 只 会 相差 一 个 附加 的 常数 +r。 如 果 直 线 方程 是 y=miz 十 cl 和 2 一 
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max 十 Cz, 闭 末 m1 一 tan qi 和 ?ma 二 tan qz, 这 里 qt== 字 (2, 11), 902 一 字 (%2， 
12), 因此 六 (zw; 呈 ) 十 亲民 12) 二 亲 (z, 19) 或 者 半 ( 2) 二 =Q2 一 Qlo 
用 正切 函数 的 加 法 定理 就 得 到 


tan oa— tan a mo — 
tan = t 一 2 1 
y 1+tanai tan ao 或 者 an 1+mims 


把 直线 相互 交换 位 置 ,就 得 到 小 一 闻 s, Di) 一 oz 一 兵 一 一 由 或 者 由 一 ”一 
vw 

这 个 条 件 包含 了 直线 相互 平行 的 条 件 ， 从 出 =0 就 得 到 ma 一 ma, 这 
是 早 就 发现 了 的 。 对 由 = 笠 ， 就 得 到 两 条 直线 相互 垂直 的 条 件 ， 因 为 
tan 由 一 oo， 分 母 必须 为 零 , 即 T 十 mmoa 一 0。 


| 正 交 条 件 ma= 


m1 


【 例 】 1. 直线 y 一 2~5Cw 一 13) 和 %= 一 号 十 18 相互 垂直 , 这 是 因 
为 它们 的 方程 用 入 卡尔 正则 形式 来 写 就 是 y=5% 一 63 和 y~ 一 计 ?+18， 
即 m5 正好 是 m= 一 二 的 负 倒数 ,或 者 说 m2 一 二-。 


1 
2. 求 一 条 直线 , 它 通过 点 Pi 1) 且 与 y= 一 耸 +3 生 直 。 给 出 
直线 的 斜率 是 m1 一 一 全 ， 因 此 所 要 求 的 直线 斜率 为 m ,一 一 地 -一 十 字 。 
于 是 方程 的 点 斜 式 就 是 妈 - 工 一 十 弓 或 2g-D=3GC-1D, 即 y= 等- 
1 


5° 
3 3 
3. 直线 Y= 一 27 十 16 和 g= 一 党 十 襄 的 交角 是 出 =32?28,， 这 是 
3 -+2 7 
因为 mi= 一 2 和 ma 一 一 襄 , 因 此 tany 一 一 一 一 一 这 一 0.6364; 从 正 
工 十 2 X 


切 函 数 表 就 得 到 上 面 给 出 的 小 值 。 如 果 从 mi= 一 2 一 tan ai 得 到 a1 二 
一 63°26' 和 从 m2 二 一 0.6=tan aa 得 到 wa= 一 30°58', 那 末 也 能 从 下 面 
的 式 子 得 到 由 的 值 ，as 一 a1 一 一 30°58' 十 63°26' 一 32°28'。 
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4. 直线 了 + 各 ~1 和 与 一 分 =1( 截 距 式 ) 的 入 卡尔 正则 形式 是 y= 


一 +5 和 y= 等 一 3 ( 见 图 13.3-2)。 因 为 = 一 也 和 ms 一 + 辽 , 因 
此 由 下 面 式 子 给 出 交角 山 的 值 : 
215 
tan 站 一 es 一 本 20 一 11.5; 由 一 85?2 
3 人 \4 
检验 ，tan qi 一 一 了, 一 一 51°20'; tanaa=+， a= +33°41', 


小 一 aa 一 ad 一 85? 1', 

如 果 要 求 出 一 条 直线 的 方程 ,此 直线 通过 一 个 给 定 的 点 , 并 且 与 一 条 
给 定 的 直线 的 交角 是 给 定 的 角 由 ,也 就 是 说 tan 小 和 mi 是 给 出 的 ; 通过 
求解 tan 由 的 公 趟 我 们 就 能 得 到 所 需要 的 值 wa 下风 ， 因 此 
用 点 斜 式 就 能 得 到 所 需要 的 直线 。 


一 


图 13.3-# 嘉 线 方程 式 十 考 1 和 王 - 痢 图 13.3-3 确定 角 平分 线 


一 上 的 图 形 和 这 两 条 直线 之 间 的 交角 风 


角 平 分 线 的 方程 ”两 条 相交 的 直线 4 和 8 有 了 两 条 角 平 分 线 如 和 刀 
( 见 图 13.3-3)。 角 平 分 线 的 定义 是 与 这 两 条 直线 有 祖 同 距离 的 那些 点 
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的 轨迹 。 对 这 个 问题 建议 使 用 海 赛 正则 形式 ， 于 是 这 两 条 直线 由 下 面 式 
子 给 出 : 
Xcos91l 二 osSin gi—p1=~=0 和 zcos9 十 Sin gs ~ p=0, 
这 两 条 直线 把 平面 分 成 四 部 分 ， 其 中 的 一 个 部 分 属于 这 两 条 直线 的 正 半 
年 面 ， 这 个 部 分 被 红 所 平分 。 在 这 一 部 分 中 ,81 上 的 每 一 点 与 且 的 距离 
是 正 的 1 并 且 与 ?的 距离 是 正 的 dz。 而 在 它 的 对 顶 角 部 分 中 ,01 上 每 一 
点 卫 与 和 13 的 距离 都 是 负 的 。 在 确定 距离 的 方程 di=81(z cos gi 十 
ysin p1 一 p1) 和 Q2 二 &2(2 cos pa 十 9 sin ga 一 p2) 中 , 81== 土 ] 各 63== 士 4 具 
有 相同 的 符号 ; 从 年 =4 就 能 得 到 角 平 分 线 刀 的 方程 为 zeos 91 一 
cos py) 十 VCsin gi—sin ga) 一 (pi 一 ps) 一 0。 在 其 余 两 部 分 中 , 角 平 分 线 92 
上 的 每 一 点 与 其 中 一 条 直线 的 距离 是 正 的 ， 而 与 男 一 条 直线 的 距离 是 负 
的 , 即 61= 一 82, 或 者 说 缠 = 一 d%; 由 此 得 到 bs 的 方程 是 
zcOs 91 十 0s 92) + YCsin 91 十 Sin 9p3) 一 (了 4 十 02) = 0 


两 条 相交 直线 | z(cos gi1 土 Cos pa) 十 y(Sinpl 士 Snago) 一 (2 十 po) 一 0 
的 两 条 角 平 分 | 选择 负 号 所 给 出 的 角 平 分 线 等 分 属于 两 条 直线 的 
线 的 方程 正 半 平面 | 


【 例 】 给 出 直线 方程 z+y~2=0 和 7z+y 一 320, 用 海 赛 正则 形 

示 襄 区 Yy 2 72 1 9 _ -3 - 
式 表示 就 是 一 一 十 一 一 二 0 和 二 +8 (GVE) 0 于 
是 两 条 角 平 分 线 的 方程 是 

1 了 1 -1 2 32 
(TE) (IE) (VE) 

或 xz(5 土 7) 4+YyCS+1) ~ (10+32) =0; 
用 笛 卡 尔 正则 形式 来 表示 , 这 两 条 直线 的 方程 就 是 y 一 各 一 号- 和 y= 一 
2z 十 7。 


三 角形 和 多 边 形 ， 

三 角形 的 面积 ”如果 Pi(zy 妨 ), Ps(zz, yo) 和 Ps(zs, yp) 是 三 角形 
的 顶点 ( 见 图 13.3-4), 那 末 它 的 面积 4 就 是 4 一 寺 |PiPsl 加 一 诗 |PPs| 
“|PiPsl sin a, 其 中 加 是 Ps 与 PiPs 的 距离 , 而 a 是 按照 举 标 及 族 转 六 
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在 多 边 形 内 部 有 一 任意 点 P， 各 时 用 页 纹 把 与 多 边 形 的 所 有 顶点 
连 起 来 , 就 把 多 边 形 的 面积 分 成 % 个 三 角形 ,然后 再 按照 画 多 边 形 的 方向 
来 男 三 角形 ， 屠 末 在 多 边 形 内 部 的 二 角形 的 边 按 互 相 相 反 的 方向 各 夯 一 
次 〈 见 图 13.3-6)。 一 个 非 凸 多 边 形 也 能 用 这 两 种 方法 中 的 任 一 种 来 分 成 
三 角形 ， 然 而 这 时 会 产生 包含 了 多 边 形 外 点 的 对 角 线 和 “内 ” 边 ( 见 图 
13.3-7)。 如 果 画 一 个 三 角形 的 方向 与 画 出 多 边 形 的 方向 相反 , 则 把 此 三 
角形 的 面积 看 成 是 负 的 , 例如 在 五 边 形 PitPsPaP4Ps 中 的 三 角形 PiPaPs 
就 是 这 种 三 角形 , 那 末 只 要 这 个 多 边 形 不 要 老 起 来 , 即 它 的 边 不 相交 , 我 
们 仍然 可 以 得 到 。 多 边 形 的 面积 就 是 这 些 三 角形 面积 的 代数 和 。 在 图 
13.3-7 中 的 四 边 形 .PiPaPsP, 就 是 卷 起 来 的 。 我 们 必须 给 这 个 多 边 形 赋 
子 一 个 有 向 的 面积 , 这 个 面积 是 由 一 个 正 的 面积 和 一 个 负 的 面积 所 组 成 ; 
因而 一 个 卷 起 来 的 “平行 四 边 形 ”的 面积 是 零 。 
Ps 


.Ph Ps 
Ps 


PB Ps Ph Pa 
图 13.3-7 Rm 
分 别 分 成 三 个 三 角形 和 两 个 三 角形 


.三 角形 的 重心 -在 一 个 顶 上 ew Y1), Palre, Y2), Pslxs, ya) 的 
三 角形 中 ， 边 的 中 点 是 al| 于 (ms 十 史 ， 末 (pa+g ja 于 Cs 二 oD， 


于 Ga 十 的 | Ms| 训 (i+z), 计 W+5)]。 在 中 线 94=|PiM4|, s= 
1Po3Ms1， ss = |PaMs| 上 , 由 分 割 比 4， Xo, 2 确定 了 点 G14, Ga, Gs( 见 图 
13.3-8); 它们 的 坐标 是 

名 一 ZL 二 MiGta 十 Za)/2 ， 由 全 十 和 (Co 十 加)73 


i 二 + 和 荆 十 2 ” 
£1—-2 tht 7m) /2 ,ty yD) /3 
工 十 和 3 工 十 人 3 7 


站 一 型 十 和 (4 十)13 ye) /3 
> 工 十 je ” 工 士 3 9 


13.3 若干 直线 533 


结果 表明 ,明显 地 任意 选取 和 = 加 二 3=2, 这 三 对 坐标 就 变 成 相等 了 , 即 
它们 代表 了 同一 点 GO 


mh ep et eh 


-人 


图 13.3-8 三 角形 的 重心 图 13.3-9 内 角 7Y 和 对 应 的 
外 角 ? 的 角 平 分 线 


21{ 十 Za2 十 X3 Yi+Yya+ Ys 
3 3 


三 角形 重心 的 坐标 | £ 二 ;= 


【 例 】 在 三 角形 Pi1( 一 5, 3), Pa( 一 2， 一 防 ,Pa(7, 8) 中 ,重心 的 坐标 ， 
是 对 = (一 5 一 2+7)/3=0; 9 一 (一 1 二 的 /3=3 本 。 | 

阿波 罗 尼 斯 (Apollonius) 定 理 在 证 明 这 条 定理 之 前 , 先 引进 一 条 
关于 三 角形 多 平 人 线 的 引 理 。 


在 医 13， 3 中 ， 三 角形 4BC 的 角 y 和 和 角 Y' 的 角 平 分 线 用 by 和 7 
来 表示 。 国 为 y 和 ? 是 互补 角 , 因此 bY 和 bY' 互相 各 直 。 直 线 4D' 和 
4 万 过 4 点 并 且 与 by 和 byY' 平行 , 4D' 和 4E' 还 与 角 平 分 线 相交 于 Di 
和 Bi 交角 是 直角 。 从 两 对 全 等 三 角形 人 4D10 衬 人 8B'D10 和 A4EiCg 
人 D'B10, 得 到 10B'| 一 [04|==|CD'|。 直 线 BD' 被 平行 线 4D', DO' 所 
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规 , 而 直线 BE 被 平行 线 OB, B'4 所 截 。 因 此 , 由 截 距 定理 ; 
1，|4D1:1DBI=1DCl:10B1= 1041:10B1| 
和 
2，|4 刀 |:1BB|=1BCI:1CB1=1041:10CB1。 
如 果 考 虑 在 边 C 上 线段 的 方向 , 那 末 4D，D 户 和 具有 相同 的 符号 ， 
而 她 有 相反 的 符号 。 这 样 两 条 角 平分 线 与 对 边 的 交点 也 和 加 把 线段 


芒 分 成 的 比例 入 具有 相同 的 数值, 但 有 相反 的 符号 (48D) 二 了 一 


一 一 > 


一 5 并 
(5;Q) 而 加 =(4BB) = 篇 - 一 (6:q)。 这 两 点 了 和 万 叫 作 调 和 共 罗 


点 , 这 两 点 以 相同 的 比 在 线段 4B 的 内 部 和 外 部 把 线段 4B 分 成 两 段 ,并 
且 把 这 两 个 分 割 比 的 比 为 :和 叫 作 交 比 (4，B; D, )。 因 此 ,对 调和 共 轿 
点 而 言 , 交 比 之 值 是 一 1=[+ (5:a)]:[ 一 C6:a)]。 

阿波 罗 尼 斯 定理 ， 对 三 角形 4BC， 给 出 边 14B| 以 及 另外 两 条 边 


在 证 明 上 面 定理 的 图 13.3-9 中 ,如 果 把 线段 4B 和 它 的 内 外 定 比 分 
点 也 和 互 看 作 给 定 的 ,不 管 这 一 个 三 角形 4BC, 当然 也 存在 其 他 的 三 角 
形 4BC, 它 也 具有 角 Y 和 ? 的 角 平 分 线 通过 了 D 和 如 这 种 性 质 。 因 为 直 
线 CD 和 0CE 是 角 平分 线 , 因而 它们 必须 相互 垂直 ， 即 C 点 必 在 以 线段 
DE 为 直径 的 圆 局 上 。 而 对 所 有 这 些 点 9, 它 与 两 个 定点 4 和 互 的 距离 


图 13.3-10 西 瓦 定理 图 13.3-11 梅内 劳 斯 定理 
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之 比 (8:0) 一) 都 具有 相同 的 值 X= 14D1:1DB|。 因 此 正如 阿波 罗 尼 斯 
定理 所 说 明 的 那样 ,这 个 贺 就 是 所 有 的 点 C 的 轨迹 。 

西 瓦 (Ceva) 定 理 和 梅内 劳 斯 (Menelang) 定 理 ”这 些 定理 以 乔 万 尼 。 
四 砚 Q648~4734 入) 和 亚 有 山大 时 亚 的 和 内 类 (级 人 天 前 98 年) 的 有 
字 命 名 。 它们 的 对 偶 特性 (参看 II, 第 12 意 ) 能 从 下 区 两 个 命题 中 看 出 
《 见 图 13.3-10 和 图 13.3-11)。 

西瓜 定理 “过 三 角形 的 三 个 梅内 劳 斯 定理 “在 三 角形 的 
顶点 ， 并 且 不 与 三 角形 的 边 重合 三 条 边 上 ， 并 县 不 与 三 角形 的 顶 
的 三 条 直线 ， 在 什么 条 件 下 相交 。 | ”点 重合 的 三 个 点 ， 在 什么 条 件 下 
于 一 点 ? | 位 于 一 条 直线 上 


如 果 用 P1, Pa, Ps 来 表示 三 角形 的 项 点 ,而 用 Q1, 82, 9s 来 表示 三 
条 直线 跟 对 边 的 交点 , 那 末 它 们 形成 的 分 割 比 是 ， 和 4 一 P01: 太志 ; = 
OGoP1， hs 一 户 @s: 03B2。 取 一 个 斜 坐标 系 , 使 得 过 Pi 和 Ps 之 直线 
为 + 轴 ， 而 过 和 Ps 的 直线 为 5 轴 ; 并 取 点 Pa 的 坐标 为 小 0) 和 Ps 
的 坐标 为 《0, 1), 那 末 就 能 如 下 面 那样 计算 得 到 gl，@:，9a 的 坐标 :; 
PiO,:02Ps=1:% 或 BO PP =1: (+) =y; 2 一 0; 
POs:0sP; 一 ha 或 PiOs:PiPs=%: (1+ Ne) rx; Ys=0; 
BPO: PID, = Pot: BoP m1:(1+M) 一 2 
BO!: PrP = Pd: PB = CL+ NM) = 
如 果 交 点 号 的 坐标 是 xX 和 Y, 那 末 下 面 三 个 线性 方程 必须 同时 成 立 : 
(1) 过 Q 卫 和 Pi 的 直线 : 《Yi 一 0)/《x1 一 0) 一 9/4 或 和 =9/z; 
(2) 过 Qo, PP 和 Ps 的 直线 : (y2 一 0)/ 《wz 一 1) = 二 y/ (2 一 1) 或 
[<D=wc-D; 
(3) 过 Qs, 了 和 Ps 的 直线 (ya 一 1)/zs 一 (y 一 1)/z 或 
(D5)= YD/s 
从 红 ), (32) 和 (C3) 消去 y ,就 得 到 : 
1 


入 1 
2 一 Tl, fr 入 入 一 一 -一 ~- 一 ， 
2) 一 于 下 一 和 2 二 No) 人 开赴 条 二 7 
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(8) 一 -zzhe=)a 一 Zhe TEL 
从 (2 和 (3') 中 消去 z， 得 到 : 
Ms 十 人 is 十 NiAaXs 一 十)a 十 人 13， 
Na2Xas 一 工 。 定理 证 毕 。 
梅内 劳 斯 定理 :一 条 横 截 线 与 三 角形 的 边 相 交 ， 这 些 交 点 按 一 定 的 


正如 在 西 瓦 定理 中 所 做 的 那样 , 设 
A PQ QP, MB: QBs, ha = POs: QP, 
是 交点 把 三 条 边 分 成 两 段 的 分 割 比 ， 三 角形 的 三 个 顶点 的 坐标 仍旧 取 为 
Pi(0, 0), Pa(1, 0), PaC0, 1)。 除 了 其 中 一 个 分 割 比 ho (或 者 所 有 三 个 
分 割 比 ) 的 值 是 负 的 外 ， 交 点 人 ,82， Qs 的 坐标 与 前 面 求 过 的 值 相 同 , 如 
果 点 @，4a，4s 位 于 一 条 直线 上 , 那 末 
(所 一 ga) (za 一 08) = CY1 Ye): C1— 7x9), 


和 
13+ 1+ 1+A\l+A 1+XAs/? 
1I+ja A(L+%h) 


NITM) ITALiM)’ 
— (1 +X) + hel FN) —AMNe (lL+ Nh), 
一 革 一 ‰8 十 )3 十 和 1 和 3 一 和 13 + A Ng, 
一 二 一 和 4 人 MA3， 定理 证 毕 。 


13.4 


国 的 方程 


在 直角 坐标 系 中 国 的 方程 ” 圆 就 是 平面 上 与 一 个 定点 C(o 9) 的 距 
离 7 保持 不 变 的 所 有 的 点 忆 (z 9) 的 轨迹 ; 其 中 C 叫 作 圆心 , 而 7 岂 作 圆 


13.4 图 527 


在 一 般 位 置 的 圆 的 方程 
图 心 CCc, 4), 半径 + 


《z 一 6 十 (9 一 0 一 好 


圆心 在 原点 , 半径 为 ? 的 
圆 的 方程 


z= 


的 半径 。 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 见 图 13.4-1) 就 得 到 所 需要 的 方程 (2 一 0)? 二 
Cy 一 9)? 一 12。 如 果 图 心 在 原点 ,那么 c= 
d==0, 于 是 圆 的 方程 就 是 2? 十 信 一 7?。 

【 例 1 贺 心 在 CC4, 3) 而 半径 为 
2 的 贺 的 方程 是 

(2—4):+(y—3)?=22, 

[ 例 2] 点 PC，2) 不 在 加 
(ce 二 ) + 人 一 2? 一 史上 ,这 是 因为 它 
的 坐标 zo=J， 加 一 2 不 满足 圆 的 方程 ， 即 
-3) 十 (2 一 2)? 二 25。 图 13.4-1 导出 圆 的 方程 


【 例 3】 在 圆 (xz 一 1 了 1)? 十 (y 一 2)?~61 上 , 点 Pi 和 Ps 的 横 坐 标 为 6， 
问 它们 的 纵 坐 标 是 多 少 ? 

需要 求 的 是 点 Pi(6, 妇 ) 和 Pa《6, y2) 的 纵 誉 标 妇 和 y2。 如 果 我 们 把 
Z=6 代 到 圆 的 方程 中 去 ,再 解 出 y, 就 得 到 y-3= 土 V6L 一 (6 一 1)， 即 
Yi1=8, oo 一 一 4。 

在 极 坐 标 系 中 图 的 方程 有 一 个 半径 为 + 的 圆 ， 它 的 圆心 C 的 极 华 


图 13.4-3 在 极 坐 标 系 中 加 的 方程 
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(z 一 0)?+ (一 有 田 ?=72 上 , 那 末 过 这 一 点 的 法 线 斜率 为 (yi 一 0)/(z1 一 c)， 
从 而 它 的 方程 就 是 人 Y 一 级 )/《z 一 21) =(4 一 y1)/《e 一 z1) 或 者 y 一 妇 = 
( 委 =4 Ce X1)o 


X1 一 C 


过 四 上 一 点 PiCey gr) 的 法 线 | yy 如 二 Cs 一 1) 
方程 ， 分 成 圆 在 任意 位 置 和 加 
心 在 原点 这 两 种 情况 一 扩 一 全 eo) 


【 例 】 过 图 (z 一 2)?+ (9 一 17?= 25 上 的 一 点 PC5， 一 3) 的 法 线 方程 
是 %+3=( -下定 )(c 一 5 或 者 用 笛 卡 尔 正 则 形式 来 写 就 是 


贺 的 切线 ”如 果 给 出 与 圆 (z 一 6)? 十 多 一 全 2?= 和 a 相 切 的 切线 的 切 点 
下 人 全 人 兴业 半生 


21 一 C 


一 一 2 二 9 就 是 委 线 的 针 素 ( 见 图 13. 生 全。 
用 点 斜 式 写 出 的 切线 方程 就 是 9 一 人 宁 )(< 一 aa， 或 者 把 


它 展 开 , 并 且 归 并 同类 项 就 得 到 yy 一 好 一 籽 十 0= 一 xz1 十 2 十 CY 一 Cx1， 

即 oo 如 果 两 边 同 时 加 上 表达 式 

(C2 二 中 一 em1 一 dy1)， 并 且 心 中 记 住 并 是 在 贺 上 的 点 , 因此 是 适合 

(z1 一 0)? 十 (Yi 一 4)?==7? 这 个 式 子 的 , 那 末 就 得 到 切线 方程 的 形式 是 
(TZ—Ori~ (vOr+Y -YYy—d)d=7? 

或 Cm~O+tY-D Yd =7 


过 圆 上 一 点 Pi(z1, 2) 的 切线 方程 ,分 成 圆 在 任意 位 置 
和 圆心 在 原点 这 两 种 情况 


(ZT—0) m1—0) + YA) (yA) =7? ZX1+ YY1=7? 


【 例 ] 圆 CC 一 2)? Cy 一 了 D?=25 在 点 P(5, 一 3) 处 的 切线 方程 是 
4 一 2)0 一 2 十 人 9 一 1 一 3 一 I) 一 25, 或 3(z 一 2) 一 4(y 一 1) 二 25, 或 用 


入 卡尔 正则 形式 来 表示 就 是 y= 了 4 一 他 。 


图 13.4-4 圆 的 切线 图 13.4 5 从 圆 外 一 点 向 圆 作 的 切线 
由 微分 计算 我 们 也 能 求 得 切线 的 斜率 。 对 圆 的 方程 (z 一 ?十 (9 一 
Q)?=7? 进行 微分 ,就 得 到 2《z 一 0O) 十 2 一 Q)y 一 0, 或 六 = 一。 因此 


y—ad 
在 Pw, 纺 ) 处 切线 的 斜率 是 外 = 一 3 ， 这 个 值 和 前 面 已 经 求 得 的 
值 一 致 。 

从 一 点 向 周作 的 切线 如 果 CCe, 办 是 一 个 半径 为 了 的 圆 的 圆心 ,而 
Polzo, go) 是 圆 外 一 点 , 则 从 Po 到 留 可 以 作 两 条 切线 ( 见 图 13.4-5) 。 设 
它们 的 切 点 是 PCz1, 级 ) 和 Ps(za, yz)。 则 切线 方程 是 

go 00) + YD -DD 
和 (2—O m2—O)+Y-A Yd =7, 
点 Polzo, yo) 的 坐标 也 应 满足 这 两 个 方程 : 

(加 一 0) 01) + (Yo) Yi-d) =7? 
和 和 (mm 一 c) (za 一 6) + (Yo—d) (ya— a) =72, 
因此 ,方程 (20—o) 20) + (Yo Ya) =7? 
对 两 个 切 点 Pi(z1, y1) 和 PzCxz, 加) 的 坐标 都 适合 。 这 个 线性 方程 因此 
就 表示 了 过 这 两 个 切 点 的 直线 。 我 们 把 这 条 直线 叫 作 极 点 Po 的 极 线 po， 
而 这 条 直线 由 圆心 C 的 坐标 Ce, 号、 极点 PoCzo, go) 的 坐标 , 以 及 贺 的 半 
径 7 所 确定 。 这 条 极 线 与 贺 的 交点 就 是 从 Po 点 到 圆 的 两 条 切线 的 切 点 。 
从 极点 PoCzo g) 的 坐标 和 一 个 切 点 的 从 标 ,我 们 总 可 以 给 出 切线 方程 ， 
例如 用 两 点 式 给 出 切线 方程 。 

【 例 】 求 从 点 Pel3, 5) 到 加 (x 十 2)?++y?= 如 的 切线 的 方程 。 极 线 
方程 是 (3 二 2) (+2) 十 (5 一 0)(y 一 0) =5, 三 者 说 y= 一 x 一 1l。 从 方程 
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y= 一 + 一 ] 和 (Zz 十 2)? 十 彤 二 6, 我 们 可 以 求 出 这 条 直线 与 加 的 两 个 交点 忆 1 
和 Pa, 因此 , 十 4Y 十 4 十 X22 二 2x 十 1 一 5, 或 者 说 23% 二 0; zw1 一 0, zw2 一 
一 3。 因此 蕊 点 就 是 Pi(0， 一 1) 和 Pa( 一 3, 2) 。 于 是 切 点 在 Pi 的 切线 


方程 是 y=22 一 1, 而 切 点 在 Pa 的 切线 方程 是 y= 多 二 地。 


两 个 贺 


两 个 网 的 交点 ”方程 为 (2 一 co 二 (一 0902 一 宇和 (一 00)2 二 (9 一 
do) 一 公 的 两 个 圆 , 它们 的 相互 位 置 能 有 下 列 几 种 情况 : 这 两 个 圆 相交 于 
两 点 ,或 者 这 两 个 圆 相 切 于 一 点 ,或 者 这 两 个 圆 相 离 , 即 没有 公共 点 。 
为 了 求 得 可 能 存在 的 交点 Po(zo %o) ,求解 下 面 的 方程 组 
(Xo—01)?+ (Yo—d1)?=3 
(xo~—c2)? 二 (Yo 一 Qo)? 一 得 1 
如 果 这 个 方程 组 有 两 个 不 同 的 实数 解 Zo1, Yol 和 zoo yo 则 已 (xzob ye) 
和 了 《xo2, yoz) 就 是 两 个 交点 ; 在 解 是 一 个 实 的 重 根 时 ,这 两 个 圆 相 切 。 如 
果 这 个 方程 组 没有 实数 解 , 那 末 这 两 个 圆 就 相 离 。 
【 例 】 把 两 个 圆 的 方程 (z 士 和 ?十 (二 5) 一 194 和 (z 一 3)2 二 (9 一 
117 2)? 二 各 相 减 ,就 得 到 直线 方程 
5 2 十 9 一 9 它 就 是 这 两 个 圆 的 公 
共 弦 。 这 条 直线 与 其 中 一 个 加 
的 交点 也 就 是 这 两 个 圆 的 交 
点 ; 由 此 求 得 这 两 个 交点 是 
Pi(9, 0) 和 Pa(1, 8)。 

两 个 加 的 交角 ”两 个 圆 之 
间 的 交角 定义 为 在 每 一 个 交点 
处 切线 之 闻 的 夹 角 ; 这 个 夹 角 


9 yn- 


13 
写 % 十 


0 在 两 个 交点 处 的 值 是 一 样 的 
( 见 图 13.4-6)。 
图 13.476 两 个 圆 的 交点 和 交角 【 例 】 较 (z 十 4)3 十 (y+ 


5) 一 194 和 圆 (z 一 3)? 十 (y 一 2)?=40 相交 于 点 P1(9, 0)。 在 这 一 点 处 两 
个 圆 的 切线 是 
(9 二 4 (十 和 十 5(9g 十 5) =194 


13.5 圆锥 曲线 583 
和 (9—3)(—3)+ (~—2)(y-2)=40, 
有 __ /13 117 
或 者 用 储 卡 尔 正则 有 形式 来 写 就 是 y= 一 (六 z+ 汪 - 和 y 一 25 一 27。 对 
这 两 条 直线 的 交角 由 我 们 从 mm 一 一 - 和 m=3 求 得 tan 由 一 了 2 二 


= 一 戎 ， 因 此 岂 = 一 39"28 和 由 =140*32; 而 从 加 =tan m= 一 各， 


求 得 ai= 一 68"58'， 从 ma=tan ua= 十 3， 求 得 = 十 71*34， 因 此 也 同 
样 得 到 内 ==%2 一 a1 二 140°32'。 


18.5 圆锥 曲线 


圆锥 曲线 看 成 是 圆锥 与 平面 的 交 线 

在 古代 , 圆锥 曲线 定义 为 平面 也 与 圆锥 的 交 线 。 这 些 交 线 分 别 叫 作 
圆 、 攀 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 。 如 果 截 平面 召 包 含 了 (双重 ) 圆 锥 的 项 点 人 
那 末 它 和 园 锥 的 相交 部 分 或 者 是 一 个 点 , 也 就 是 顶点 2; 或 者 是 一 条 有 母 
线 , 如果 平面 召 与 贺 锥 相 切 的 话 ;或 者 是 相交 于 2 的 两 条 母线 ,如 果 平 面 
如 包含 有 这 个 网 锥 的 内 点 的 话 。 这 些 交 线 都 称 为 退化 的 回 锥 内 线 。 

如 果 平 面 妃 不 包含 顶点 Z, 并 且 与 正 圆锥 的 轴 垂 直 , 那 末 它 与 圆锥 
的 交 线 是 一 个 圆 ; 如 果 召 与 切 平面 平行 ， 那 末 它 与 圆锥 的 交 线 是 一 条 抛 
物 线 ; 如 果 召 既 不 与 切 平面 平行 , 也 不 与 圆锥 的 轴 垂 直 , 那 末 当 平面 刀 与 
在 乡 的 同 边 的 所 有 母线 相交 时 ， 它 的 交 线 是 一 个 椭圆 ， 而 当 平 面 刀 与 在 
2 两 边 的 母线 相交 时 , 它 的 交 线 就 是 双 曲 线 。 

所 有 的 非 退化 圆锥 曲线 都 可 看 作 是 另 一 个 非 退 化 圆锥 曲线 的 血 视 
投影 ;名 是 透视 中 心 。 除 了 有 三 个 例外 情形 外 ,每 一 条 图 锥 易 线 在 每 一 条 
录 线 上 有 而 且 只 有 一 个 点 ， 而 这 些 例 外 情形 可 用 非 寻 常 点 或 一 条 直线 的 
无 穷 远 点 (就 象 在 分 割 比 中 那样 ) 的 概念 来 消除 。 对 抛物 线 来 说 ,平行 于 
平面 五 的 母线 go 与 过 抛物 线 顶 点 六 并 且 与 go 平行 的 直线 VF (在 无 穷 
远 处 ) 有 一 个 公共 点 , 这 一 个 点 也 是 抛物 线 上 的 点 ; 这 条 过 抛物 线 项 点 下 
的 平行 线 VF 叫做 抛物 线 的 轴 。 在 双 岗 线 的 情形 中 ,有 两 条 母线 ,这 是 过 
和 点 与 平面 吾 平 行 的 平面 如 与 圆锥 的 交 线 。 在 射影 几何 中 ,这 两 个 平面 
也 和 五 (在 无 穷 远 处 ) 有 一 条 公共 线 1 并且 这 两 条 母线 中 的 每 一 条 都 与 1 
(在 无 穷 远 处 ) 有 一 个 公共 点 , 这 一 点 既是 与 这 条 母线 平行 的 每 一 条 平行 
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线 上 的 一 点 并 且 也 是 双 曲 线 上 的 一 点 ; 特别 地 , 我 们 把 过 双 曲 线 的 中 心 且 
与 这 两 条 母线 平行 的 两 条 直线 叫 作 渐 近 线 。 

戴 德 林 Dandelin) 球 皮 埃 尔 : 戴 德 林 (1794~1847 年 ) 是 第 一 个 
利用 与 贺 锥 及 截 平面 耳根 切 的 球 来 导出 回 锥 曲线 性 质 的 人 。 

抛物 线 。 如 果 马 是 一 个 与 圆锥 的 切 乎 面 平行 的 平面 , 此 切 平面 沿 着 
母线 go 与 圆锥 相 切 ， 那 末 只 存在 一 个 功 优 林 球 ， 这 个 球 与 圆锥 和 平面 召 
都 相 切 ; 它 的 直径 是 9o 与 召 的 距离 《 见 图 13.5-1) 。 这 个 球 与 平面 召 相 
切 于 五 点 ,并 且 沿 着 圆 C 与 圆锥 相 切 , 圆 5 与 go 相交 于 点 DD。 过 圆 0 的 
平面 名 与 吾 相 交 于 直线 i, 这 条 直线 ! 叫 作 准 线 并 且 与 过 go 和 圆锥 轴 的 
平面 2 了 垂直 。 平面 了 与 平面 且 相交 于 抛物 线 的 轴 ; 抛物 线 在 这 根 轴 上 的 
(有限 ) 点 就 是 抛物 线 的 顶点 站。 让 平面 2 了 绕 着 母线 go 旋转 ,我们 就 得 到 
这 个 平面 与 吾 的 交 线 ,例如 BP 这 条 交 线 与 抛物 线 的 轴 平 行 , 即 与 准 线 垂 
直 。 绕 着 go 旋转 所 得 到 的 平面 34 与 贺 锥 相交 于 过 点 2, 4 和 卫 的 第 二 
条 母线 ,其 中 女 在 圆 c 上 , 而 三 在 平面 24 和 平面 五 的 交 线 上 ; 因此 了 也 


图 13.5-1 抛物 线 着 作 平 面 图 13.5-3 椭圆 看 作 圆 维 
和 圆锥 的 截 线 各 平 商 的 裁 线 
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是 抛物 线 上 的 一 点 。 作 为 从 呈 点 到 球面 的 切线 , 线段 PF 和 P4 具有 根 
同 的 长 度 。 再 因 直 线 ZP 和 DB 相交 于 4, 并 且 被 平行 线 BP 和 DZ 所 
截 , 因此 |B8P|:1PA|=|DZ|:|24|=1, 即 |8P|=1PA|, 也 就 是 说 线 
段 P4 和 了 PB 也 具有 相同 的 长 度 。 从 而 PF 和 PB 相等 。 


杭 贺 和 双 曲 线 。 如 果 平 面 恕 与 欧 锥 的 切 平面 不 平行 , 那 末 有 两 个 戴 
德 林 球 分 别 与 平面 名 相 切 于 点 fi 和 Fz, 与 圆锥 相 切 于 圆 c1 和 cz, 这 
两 个 圆 cl 和 cs 所 在 的 平面 妨 和 与 平面 鼠 相交 于 一 对 互相 平行 的 准 
线 生 和 12。 过 圆锥 的 轴 并 垂直 于 准 线 的 平面 2 与 平面 及 相交 于 顶 圈 的 
轴 或 者 双 曲 线 的 轴 ( 见 图 13.5-2) 。 

在 这 个 平面 上 , 过 圆锥 的 顶点 儿 并 且 与 贺 锥 曲线 的 轴 平 行 的 直线 
go 与 平面 乓 相交 于 Di 点 而 与 平面 B2 相交 于 Da 点 。 如 果 2 绕 着 go 族 
转 , 那 末 它 与 平面 吾 的 交 线 ,例如 B18, 与 圆锥 曲线 的 轴 保 持平 行 , 即 与 
准 线 有 和 ?2 垂直。 平面 34 包含 母线 Z4142，B1B; 与 414s 的 交点 卫 是 
贺 锥 曲线 上 的 一 点 。 作 为 从 卫 点 到 球 51 的 切线 , 线段 PF1 和 了 hi 具有 
相同 的 长 度 ; 类 似 地 有 |PFoi =1P42|, 因 为 对 杭 图 来 说 , 球 S1 和 5 在 平 
面 训 的 两 边 , 故 有 1PFi| 十 |PFs| ==| 有 4421, 而 对 双 曲 线 来 说 , 球 人 S11 和 
Sz 在 平面 吾 的 同一 边 , 故 有 |PFi| 一 |PFs|=|4142|。 


在 2 平面 绕 着 go 旋转 而 得 的 平面 24 中 , 直线 ZP 和 BiDi 相 交 于 点 
4 而 BiP 与 2ZD1 和 平行。 因此 |P4:|:1PBi|=1241|:12Di|=|PFi|: 
|PB1| =e。 


椰 四 来 说 , 0<s<1 (|Z41| <12D:|), 而 对 双 同 线 来 说 e>1(|241|> 
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圆锥 曲线 的 方程 为 了 导出 圆锥 曲线 的 解析 表达 式 ， 必须 选 取 适 当 
的 坐标 系 。 根 据 圆 锥 曲线 的 定义 ， 圆 锥 曲线 关于 它 的 轴 是 对 称 的 。 从 上 
面 的 考虑 可 知 , 实 贺 和 双 有 曲线 还 必须 关于 FiFs 的 重 直 平分 线 对 称 ; 这 条 
垂直 平分 线 与 圆锥 曲线 的 轴 的 交点 就 是 圆锥 曲线 的 中 心 C。 因此 对 椭圆 
或 者 双 曲 线 而 言 ,最 好 的 坐标 系 是 把 圆锥 曲线 的 轴 作 为 < 轴 , 而 过 中 心 C 
的 垂 线 作 为 y 轴 的 箔 卡尔 坐标 系 ， 那 时 我 们 就 讲 贺 锥 曲线 是 在 它 的 中 心 
位 置 上 。 如 果 z 轴 同上 面 一 样 ,而 Y 轴 是 过 一 个 顶点 的 切线 , 则 称 圆锥 曲 
线 是 在 它 的 项 点 位 置 上 。 把 圆锥 曲线 的 轴 作 为 零 方向 ， 而 一 个 焦点 作为 
极点 的 投 坐标 系 对 于 所 有 三 种 类 型 的 圆锥 曲线 都 是 适合 的 ， 并 且 那 时 这 
些 曲线 有 一 个 公共 的 方程 。 对 
双 曲 线 而 言 ， 还 可 形成 一 个 很 
自然 的 人 平行 坐标 条 ,这 个 坐 
标 系 的 轴 就 是 两 条 相交 于 圆 维 
曲线 中 心 的 渐 近 线 。 


~ 


图 13.5-3 双 曲 线 看 作 贺 锥 父 13.5-4 ”抛物线 方程 
与 平面 的 交 线 的 导出 
抛物 线 方 程 


项 点 型 方程 箔 卡尔 坐标 系 是 这 样 选取 的 ， 使 它 的 2 轴 为 热 物 线 的 
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轴 , 而 y 轴 为 过 顶点 的 切线 ( 见 图 13.5-4)。 从 抛物 线 的 定义 ， 抛 物 线 上 
每 一 点 了 与 焦点 下 的 距离 与 准 线 ! 的 距离 相等 。 因 此 顶点 了 必定 平分 
从 一 到 ?的 垂 线 FLo。 在 抛物 线 上 有 两 点 ,它们 的 纵 坐 标 就 等 于 它们 离 
开 准 线 的 距离 。 这 个 纵 坐 标的 绝对 值 2 叫 作 抛 物 线 的 半 参 数 ; | oFP| =2， 


是 |FP| = V 9 二 (= 一 全) , 它 与 准 线 的 距离 是 jPL -和 殷 十 z。 由 扫 物 
线 的 定义 ， 
(B+s) 一 她 十 (c- 号 ) 或 多 =2pz。 


抛物 线 的 顶点 型 方程 太一 2px 


这 个 方程 说 明 z 轴 是 对 称 轴 , 顶点 是 原点 ; 对 每 一 个 模 坐 标 2> 0, 在 
抛物 线 上 有 两 点 , 它们 的 横 坐 标 是 x, 而 它们 的 纵 坐 标 数值 相等 但 符号 相 
有 反 。 半 参 数 确定 了 抛物 线 的 形状 。P 的 值 越 小 , 焦点 和 准 线 与 y 轴 的 距 
离 就 越 近 ， 并 且 y 的 值 增加 得 越 慢 。 在 极限 情况 当 p->0 时 ,抛物 线 退 化 
成 来 回 描 过 的 正 % 轴 。 另 一 方面 ,如 果 p 取 非 常 大 的 值 , 则 焦点 和 准 线 分 
” 开 极 大 的 距离 ; 而 当 2 一 w 时 ,因为 z~>0, 所 以 抛物 线 退 化 成 y 轴 。 

方程 妈 一 200 妨 = 一 2px 各 一 一 2py (其 中 D>0)， 也 表示 了 抛物 
线 ,正如 能 从 图 中 看 到 的 那样 ( 见 图 13.5-5), 只 要 所 坐标 系 旋转 一 个 
适当 的 角度 小 就 能 使 抛物 线 六 一 2pé 变 成 给 出 的 方程 之 一 。 而 旋转 变换 
式 是 =xcosy 一 ysin 风 和 n=% sin 由 -ycos 由 。 


TY 
3 


四 
i. 图 18.5-5 在 6 才华 和 标 系 的 旋转 之 下 , 抛物 线 人 P=28s 的 位 置 
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变换 成 的 抛 | 图 区 间 


抛物 线 | 多 变 换 式 | 一 一 一 一 一 一 
物 线 方程 13.5-5| 对 zx 对 y 


?=2p -也 £=y, 0 一 一 2 | 22 一 2p4 a |-c<z<-+ecl 0<y<+co 
了 一 205 | 十 下 一 一 2 一 一 圳 凡 一 一 200| bb | -co<xz<0 | 一 c<y< 十 oo 


?一 205 十 瑟 一 一 2 n=5 | 20= 一 20y| CC |-co<z< 十 co 一 co<oy<0 


如 果 在 坐标 系 平移 以 后 , 顶点 华 标 是 (c, 4), 则 抛 浆 线 的 方程 取 下 列 

形式 (p>0): 
(一 及 ?一 2D(Z 一 0 一 9 一 20 人 一 四 ; 
(一 助 :一 一 2p(z 一 (一 0 一 一 20(9 一 0 四。 

[ 例 1] 求 在 顶点 位 置 的 抛物 线 方程 , 这 条 抛物 线 以 x 轴 为 它 的 轴 ， 
并 且 过 点 Po(2, 4)。 

抛物 线 方程 访 =2pz 必须 满足 Po 的 和 坐标: 和 =2P.2，; 因此 卫 一 4。 于 
是 抛物 线 方程 是 儿 =8x。 

【 例 引 关 物 绕 的 项 点 在 VC(2, 3), 开口 向 下 ， 并 且 过 点 Po(4， 1)。 
比方 程 是 由 方程 到 = 一 2py 通过 坐标 轴 的 平移 而 得 ; 因此 它 的 方程 是 
(人 一 2) = 一 2p(y 一 3)。 因 为 它 通 过 点 Pol4, 1)， 所 以 有 (4 一 2)?= 


-2p 一 3), 即 p 一 + 生 一 +1。 因 此 抛物 线 方程 是 (2 一 2)? 一 一 2(y 一 3) 。 
它 的 焦点 是 在 沿 着 抛物 线 轴 的 方向 离开 顶点 了 p= 二 距离 处 ， 即 它 的 从 


标 是 FF(2, 2.5)。 
精 圆 方程 


椭圆 的 中 心 型 方程 (标准 方程 ) 

x 轴 与 梢 图 的 轴 一 致 ， 而 y 轴 与 两 
个 顶点 之 间 线 段 ViV2 的 垂直 平分 
线 一 致 ( 见 图 13.5-6)。y 轴 与 椭 
13.5-6 在 中 心 位 置 的 椭圆 方程 ”区 相交 于 称 为 第 二 对 顶点 的 两 点 
Wi 和 Wa。 长 度 JViVs|=24 叫 作 长 轴 , 长 度 | WWs| 二 20 叫 作 短 轴 ; 而 
1F1F2|/2=e MH 作 线 性 偏心 率 。 因 为 | WiF1| 十 | WFs| ==22, 线 段 4,5 和 
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e 形成 一 个 直角 三 角形 ,因此 e+=a?。 于 是 焦点 坐标 是 Fi( 二 ee 0) 和 
(一 e, 0) 。 椭 贺 上 的 任 一 点 P(z, 9) 离开 焦点 的 距离 是 |PFTi| 一 改 一 
Vy+ (ez)? 和 |PF2| 一 ?2 一 VY 十 《e 十 xX)”。 从 精 贺 的 定义 可 得 , ?1 十 
72 二 24 或 71==24 一 ?2。 如 果 代 入 ?1 和 ?2, 并 把 两 边 平方 ， 式 中 仍 有 一 项 平 
方 根 : 
入 十 (e 一 人 2? 一 4a3 一 40V tetr) 十 妇 十 (e 十 21 

或 aV 听 十 (e 十 人 5 一 a2 十 ea 
再 两 边 平 方 得 ， 

2 十 02e3 十 -2628 + Am = a! Bae + en, 
由 于 =Q? 一 B?, 这 个 方程 可 以 简化 成 ; 

q+ a 一 0222 十 A287 = 0 十 4252 一 D273 
或 | /0 + /b=1, 


方程 2/02-y?/a?==1, 这 里 w>D, 也 表示 了 一 个 椭 贺 ， 只 要 将 ,7 
坐标 旋转 少 = 一 上 /3 的 角度 就 可 看 出 。 经 过 变换 (参看 抛物 线 方程 ) 一 
纪 二 一 xz, 椭圆 方程 /43 十 壤 /0? 一 1 就 变 成 了 x/0? 二 /02 一 1。 

如 果 在 坐标 系 平移 后 , 粹 圆 的 中 心 坐 标 是 (c, ), 那 未 椭圆 的 中 心 型 
方程 对 于 a>5b 取 下 列 形式 之 一 : 

(zo)”/Q+ (一 0)?/D?=1 或 (xz—o)/D+Yy—d) /=1, 

【 例 1]】 在 中 心 位 置 的 一 个 椭 贺 , 其 半 轴 长 是 3 和 4 则 其 方程 是 
人 /16 十 YP/9=1 或 22/9 十 /16=1, 按照 它 的 长 轴 是 位 于 4x 轴 还 是 位 于 
y 轴 而 定 ( 见 图 13.5-7)。 

【 例 2] 一 个 位 于 中 心 位 置 的 椭圆 , 它 有 一 个 半 轴 的 长 度 是 5, 并 且 
过 点 Po(3, 一 8)。 因 为 8>5, 因此 5=5 一定 是 短 半 轴 。 把 20=3, 加 一 
一 8 代入 中 心 方程 ,就 可 求 得 a: 32/5? 十 (一 8)”/a?=I 或 者 64/a2?= (25 一 
9)/235=16/25， 即 a=V(25.64/16) 10。 因 此 实事 的 方程 是 x3/52 二 
/10?=1。 

数值 偏心 率 “与 椭圆 的 y 轴 平 行 , 且 与 中 心 的 距离 为 1CZ1| 一 a2/e 
的 直线 叫 作 准 线 4。 顶 点 71 与 此 准 线 的 距离 是 4, 这 里 8=|Vi4|= 
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图 13.5-7 必 , 坐标 系 的 旋 图 13.5-8 椭圆 的 数值 偏心 率 
转 和 本 图 22/a2? 十 42/22 呈 工 


(qa2/e) 一 a= 《a/e) (4 一 人 )。 而 椭圆 上 任 一 点 三 与 此 准 线 的 距离 是 & 这 里 
二 |PQ|==42e 一 2。 对 于 了 点 离开 焦点 Fi 和 了 的 距离 71 和 ?2, 由 毕 达 
哥 拉 斯 定理 可 得 发 = 愉 十 (2e)? 一 2.2e(e 一 X) 一 类 十 4e2 一 4e2 十 4ez 或 但 一 
但 一 4ez。 因 为 11 十 ?2 二 24, 由 除法 得 到 79 一 入 二 2ex/4, 因此 六 一 4 十 ez/a 
和 4==4 一 ex/a。 如 果 我 们 将 从 最 后 一 个 方程 得 出 的 z= (a 一 m14)je 代 
入 a 的 表达 式 中 ,我 们 得 到 4=?1 (4/9) , 即 比 例 4;71=Q:e 与 所 选 的 点 忆 
无 关 。 它 的 倒数 s=e/e 叫 作 数 值 偏心 率 。 图 13.5-8 中 表明 了 怎样 以 两 
根 线段 的 比 来 作出 s: 由 |PB| = 在 foP 上 作出 画 点 ,而 由 CRal 
FsRi 在 FiR1 上 作出 Bo 点 ,然后 1CFi|:i0CRo|=e:4=8。 
设 点 P 与 焦点 1 的 距离 是 71， 与 对 庶 的 准 缚 也 的 距离 是 qd 则 柱 回 


本国 的 参数 家 类 式 禄 加 可 视 为 加 Ei -oa ?入 比例 y:m=b:4 缩 
小 所 有 的 纵 坐 标 而 得 的 仿 射 映 象 。 在 这 里 ,=x, m=y 94/2 这 种 变换 使 贺 
变 成 了 椭 贺 23/q? 十 /0? 一 1。 作 图 可 按 下 面 的 方法 进行 : 过 原点 作 一 条 
射线 与 半径 为 《和 25 的 圆 c。 和 cs 交 于 点 4 和 B， 过 4 和 怠 作 两 轴 的 平 
行 线 , 其 交点 就 是 椭 贺 上 的 点 了 。 可 以 看 出 ,条 件 y:n==5:4 是 满足 的 如 
果 t 是 任意 一 条 射线 与 2 轴 的 夹 角 , 我 们 可 得 到 参数 表达 式 X=& cosb 
y 一 b sin t, 它 满足 椭圆 方程 ( 见 图 13.5-9)。 
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图 13,5-9 寿 贺 的 参数 表示 图 13.5-10 在 中 心 位 置 的 双 曲 线 方 程 


双 曲 线 方程 


和 椭圆 一 样 , 双 曲 线 关于 过 顶点 了 Fi 和 了 : 的 轴 是 对 称 的 , 以 及 关于 垂 
直 于 这 条 轴 并 过 中 心 0, ICVi| = 1CVs| 的 直线 对 称 。 线 段 |0V1| 用 a 表 
示 , 而 线段 |1CF1| = |CFz| 用 e 表示 。 双 曲线 没有 短 半 轴 ; 然而 因为 e> 
吃 存 在 一 条 由 六 一 2 一 2 给 出 的 线段 5。 

双 曲 线 的 中 心 型 方程 (标准 方程 ) 由 于 双 则 线 的 对 称 性 ， 存 在 一 个 
特别 适合 的 身 卡 尔 坐 标 系 ,在 此 坐标 系 中 ，% 轴 与 双 曲 线 的 轴 重 合 , 而 4 
轴 与 过 C 并 垂直 于 此 轴 的 直线 相 一 致 。 焦 点 的 坐标 是 (+e, 0) 和 
(一 6 0)( 见 图 13.5-10)。 双 曲线 上 任意 一 点 PCz, 幼 与 焦点 的 距离 是 

[PFil=ri=VY + (Te) 
和 |PF3| 一 ra 一 V y+ (z+e)?。 
从 双 曲 线 的 定义 有 :9 一 ?1 一 24 或 72=24 十 Nt。 如 将 ?1 和 ?sz 的 表达 式 代 
入 ,两 边 平方 后 刹 下 一 - 需 平方 根 : 
2 一 472 TY NI 
人 +(r+e) 人 6) 
或 ez 一 0 一 aV y+ (re 
再 两 边 平方 可 得 : 


CN? + 0 -2g28g 一 0202 ，220 
— 262gz 十 9263， 
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因为 拓 =42 十 D?, 这 个 方程 能 简化 成 
272 二 一 2 十 0 
.232 二 D222 十 太 人 十 02D3 
或 zo yy/b? =1, 


双 曲 线 的 中 心 型 方程 2Z2/au2 一 21/b2 一 工 


数 忆 的 总 义 可 从 下 面 重 新 加 以 整理 过 的 方程 中 看 出 
a202 = 0 (x2 — a?), 


2/z 一 土 (b/ao)V1I 一 02/x2。 
当 z~> ce 时 , 这 个 表达 式 的 极限 值 是 lim y/zX 二 土 5/a。 把 这 两 极限 值 作 


为 斜率 的 两 根 直线 n= 土 (5b/Q)# 就 是 双 曲 线 的 渐 近 线 。 
由 于 对 称 性 ,只 考虑 双 曲 线 2?/? 一 /03=1 和 直线 1 一 (Bb/4)€ 在 第 
一 象限 中 的 特性 就 已 足够 了 。 


双 曲 线 的 渐 近 线 | y=+ (b/a)z 


如 果 从 渐 近 线 上 的 ) 一 点 (&, n), 其 中 &>a, 向 x 轴 作 一 重 线 ， 它 
与 双 曲 线 相交 于 点 PCz, y)。 那 末 &=z, 并 从 ”=(b/a)z 和 y=(b/a)x 
MI 一 (Q3/z3) 可 有 y<n， 因 为 因子 VI 一 43 总 是 小 于 1。 由 于 从 双 
曲线 方程 可 得 到 (zx/4 一 y/5)=[z/a+y/0]-1 在 zco 时 , (x/at+y/0)-> 
c， 所 以 lim[(z/aD 一 (yb]=0 或 者 当 z->co 时 ,[(b/oz 一 扫 一 (一 护 


悦 0。 由 此 得 知 z 越 大 , 则 差 9~y 越 小 。 对 z 较 大 的 值 , 双 曲 线 任意 地 接 
近 直 线 n= (b/4)$。 这 条 直线 就 是 双 曲 线 的 渐 近 线 。 从 直角 边 为 a 和 。b 
及 斜 边 为 e 的 直角 三 角形 可 求 得 它 对 2 轴 的 倾角 。 

方程 角 /@ 一 2 二 1 表示 一 双 曲 线 ( 见 图 13.5-11), 其 中 4 是 主 半 
轴 并 在 y 轴 上 , 把 一 n 坐标 系 旋转 沙 = 一 x/2 的 角度 就 可 以 看 出。 在 二 
一 y, 9 一 一 2 这 种 变换 下 (参见 抛物 线 的 方程 )， 双 曲线 旨 / 吧 一 人 P/ 妇 一 工 
就 变 成 了 /a? 一 23/52=1。 

如 果 坐 标 系 平移 后 , 双 曲 线 的 中 心 坐标 是 (6, 0), 则 双 曲 线 的 中 心 型 
方程 会 变 成 下 列 形 式 之 一 : 

C2-OW/W YD/E=1 或 Yr-d)/a— (ve)/b?=l, 
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图 13.5-11 -坐标 系 的 旋 图 13.5-12 双 曲 线 的 渐 近 线 方 程 
转 和 双 井 线 2?/a? 一 六 /52 二 1 
【 例 】 双 曲 线 z2/25 一 所/4 一 工 的 顶点 是 1(5，0) 和 Ts( 一 5 0)， 焦 
点 是 Fi(V 引 二 4 0) 和 (一 V 权 ,0), 而 渐 近 线 Y= 土 (2/5)zx。 
”在 另 一 方面 ， 冯 曲线 妨 /25 一 必 /4=1 的 顶点 是 Vs(0, 5) 和 VsC0， 
.一 6)， 焦点 是 fe(0,， V39) 与 了 (0， 一 V 玖 ) 和 渐 近 线 y= 土 (5/2)z。 
双 曲 线 的 渐 近 线 方程 ”如果 把 双 曲 线 的 渐 近 线 作为 坐标 系 的 轴 ， 则 
双 曲 线 的 方程 就 变 得 特别 简单 ( 见 图 13.5-12)。 设 和 表示 原来 直角 
坐标 系 的 坐标 ， 而 和 乡 是 把 崭 近 线 到 为 斜 坐标 系 的 轴 时 的 坐标 。 则 在 
中 心 位 置 的 双 曲 线 方程 是 62/q? 一 PJb?=1， 而 其 浙 近 线 方程 是 = 
土 (5/Q)&。 如 果 tan a=5/a, 则 坐标 之 闪 满 足下 列 关系 ; 


N=Yy Sih a~7 Sin a n=(Yy—7)sin a 
已 


《一 2 cos w 十 9 cos ol 《一 (十 zc)cosc|” 
代入 中 心 型 方程 ， 得 ; 
ECy +2)? eos a] /a ~ L(y—7)? Sin3c] /b=1 

或 ~ (y+4) 2 cos3 a ~ (y— x) sin? a =a2b?, 
因为 8?cos?a = aq?sin?a, 这 给 出 2zy(Db?cos?a 十 ?sin?a) ap?, 因 此 
4zy cos1 a=Q? 和 4xy sin?a 二 bY， 相 加 后 得 ，4xy==w2+5>?。 并 且 由 于 
sin 2g 二 2ab/(a? 十 ), 最 后 可 得 2y sin 24 二 ab/2。 这 个 方程 说 明 平行 四 
边 形 04PB 总 是 有 相同 的 面积 。 

双 曲 线 关于 它 它 浙 过 线 的 方程 具有 形式 ZY 二 常数 。 反 之 , 具有 这 个 形 
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以 渐 近 线 为 坐标 轴 的 双 曲 线 方程 


zy 一 《2 十 09) /4 二 62/ 和 二 常数 


数值 偏心 率 与 双 曲 线 的 y 轴 平 行 ,并 且 距 离 为 |0Z1| =a?/e 的 直线 
/ 叫 作 准 线 1( 见 图 13.5-13)。 
顶点 六 与 此 准 线 的 距离 是 
Q', 这 里 WY =|ViLi|=a 一 a?/ 


2 个 e=ale 一 4)/e。 而 双 曲 线 上 

2 dd | rs 任意 一 点 卫 与 准 线 的 距离 是 

A EHA 4, 这 里 4 一 z 一 a3/e。 由 毕 
Vs VP Fy 达 哥 拉 斯 定理 ， 在 三 角形 


Fi1FoP 由 ,72= 7?+ (2e)?— 
3.2e(e 一 7Z) 或 3 一 ?73 = 4er。 
因为 rs 一 1 二 24, 我 们 有 ?os 十 
入 二 2ex/4， 因 此 724+exf 

图 13.5-13” 双 曲线 的 数值 偏心 率 4 和 人 =ex/a 一 4。 把 z= 
(rig 士 03)/e 代入 到 4=Z-o2/e 可 得 4=7i4/e， 即 4:4==e:a 一 6。 这 个 
常数 8 叫 作 数 值 偏心 率 。 


如 果 在 fz2P 上 由 PR = 和 决定 Bi 点, 而 在 RE 上 由 CR， | FsP 
决定 启 点 , 那 末 1CF1|:|0CRs| 一 :as 


圆锥 曲线 和 直线 


圆锥 曲线 和 直线 的 交点 “作为 平面 和 圆锥 的 交 线 ， 在 用 戴 德 林 球 引 
进 圆 锥 曲线 时 ， 可 以 很 清楚 地 看 到 戴 德 林 球 的 切 圆 。 上 每 一 点 书 与 圆锥 
曲线 上 的 一 点 书 相对 应 。 在 切 圆 平面 刀 或 Bz 上 的 一 条 直线 /与 截面 
召 上 的 一 条 直线 ”相对 应 ， 这 条 直线 就 是 平面 五 和 由 直线 ; 和 圆锥 顶点 
攻 所 决定 的 平面 的 交 线 。 就 象 任何 投影 映射 一 样 ,在 Bi 或 Bs 中 的 交点 
对 应 投影 平面 召 内 的 交点 。 按 照 直线 了 与 园 of 或 cg 相交 、 相 切 或 不 相 
交 ， 其 投影 直线 ! 是 圆锥 曲线 的 害 线 、 声 线 或 与 回 锥 曲线 没有 公共 点 ; 贺 
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上 还 有 一 些 点 , 其 投影 是 圆锥 曲线 的 无 穷 远 点 ,因此 这 就 必须 单独 处 理 。 

1. 在 抛物 线 的 情况 下 ， 这 是 圆 e 的 点 D; 它 具 有 离开 准 线 1 的 最 大 
距离 (参看 图 13.5-1)。 过 点 九 的 图 c 的 每 一 条 制 线 ,其 投影 是 一 条 平行 
于 抛物 线 轴 的 直线 (例如 , D4 的 投影 是 BP), 因此 它 与 抛物 线 只 交 于 一 
个 有 限 点 PP。 锅 c 在 DD 点 的 切线 与 准 线 平 行 ， 因 此 其 投影 是 召 的 无 穷 
远 直线 。 

2. 在 双 曲 线 的 情况 下 ， 过 圆锥 的 顶点 2 与 平面 瑟 平 行 的 平面 与 圆 
相交 于 两 点 Pa 和 Ps, 它们 的 投影 是 在 渐 近 线 的 无 穷 远 处 。 过 这 两 点 的 
直线 把 思 的 无 穷 远 直线 作为 投影 .而 过 其 中 一 点 ,例如 Ps 的 圆 c 或 的 
割 线 ,把 平行 于 渐 近 线 的 直线 作为 它 的 投影 , 它 与 双 曲 线 只 有 一 个 在 有 限 
处 的 交点 。 而 圆 在 Ps 和 Ps 处 的 切线 与 渐 近 线 重 合 ， 因 此 它们 的 交点 是 
双 曲 线 中 心 C 的 遂 投 影 。 

要 求 得 圆锥 曲线 与 直线 的 交点 ， 从 直线 方程 的 笛 卡 尔 正则 形式 很 容 
易 求 得 , 而 不 管 一 条 割 线 只 有 一 个 交点 的 这 种 特殊 情况 是 否 发 生 (对 于 抛 
物 线 , miP 一 0; 对 于 双 曲 线 , an 一 士 (b/a))。 在 所 有 情况 , 只 要 把 从 线性 
方程 得 到 的 9 值 代 到 圆锥 曲线 的 方程 中 去 就 得 到 一 个 二 次 方程 ， 其 判别 
式 给 出 了 交点 的 个 数 。 

[ 例 1】 求 直线 y= 一 2/2+2 与 抛物 线 到 = 物 的 交点 坐标 ， 我 们 只 
要 求 出 这 两 个 方程 组 成 的 方程 组 即 可 。 用 代入 法 得 到 : 

22 一 一 2 二 8 或 者 X72?+2x 二 1=9, 
X1=2, 029 一 一 4 和 1=1, yo=4, 
因此 交点 坐标 是 Pi(2, 1) 和 Po( 一 4 和)。 

[ 例 2】 圆锥 曲线 16z? 十 25y? 十 32x 一 100y 一 284=0, 它 的 轴 与 坐标 

输 平行 ,这 是 因为 方程 中 没有 混合 积 的 项 。 方 程 能 写成 : 

16x? 十 32z 二 16-+25%2? 一 100vy 十 100 一 16 -100 一 284=0 
或 16(z+1)?+25(y—2)’?=400, 
或 (z+1)2/25+ (y —2)2/16=1, 

圆锥 曲线 中 心 C 的 坐标 是 (一 1,，2)， 直 线 5y=28z 一 62 与 此 椭圆 相 
交 于 点 P1(2, 一 6/5) 和 Pe(3, 22/5)。 因 为 用 代入 法 ,把 直线 方程 代入 椭 
加 方程 ,得 到 二 次 方程 2 一 62 十 6 二 0, 其 根 是 x1 一 2, x2 一 3。 

切线 的 斜率 ,圆锥 曲线 的 切线 方程 ”就 象 圆 那 样 ,用 解析 几何 方法 可 
以 得 到 抛物 线 、 椭 区 和 双 曲 线 的 切线 方程 。 然 而 ， 用 微分 的 方法 更 加 方 
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便 。 圆 锥 曲线 方程 在 zj 点 处 的 导数 就 给 出 了 圆锥 曲线 在 点 PiCz1, 1) 处 
的 切线 针 池 ,这 里 弓 是 函数 值 , 即 在 :处 圆锥 曲线 的 纵 坐 标 。 把 圆锥 曲 
线 的 方程 考虑 进去 , 直线 方程 的 点 向 式 给 出 了 切线 方程 ， 例 如 ,对 于 抛物 
线 纺 二 2px, 用 微分 可 得 2yy' =22 或 y=p/y。 因 此 (在 点 Pi 处 ) 切线 的 
斜率 纹 是 p/yi, 而 切线 方程 是 
N=Yy-Y)/—7) 或 Pp/YDT pfYyD) r=Y yi, 
PL— PA =YY1 Y= YY 2pr1, 


在 点 Pi(%, 421) 的 切线 
斜率 | 方 各 
抛 物 线 顶点 在 了 7 了 


F (0, 0) Y=—2p% PD/Y1 | 3 内 一 2(Z 十 2) 


圆 锥 
曲线 


程 


Fl 四 | (ya)s=2p(s-o) | p/(y-a) | 人 


椭 圆 中 心 在 C 


2 2 Zz 201 | YY 
(00 t+-1 Hn | mto”! 
四 |C-o2 YD) | _b we (ZO (V1—0) 
《2， ) 0 十 2 1 oa? Yi—a a2 


+ -0 1 


中 心 在 CC 


22 十 2 一 委 


(0, 0) 201 +yy=72 


_ 9 No 0 一 C (xz—0) (x1— ©) 
CD | Ot YA) yd + YD) (=r 


2 2 
0, 0 2 本 271 _ YY 
(0, 0) Lr pe | 1 


(e; a) 0)- 国 Wl 2 (ci 一 5) 人 一 c) Ga 一 2) 
4 (Yi) 7 


YD -dD) 1 
b2 
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部 pz+21) =YYio 
对 于 椭圆 和 双 曲 线 , 如 果 PiCzi, 角 ) 是 切 点 , X22/? 圭 六 /一 1; 2zly/a2 士 
2y1y1 /中 ==0; 妇 == 干 C0221)/ laxy1) 是 斜率 , 而 切线 方程 是 

信人 一 向) =Y —Yy1, rr/a) bYy1) + C72 /a2) (bfYy1) =Yy —Yi, 

《zx1/97) 土 (yy1/03) 一 X39/Q2 土 痕 /B 或 者 Zzi/a2 士 yyay/b2=1。 

对 抛物 线 22=2py, 多 一 一 207 和 2 一 2py， 椭 加 223/83 十 y3/q2=1 以 及 
双 曲 线 /4 一 22/5?=1 可 进行 相应 的 推导 。 546 页 的 表 包 含 了 这 些 最 
重要 的 结果 。 

【 例 】 求 圆锥 曲线 在 一 点 的 切线 。 视 贺 (z 十 1)2/25 十 (9 一 2)2/16 一 
1 在 点 P1(2,， 一 6/5) 处 的 切线 方程 是 

GZ 十 1) Ca 十 1)/e2 十 人 一 2) 2)/0 =1 
或 16(z+1)(2+1) +25(y—2)(—6/5—2) =400, 
48z+48—80y+160=400, y= (3/5)z—12/5, 

网 锥 典 线 和 直线 的 交角 ”这 交角 定义 为 这 条 直线 和 圆锥 曲线 在 该 交 
点 处 的 切线 之 间 的 夹 角 ， 它 
可 视 为 两 直线 的 交角 来 计 
算 。 直 线 y== 一 x/2 十 2 和 和 抛 
物 线 避 二 的 相交 于 点 Pi(2， 
i1)， 抛 物 线 在 只 点 处 的 切 
线 女 的 方程 是 y=7x 一 1, 它 
对 zz 轴 的 倾角 o% 的 值 是 os 一 
45°， 而 直线 的 倾角 是 = 
一 26.56°; 因此 它们 之 间 的 
交角 由 是 由 =as 一 Q1==71.56° 
( 见 图 13.5-14) 。 图 13.5-14 直线 和 抛物 线 的 交点 和 交角 

圆锥 由 线 的 切线 具有 给 定 的 针 率 。 具 有 给 定 值 m1 的 斜率 必须 等 地 
辆 锥 曲线 的 斜率 。 在 抛物 线 的 场合 ,由 ?m1 给 出 的 方向 必须 不 是 抛物 线 轴 
的 方向 , 因为 抛物 线 在 这 个 方向 上 没有 切线 。 从 人 =?m1 二 9p/y1, 我 们 可 得 
到 一 个 坐标 妇 二 p/mi; 而 另 一 坐标 能 从 抛物 线 的 方程 得 到 , 因为 切 点 的 
举 标 必须 满足 此 方程 。 在 猜 阁 或 双 曲 线 的 情形 下 (ma = 二 pzay/a2yu 我 们 
得 到 切 点 坐标 屏 和 纺 的 比值 , 代 到 圆锥 曲线 的 方程 由 去 , 得 到 2 =asmi/ 
《a2mz 土 2)， 对 所 有 的 椭圆 和 ja > ye 的 双 曲 线 ， 这 个 纯 二 次 方程 有 
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两 个 数值 相等 的 根 。 这 个 结果 与 下 面 的 几何 性 质 相对 应 : 对 竹 任 何方 向， 
总 有 两 条 平行 的 切线 与 梓 加 相 切 ,并且 切 点 关于 中 心 对 称 。 但 对 双 上 曲线 
而 言 ， 这 种 情况 只 发 生 于 按 给 定 方向 过 原点 的 直线 位 于 渐 近 线 以 外 的 区 
域 时 。 如 果 所 需 之 切线 平行 于 直线 y 一 mz 十 c, 那 末 由 m1 一 m 就 决定 m1; 
如 果 切 线 与 直线 y 一 mz+c 垂直, 那 末 m1 一 1/m; 最 后 , 如果 两 条 直线 
之 间 交 角 是 如 屠 末 从 tan 册 =《m 一 m)/(1+mim) 得 到 值 oa= (m 十 
tan YW)/ (1—m tan )。 

【 例 】 如 给 出 椭 贺 36x?+100y? 一 9 和 直线 y= 一 (4/5)z, 则 m= 
一 4/5。 因 0007 +-00007 1 梢 四 的 半 烛 长 是 4 一 诗 ,0~3/10。 对 
于 平行 于 此 直线 的 切线 ,一 4/5 一 一 (9/25) 《zi/y1), 即 妇 一 (9/20)z1。 进 
一 步 ,切线 的 切 点 位 于 椭 贺 上, 即 36 丰 十 100y? 一 9。 从 这 两 个 方程 用 代入 
法 得 到 36z? 十 (100.81/400)z? 一 9 或 者 必 =36/225， 因 此 xi,2= 土 2/5, 
ga 一 士 9/50。 故 切 点 是 B1(2/5, 9/50) 和 Ba( 一 2/5， 一 9/50); 切线 广 
程 是 = 一 (4/5)z+ 二 和 9%= 一 (4/5)z 一 去。 

双 曲 线 的 任 一 条 切线 与 渐 近 线形 成 的 三 角形 (PsOPa)， 共 面积 为 党 


双 有 曲线 223/Q@2 一 /B23=1 在 点 Pi(zug) 处 的 切线 xz21/4? 一 yy1/D? ==1 
与 渐 近 线 y 二 土 (5/a)x 相交 于 点 Pa 和 Fs ( 见 图 13.5-15)。 用 代入 法 求 
得 其 涂 标 ; 

z[zi/a? 二 yi/(ab)]=1 址 x2.3=42b/ (br1TFay) 


13.65-15 ”由 双 上 曲线 的 切线 和 渐 近 线形 成 的 三 角形 
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和 y[ 士 Xj/(a0) 一 yb?]=1 或 yo,s=ab?/( 土 bx1 一 ay1)。 
对 三 角形 CPsPs 的 面积 4 有 : 


1 0 0 
A=1/211 zs vs 
| 1 x2 Ya 
1 0 0 
=1/2|1 ab/britay) ab/(~bzri1—ay) 
I1 ab/Cr-ay) ab2/(bri—ay) 


=]/2[a3b3/ (27? — a2y?) + a3b3/(b22? —a2y?)] 
=a08/ (D2 — yh) =ab/[B/ar ~ 人 /0 =ab, 


圆锥 曲线 的 法 线 和 极 线 
法 线 斜 雍和 法 线 方程 ”法 线 是 在 切 点 Pi(x1, Yi) 处 与 切线 垂直 的 直 


线 ， 于 是 我 们 可 从 圆锥 曲线 切线 斜率 表 得 到 法 线 的 斜率 。 因 此 由 点 向 式 
得 到 法 线 方程 , 最 重要 的 情形 有 : 


圆锥 曲线 方程 法 线 斜 率 “| 在 点 Pi(z, wi) 处 法 线 的 方程 


Y=2p7x —y1/p yyYi=— (yi/p) (2— 71) 


za ty /=1 | Lay Cor) | yyi= [Lay CE) 一 她) 


.22/a23 一 bg2102 一 | — [Lay bz) | 9% 一 从 一 一 [aq2gV 71) ~ 2) 


【 例 】 双 曲 线 22/16 一 y2/9=1 在 点 Pi(5, 一 9/ 沁 处 的 法 线 方程 是 


图 13.5-16， 双 曲线 的 法 线 
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9 _. 16(—9/4) + 了 -和 = 了 z 一 
y+ 一 rd -6), 即 y 7 一 和 4 或 y= 4 如 ( 见 图 


13.5-16)。 


关于 圆锥 曲线 法 线 的 重要 定理 
连接 抛物 线 上 一 点 Pi 和 焦点 的 直线 以 及 过 书 ! 点 与 抛物 线 轴 了 平行 的 


直线 与 抛物 线 在 Pl 处 的 法 线 成 相同 的 角 : 因 为 它们 与 在 Pi 点 的 切线 也 
相交 成 相同 的 角 。 


极 线 方程 ”和 圆 的 情况 一 样 ， 从 外 面 一 点 PoCzo 名 ) 向 圆锥 曲线 引 
切线 可 以 用 极点 po 的 极 线 po 来 求 得 。 极 线 姑 定义 为 连接 切线 鼠 和 好 
的 切 点 已 (2 91) 和 Pa(zo 2y2) 的 
直线 〈 见 图 13.5-17)。 例如 ， 从 两 
条 关于 一 个 处 于 中 心 位 置 的 椭圆 的 
切线 方程 

(trir/a + yy /b=1 
和 (to) zor /a + yy/b? =1 
得 到 方程 
(po) Tro/ d+ yyo/b? =1 
这 就 是 极 线 方程 。 因 为 这 是 一 条 直 
线 的 方程 , 并 且 点 Pi(z yi) 和 
Pa(za， ye) 的 坐标 满足 此 方程 。 

这 个 方程 在 形式 上 与 切线 方程 一 样 , 但 是 这 里 的 常数 xo, % 是 极点 
的 坐标 ， 而 处 是 切 点 的 坐标 。 如 时 用 同样 的 方法 导出 其 他 圆锥 曲线 的 极 
线 方程 ,可 得 到 下 面 的 表格 ; 


图 13.5-17 从 椭 加 外 一 点 Po 向 
椭圆 引 的 切线 ; 极 线 Po 
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圆锥 曲线 方程 和 极点 Pokzo, yo) 的 设 线 方程 
抛 物 线 精 


TD YY 1 | xxzo 二 Wosy2 3 


yh p(t+r0) | -证 pb 


与 圆锥 曲线 (例如 双 曲 线 ) 没 有 公共 点 的 直线 9 可 解 炙 为 圆锥 曲线 
肉 部 一 点 多 的 极 线 。 如 取 9 上 两 个 不 同 点 他 ($1, Hm) 和 82(&2, mp) 作为 
极点 , 则 它们 的 极 线 qr 和 gs 的 方程 是 &12/0? 一 9/8?=1 和 zz/42 一 
my/ 如 一 1。 从 这 两 个 方程 可 以 计算 出 极 线 qt 和 go 的 交点 @(xzo go)。 这 
给 出 Xzof/02 一 yyo/5?=1, 是 过 人 和 @ 的 直线 方程 , 因此 是 纺 的 极 线 9。 

[ 例 】 方程 (zx 一 27216 一 人 y 士 3)2/100= 工 和 3% 一 一 70r 十 217 决定 了 
一 条 双 曲 线 和 一 条 直线 9 它们 互 不 相交 ( 见 图 13.5-18)。 点 Qa(33/18, 
一 123/118) 和 点 81(3, 7) 在 9 上。 的 极 线 qi 的 方程 是 (x 一 2) (各 一 2)/ 


图 13.5-18 由 (一?/ 雹 (y+3)3/100~1 维 出 的 双 上 线 
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16 一 (y 填 3)Gn+3)/100 = 1， 因 为 各 = 3 n=?, 故 得 到 Y==5/8x 一 
114/8。 
类 似 地 , @s 的 极 线 ga 的 方程 是 100Cz 一 2)(33f119 一 2) 一 16(y 十 3)。 
(一 123/119++3)=1600 或 y= 一 5/sox 十 931fsg。 由 这 两 个 方程 给 出 gi 


和 9 交点 @ 的 坐标 ， 求 得 zo=16, 加 = 一 4 了 是 直线 4 的 极点 8 的 坐 


标 。 在 三 角形 W819, 中 ,每 个 顶点 是 其 对 边 的 极点 。 

从 一 点 到 圆锥 曲线 的 切线 
如 果 要 画 圆 锥 曲线 外 一 点 卫 到 
它 的 切线 ， 那 末 取 了 的 极 线 Dp 
与 圆锥 曲线 的 交点 比较 方 便 。 
这 两 交点 Bi 和 Bs 就 是 切线 的 
切 点 。 

【 例 】 点 PQL4 1) 关 于 椰 
22? 十 4 一 100 的 极 线 方 程 
是 l4z/100 上 +gy/25=1 或 14z 十 

图 13.5-19 从 点 到 椭圆 的 切线 dy =100，y= -一 (7/2)z 十 25 
〈 见 图 13.5-19)。 它 与 椭圆 相交 于 点 B1(8， 一 3) 和 Boe《6, 4), 因 ? 十 
4(49z2/4 一 175z+ 625) =100, xz?—14z= —18, ml = 6, ts=8; t=4, Ya 
一 一 3。 

因此 ,切线 方程 是 y~= (2/3)z 一 25/3 和 % 一 一 (3/8)z 十 25/4。 


两 条 圆锥 曲线 


两 条 网 锥 曲线 的 交点 ”为 了 决定 两 个 圆锥 曲线 的 交点 ， 必 须 解 对 应 
的 方程 组 。 其 实数 解 就 给 出 了 交点 的 坐标 。 

【 例 1】 抛物 线 多 一 12z 和 圆 (xz 十 3)? 十 妇 一 72 相交 于 点 51(3, 6) 和 
S23， 一 0) ,因为 它们 的 坐标 满足 这 两 个 方程 。 从 方程 组 

(got 3)?+R=72 
Y=12xo 

可 以 得 出 , 它 的 解 为 21 一 3, 一 6 和 Xo=3, y= 一 6。 - 

【 例 2】 为 了 决定 椭圆 (x 十 6)?/80+(y 一 2)3/20 二 1 和 抛物 线 (xz 十 
6)? 一 4(y 一 2) 的 交点 ,必须 解 方 程 组 ( 见 图 13.5-20)。 


图 13.5-20 ” 椭 贺 和 抛物 线 的 交点 和 交角 


(zo0+6)2/80+ (y —2)2/20=1 
(zo+6) =4(yo—2) 

经 zo+6= 怠 yo 一 2=”n 坐标 变换 后 , 方程 变 成 2062 十 80m2? 一 1600 和 总 一 
4n。 消去 &, 得 到 80m-+80%? 二 1600, ?十 十 /4 二 81/4，n1,2 二 一 1/2 土 
9/2,h== 和 4p 一 一 5 和 如 ,2 一 土 4 8,4 一 土 2MV5i。 于 是 x1=&1 一 6== 
一 2, Z2 二 2 一 6 二 一 10, 从 一作 十 2 一 6,， 扩 = 让 十 2 天 6。 因此 这 两 条 圆锥 
曲线 有 两 个 交点 S1( 一 2, 6) 和 52( 一 10, 6)。 

两 条 圆锥 曲线 不 一 定 要 有 实 的 ) 交点 , 它们 也 可 以 相 切 于 一 点 或 两 
点 。 能 够 证 明 两 条 非 退化 的 圆锥 曲线 最 多 只 有 四 个 交点 。 如 果 ( 双 重 ) 圆 
锥 的 一 个 截 线 是 由 相交 子 顶点 的 两 条 母线 所 组 成 ， 而 另 一 个 截 线 是 由 一 
条 母线 所 组 成 ， 那 末 , 对 于 截 线 的 适当 位 置 , 这 两 条 退化 的 圆锥 曲线 有 无 
限 多 个 公共 点 。 

两 条 圆锥 曲线 的 交角 ”两 条 圆锥 曲线 的 交角 定义 为 在 交点 处 它们 切 
线 之 闻 的 夹 角 。 因 此 我 们 必须 求 得 切线 方程 ,并 计算 交角 。 

【 例 11 抛物 线 欠 =12z 和 图 (z 二 3)2 十 多 一 72 交 于 点 S1C3, 6) 和 
(3， 一 6)。 在; 点 圆 的 切线 方程 是 y= 一 x 十 9, 而 抛物 线 的 切线 方程 是 
y= 二 ZX 十 3。 因为 它们 的 斜率 互 为 负 倒 数 , 故 在 51 处 抛物 线 和 图 相交 成 直 
角 。 类 似 地 ,在 S53 处 也 成 直角 。 

[ 例 2】 椭圆 (x 十 6)3/80 二 Cy 一 2)?/20=1 和 抛物 线 (z+6)?~4(y 
一 2) 相交 于 点 S41C( 一 2, 6) 和 S52《 一 10, 6)。 在 人 点 椭圆 的 切线 方程 是 
(z+6) Cz1+6)/80+(y—2)(yi 一 2)/20=1 或 y= 一 CL/4)z 二 11/2, 而 抛 
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物 线 的 切线 方程 是 (z+6) (zi+6) 二 2(y 一 2+yi1 一 2) 或 y 二 27 十 10。 因 为 
tan ol= 一 1/4 oi1= 一 14%2' 和 tan as= 十 2, ao= 十 63"26'， 因 此 交角 是 
由 = 一 02 一 QI 一 一 77? 28'。 


圆锥 曲线 的 公共 顶点 型 方程 


圆锥 曲线 的 参数 ”在 顶点 位 置 的 抛物 线 妨 = 2pz， 其 参数 2p 定义 为 
过 焦点 并 垂直 于 轴 的 抛物 线 的 弦 长 ， 这 就 好 比 测量 抛物 线 在 焦点 处 的 宽 
度 。 这 个 定义 也 能 用 到 其 他 的 圆锥 曲线 上 去 。 

园 锥 曲线 的 参数 定义 为 过 焦点 并 委 直 于 主轴 的 弦 长 。. 

主轴 位 于 2 轴 的 圆锥 曲线 ， 其 参数 可 通过 计算 在 焦点 处 正 的 纵 坐 标 
yz 的 3 倍 来 得 出 。 即 把 焦点 的 模 坐标 zz 代入 圆锥 曲线 的 方程 中 ， 然 后 
求解 这 个 方程 就 得 到 yz: 

抛物 线 ， 人 二 2pzx, zr 二 Pp/2, 因此 yr 一 p， 

: 椭 贺 .zx?/a2+y2/B2 =1, rp 二 6 62/ 要 十 堆 / 天 一 1 区 因此 Jr 二 
.V5, 或 因为 a2 一 e2=b?; yp =b2/ao : 

: 双 曲 线 : /a? 一 y2/02=1, tp=6, /WW 一声 /b? 二 1 因 此 | Yr 一 十 
~V AT 或 因为 62 一 a?=0, yy 一 b?/ao 


圆锥 曲线 的 顶点 型 方程 “从 圆锥 曲线 的 顶点 型 方程 可 以 很 清楚 地 看 
出 它们 之 间 的 内 部 关系 。 对 于 抛物 线 ， 这 是 多 =2pz。 而 对 于 椭圆 和 双 
曲线 可 通过 坐标 系 的 平移 由 中 心 型 方程 得 出 顶点 型 方程 。 

摘 圆 。 从 对 坐标 系 中 的 中 心 型 方程 63/@? 十 /52=1, 把 原点 移 到 
顶点 了 (一 ,0), 即 用 z=$+%, yy 一 7 的 变换 , 得 到 新 华 标 系 中 的 方程 
《Xz 一 @)?/@+ 妇 /==1; 这 个 方程 能 重新 排 成 多 =2bz/a 一 px/o2， 或 者 
使 用 椭圆 的 半 参 数 p=53/a 就 变 成 及 二 22pz 一 《p/4)z?( 见 图 13.5-21)。 
它 与 抛物 线 顶 点 型 方程 的 关系 是 很 明显 的 ， 从 抛物 线 2pz 这 一 项 中 减 去 
Cp/4)w? 这 一 项 就 得 到 椭 国 。 这 就 解释 了 在 英语 中 为 什么 用 ellipss ( 禧 
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圆 ) 这 个 名 字 : 与 抛物 线 相 比 ， 它 是 “缺少 "了 什么 点 的 〈 和 希腊 文中 有 缺陷 
这 字 为 elleipsis)。 


椭圆 的 顶点 型 方程 


=2ps— (p/a) zx, p=b/a 


图 13.5-23 一 双 曲 线 变换 到 顶点 位 置 


双 曲 线 。 从 坐标 系 中 的 中 心 型 方程 名 /2 一 P/B3=1, 把 原点 移 
到 顶点 V1(a, 0), 即 用 X= 一 4a, y 一 7 变换, 就 得 到 在 新 坐标 系 中 的 方程 
《z 二 0Q)?/@? 一 /3 二 1。 把 这 个 方程 重新 排列 成 妨 二 25/4a 十 Dz3/a?, 或 者 
用 双 曲 线 的 半 参 数 p 一 D3/4， 就 变 成 六 =2pzx 十 Cp/0)( 见 图 13.5-22)。 
与 抛物 线 六 =2pzx 相 比 较 , 它 多 出 一 项 /4)xz?。 这 就 解释 了 在 英语 中 
为 什么 要 用 hyperbols《 双 曲线) 这 个 名 字 (希腊 文 hyperbole 表示 过 剩 的 
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网 锥 曲线 的 公共 顶点 型 方 
程 引进 数值 偏心 率 =e/a， 
对 椭圆 有 0<=s<1, 对 双 曲 线 
有 >>1 和 对 抛物 线 8=1。 这 
样 ， 所 有 这 三 种 圆锥 曲线 方程 
可 有 一 公共 的 顶点 型 方程 。 对 
椭圆 而 言 ，p/ae 一 好 /只 一 (o2 一 
e2)/a?=T 一 8?>0, 因 为 0<s< 
1; 在 另 一 方面 , 对 双 曲 线 而 言 ， 
图 13.5-23 略 维 曲线 和 数值 偏心 Pp/4 =b?/a? = (0 —a) /t= 
率 的 依赖 关系 一 1>0, 因此 1 一 e 总 是 负 的 。 
对 8 一 1, 很 明显 (1 一 8?)z? 总 是 取 什 为 零 。 因 此 方程 好 =2pz 一 (1 一 6?)z? 
根据 s 的 值 总 是 描述 了 三 种 圆锥 曲线 中 的 一 种 。 


圆锥 曲线 的 公共 顶点 型 方程 
yi~=2p2— (1 — 68?)7? 


圆 的 顶点 型 方程 也 包括 在 这 个 方程 之 内 。 如 果 令 p=? 和 6 二 0， 可 
得 多 =2rz 一 妇 或 纪 =Z(2r 一 z)。 根 据 直角 三 角形 中 高 的 定理 , 这 个 关 
系 式 是 满足 贺 的 方程 的 。 

在 公共 项 点 型 方程 中 , 圆锥 曲线 是 由 参数 2p 和 数值 偏心 率 8 所 决 
定 ， 这 些 量 直 到 现在 还 被 用 来 描述 圆锥 曲线 的 特征 。 如 果 我 们 考虑 到 
==0 给 出 了 zo=24 以 及 对 于 椭圆 和 双 曲 线 有 p 一 /4a， 对 于 圆 有 p=7， 
那 末 半 轴 a 和 5 以 及 线性 偏心 率 。( 半 焦距 ) 能 用 Pp 和 来 表示 。 我 们 发 
现 对 实 贺 而 言 有 4=p/(1 一 8?)，b=p/V( 二 8), eps/(1 一 6?); 对 双 
曲线 而 言 有 4=p/《s? 一 1),5=p/VCe? 一 了 ), eps/(e? 一 1)。 如 果 我 们 
取 p=1i， 那 末 , 例如 对 。 一 0.8, 一 些 四 合 五 入 过 的 值 是 4=2.78, 5= 
1.67,e 二 2.22。 而 对 8=1.5, a=0.8, b=0.89, e 二 1,2( 见 图 13.5-23)。 


圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 
为 了 用 极 坐标 描述 圆锥 曲线 的 方程 ， 很 自然 把 圆锥 曲线 的 轴 取 作 零 
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方向 。 对 椭 吏 和 双 曲 线 可 以 选取 其 中 心 作 为 极点 ， 但 更 常用 的 是 选取 焦 
点 作为 极点 。 
把 中 心 取 为 极点 的 圆锥 曲线 极 坐标 方程 ” 念 Z=rcosp, Y=? sin p， 
就 把 粮 圆 的 中 心 方程 悦 /a2? 十 多 / 电 = 工 变 成 了 极 坐标 方程 , 这 里 极点 就 是 
椭圆 的 中 心 。 因 此 极 坐 标 方程 是 : 
《r21a2)cos2 4- Cr2/b)sin? p=1 
或 1=(72/b?) (0? co0s? 9 +o? sin? 9) /ao? 
=(72/02) (Db? cos? @ +a?—a? cos? @) /0 
一 (73/p2)[a2 一 (a3 一 52)cos2 0]/a2 
一 (72/D2)[ 工 一 (e2/a2)cos2 D] 
= (72/D2) (1 — e? cos? 9), 
即 72=0b2/ (1 — 8?cos? gp), 
类 似 地 可 得 到 双 曲 线 的 极 华 标 方程 


以 中 心 为 极点 椭 人 2 一 D2/ 代 一 52 cos? 9) 


的 极 坐 标 方程 双 曲 线 ?2=62/ (8? cos? g 一 1) 


把 焦点 作为 极点 的 圆锥 曲线 极 坐标 方程 ”这 些 圆锥 曲线 在 天 文学 中 
有 许多 应 用 ， 特 别 是 因为 开 普 勒 第 一 定律 表明 了 按 酉 圆 运动 的 行星 把 太 
阳 作 为 一 个 焦点 。 很 自然 地 ， 把 行星 离开 太阳 的 距离 和 在 轨道 中 的 角度 
作为 行星 运动 的 坐标 ， 因 此 我 们 采用 把 椭圆 的 一 个 焦点 作为 极点 的 极 符 
标 系 。 同 时 ， 在 天 文学 中 用 数值 偏心 率 s 来 度量 椭 贺 轨道 与 贺 形 轨道 的 
仿 差 。 选 择 偏 心率 这 个 词 是 最 恰当 不 过 的 了 ， 在 加 中， 同心 与 引力 中 心 
相 一 致 ; 椭圆 拉 得 越 长 , 那 未 椭圆 的 中 心 与 引力 中 心 离 得 越 远 , 因此 轨迹 
也 越 是 偏心 。 考 虑 到 那 时 已 知 的 所 有 行星 中 , 火星 具有 最 大 的 偏心 率 。= 
0.0933， 开 普 勒 发 现行 星 实际 上 是 按 椭 咒 而 不 是 在 按 圆 运动 。 地 球 轨道 
的 偏心 率 只 是 =0.0168， 还 有 流星 、 替 星 和 人 造 卫 星 , 如 果 它 们 在 太阳 
` 系 内 作 周 期 运动 ， 那 末 它 们 也 是 按 椭圆 轨道 运动 的 。 如 果 它 们 不 是 作 膨 
期 运动 , 也 就 是 说 , 它们 的 动能 已 足以 把 它们 带 出 太阳 系 , 假定 其 他 行星 
引力 引起 的 扰动 可 忽略 不 计 , 那 末 它们 是 按 抛物 线 或 双 曲 线 轨道 运动 的 。 

椭圆 的 极 坐标 方程 ”在 图 13.5-8 中 ， 把 焦点 1 取 为 极 坐 标 系 的 极 
.点 ,而 其 等 方向 是 从 Fi 到 Ti 的 x 轴 方 向 ,在 三 角形 PPFs 中 ,因为 72= 
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24 一 ?1 和 |F2F1| 二 2e, 余弦 定律 给 出 : 
《20 一 91)2 一 (2e)2 十 人 3 十 2.2eyl cos 9 
或 4a2 一 4azi 十 双 一 462 十 从 -H4eri cos 9， 
71= (4?—e?)/(a+e cos gp)=a(l—e8?)/(1+e cos gp) 
=b2/[a(l +e cos 9)]=p/(1 + 8 cos p)， 
其 中 令 : s=e/a 和 22/e 一 p。 
双 曲 线 的 极 坐 标 方程 在 图 13.5-13 中 ,焦点 及 取 为 极 坐 标 系 的 极 
点 ; 而 其 零 方 向 是 从 Ff1 到 V1 的 z 轴 方向 ,在 三 角形 FiPF 中 ,因为 7 二 
24 十 71 和 | 本 fF2| = 2e, 余弦 定律 给 出 . 
(2a 471)?= (2e)?+7}—2.2er: cos 9 
或 da +4ar1tr?=4e? 二 7 — der1 cos 9, 
ri1= (6 ~—0)/(4+e cos 9)=bY/[Lall +e eos 9)] =p/(1+e cos Oo 
抛物 线 的 极 坐 标 方程 ”在 图 13.5-4 中 , 把 焦点 了 取 为 极 坐标 系 的 
极点 , 而 其 零 方向 是 从 到 六 的 x 轴 方 向 。 因 为 1of|=p, 由 抛物 线 的 
定义 给 出 : 
Pp 一 ?cosp 二 7 或 +=p/(l1 十 60s 9)。 
因此 在 极 坐 标 系 中 所 有 的 圆锥 曲线 方程 具有 相同 的 形式 +=p/ (二 
8 cos 9)， 此 极 坐标 系 的 零 方 向 是 从 极点 到 最 近 的 一 个 顶点 ， 它 们 所 不 同 
的 只 是 数值 偏心 率 的 值 。 对 于 椭圆 和 而 言 , 它 是 小 于 工 的 正 数 ; 对 双 了 曲线 而 
言 , 它 是 大 于 1 的 数 ; 而 对 抛物 线 而 言 它 等 于 1T。 取 8=0, 使 向 径 为 常数 
+==p, 于 是 圆 也 可 以 包括 在 内 。 


把 焦点 作为 极 8>:1 汉 曲 线 


一 并 
点 的 圆锥 曲线 +=p/(1 .+e cos 9) 8 抛物 线 


人 [人 于 二 0O<g8<=1i 椭 疗 
的 极 伦 标 方程 ,0 


对 于 抛物 线 (e=1)， 当 p 一 z 时 , ? 没有 定义 。 如 果 s=0 或 0<s< 
1, 亦 即 对 于 圆 或 者 椭圆 , 则 任 一 角度 对 应 着 7 的 唯一 值 。 最 后 , 如 果 
s>1， 对 满足 lt+ (e/a)cos p=0 即 cos 9 一 一 4/e 的 任何 值 91, 也 就 是 当 
角 pi 或 一 pi 的 自由 边 与 渐 近 线 平 行 时 ,7 是 没有 定义 的 。 

【 例 】 过 日 点 定义 为 行星 轨道 中 离开 太阳 的 最 近 点 ， 而 远 日 点 定义 
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为 离开 太阳 的 最 远 点 。 火 星 的 远 日 点 离开 太阳 的 距离 是 多 少 呢 ? 从 天 文 
观察 知道 ， 火 星 轨 道 的 长 半 轴 4a 按 四 舍 五 入 是 地 球 轨道 半径 的 1.52 倍 
(一 个 地 球 轨道 半径 大 约 是 93.6Xx10s 英里 ), 它 的 偏心 率 8 二 0.0933, 在 
远 日 点 处 8 一“%。 因 为 p50/a=a(b2/q?) ==a(a? 一 02)/a?=a(l 一 8?), 以 
地 球 轨道 半径 为 单位 进行 测量 ?+=a(l 一 e2)/1 一 e=a(1+8)=1.52x 
1.0933 必 1.66。 这 就 是 说 火星 在 远 日 点 离开 太阳 的 距离 大 约 是 154 X10 
英里 。 

偏 近 点 角 。 在 天 文学 中 和 在 椭圆 轨道 或 人 造 卫 星 的 计算 中 ， 采 用 了 
由 开 普 勒 引 进 的 偏 近 点 角 如。 从 零 
方向 到 CP" 测 得 的 角 就 是 角 召 , 这 
里 C 是 椭圆 的 中 心 而 P" 是 辅助 
上 对 应 于 椭圆 上 点 三 的 一 个 点 ( 见 
图 13.5-24)。 在 平面 几何 中 , 是 用 
半径 为 a 《 半 长 轴 ) 的 辅助 贺 和 半径 
为 pb= Co 一 所 ( 半 短 轴 ) 的 同心 
圆 来 作出 椭圆 的 。 正 如 椭圆 参数 表 
达 式 所 表明 的 那 祥 ， 椭 圆 中 所 有 垂 
直 于 长 轴 Ts7i 的 弦 与 辅助 圆 中 对 
应 的 纺 之 比 是 :wa。 如 果 己 是 椭圆 图 13.5-24 偏 近 点 角 
的 一 点 , 则 线段 |PP| 和 |P'P"| 是 这 两 条 弦 的 一 半 , 因此 |P'P|:|P'P"| 
二 5:4。 在 图 中 的 直角 三 角形 中 , |P'P|=?sin p, PP"|=a sin BE, 因此 
ba sin 五 =axgsin p 或 者 ?sin p=b sin 怠 在 长 轴 上 , 因为 1GF1|=e 和 
1CP'| =4 eos 加, 可 得 到 ”cos p 一 4 os 五 一 se。 利 用 等 式 1=sin?p 十 cos? p 
和 6 一 o2? 一 六 ,了 可 表示 为 瑟 的 函数 : 

. 72=b? sin2 E+ (0 cos? EB—2aecos E+e?) 
一 D2 sin? B+a? cos? EB—2ae cos E+ —b? sin? FE—b? co 

: 一 (Q2 一 D3)c082 奋 一 20e cos 五 十 02 一 (4 一 6 008S E)’, 
而 因为 4>e 和 ?>0, 故 +=4 一 e 60s BB。 

这 个 等 式 包 含 了 开 普 勒 第 一 定律 ,按照 这 个 定律 ,行星 园 绕 太阳 在 椭 
圆 轨 道上 运动 ,而 太阳 是 椭 贺 的 一 个 焦点 。 

近 点 角 p 和 偏 近 点 角 卫 之 闻 的 关系 由 两 个 方程 给 出 : 

¢os p=(1/7) (acos FE—e)=(gcos Be)/(a—ecos E), 
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sing=(1/r)bsin 了 一 (0 二 esin EB/(a—e cos BE), 
这 也 能 用 tan(p/2) =VUGT67Ca-6) tan(B/2) 的 形式 来 表达 。 为 了 
得 出 作为 召 的 函数 的 时 间 这些 方程 之 一 , 例如 第 二 个 , 可 对 t 进行 微 
分 ,这 里 关于 t 的 微分 照例 用 该 函数 上 面 加 一 点 来 表示 : 
,~ __ beosB-P(la—ecosH)~esin EB'BbsinE 
97 (0 ooo By? 
& cos EB—ecos HB—esin 万 
一 ?在 ， (a~—e cos E)? 


于 是 得 到 
6=2P -pb ,Qcos EB-e , a~ecosh 
at (g—ecos E)* acosE-e 
或 .直达 
dt a—eéecosE 7 ” 


由 开 普 勒 第 二 定律 ， 在 给 定时 间 内 由 径 向 扫 过 的 面积 是 一 个 常数 
rp 一 0。 在 最 后 一 个 关系 式 中 引进 常数 C 后 有 : | 
_adB _ rp CO _ 0 3 _D : 
ie cos EB) 或 尼 C Cae cos BadE, 


于 是 可 通过 积分 得 出 所 需 的 函数 t= 认 记 ): 
_b oe _ Vai-e _ 
t= (Ba esinB)=——o— (Ba e sin E)。 


当 召 从 0 增加 到 23m, 就 可 得 到 轨道 周期 了 : 
2raw (ao5 一 6 
人 o 
由 开 普 勒 第 三 定律 , 对 于 每 一 个 行星 , 存在 一 个 常数 w/ (4z2)， 对 这 
常数 有 Qo/7T?=j/(4m?), 或 者 对 了 代入 上 面 的 值 ,得 到 =aC?/(a? 一 e?)。 
因此 对 所 有 的 关系 式 而 言 ， 只 要 有 四 个 常数 中 的 三 个 就 足够 了 。 通 常 取 
8 二 e/a, 0 和 用, 而 从 *=PV/G++8scosp) 一 D2V/LaGLT+a cos 9)] 导出 : 
+=02/[u(1+e cosp)]=C0(1— 8 cos EB)/Lu(l— es?)], 
cosp=(~8+cos E)/(1~e cos 五 )， 
sing=V(I—e)sin B/(—ecosE), 
t=03(B— 8 sin EB)/Lu*(1— 2)3/2], 


7 到 2ma 一 
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一 般 二 次 方程 的 讨论 
”两 个 变量 “ 和 4 的 一 般 二 次 方程 的 形式 是 
a22? 十 202% 十 cy 十 2dz 十 2ey +f =0, 

这 里 a, 2 c, 4, 6, 了 是 任意 的 实 系 数 。 实 际 上 , 只 有 当 4, b,c 不 全 是 零 
时 , 它 才 是 真正 的 二 次 方程 。 这 个 方程 在 2- y 坐标 系 中 定义 了 一 条 曲 
线 。 以 后 总 是 假定 在 直角 坐标 系 中 进行 讨论 ， 曲 线 的 类 型 依赖 于 系数 的 
值 。 计 论 表 明 下 面 的 定理 是 有 效 的 。 

二 盘 三 次 方程 总 是 表示 一 条 圆锥 曲线 。. 

混合 项 的 消去 ”用 坐标 系 旋转 , 即 采用 变换 

2 一 上 cosaw 一 人 Sin aq, 4 一 二 Sin w 十 人 cos G， 
选择 适当 的 角度 a, 总 能 消除 混合 项 6%。 如 果 平 方 项 的 系数 a 和 < 相等 
《a==c), 我 们 选择 a=45%， 如 果 它 们 不 相等 , 则 选择 a 使 得 tan 2a=2b/ 
《a 一 0), 这 可 以 把 变换 方程 代入 原始 方程 中 去 看 出 。 这 样 可 以 得 到 用 
和 人) 表示 的 、 经 过 变换 的 方程 ， 而 把 这 些 变量 仍 写成 和 y 是 较为 方便 
的 。 于 是 方程 的 形式 是 
472? 十 OU 十 2Dxz 十 2 也 7 十 下 =0。 

这 意味 着 图 锥 多 线 的 轴 现 在 与 坐标 轴 平 行 了 。 

一 次 项 的 消去 “” 梯 锅 和 双 曲 线 的 中 心 型 方程 是 没有 一 次 项 的 ， 因 此 
我 们 寻找 坐标 系 的 一 种 平移 X=6 十 6, 2 一 7 十 9〈 这 里 c 和 4 是 常数 ), 使 
得 一 次 项 可 以 消去 。 通 过 变换 得 到 ; 

Aé2+CmP+2dc+D)Er2 Cd+ EE) 
+Ac?400+2Dc+2Ed+F=0, 
讨论 : 

GD) 如 果 4 类 0 和 C0 大 0， 选择 c 二 一 D/4 和 Q= 一 /0 就 能 把 两 个 
一 次 项 都 消去 。 然后 方程 变 成 488 二 CO 一 N， 这 里 N=D?/4+E?/0 一 
刁 。 对 和 可 能 有 三 种 情况 ，N>0, N=0, N<0。 

MY>0: 情形 1，4 和 0 都 是 正 的 。 曲线 是 一 个 椭圆 , 中 心 方程 为 
5 +0 ~ 两 个 半 名 是 VJZ 和 VNJO。 情 形 2: 4 和 0 


是 负数 ， 不 存在 实 的 曲线 。 情 形 3: 4 和 0C 的 符号 相反 ， 曲 线 是 双 曲 线 。 
尺 一 0， 情形 1: 如 果 4 和 C 符号 相同 , 则 只 有 对 &=m=0 此 方程 才 
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FE + =0, 方程 变 成 作 = 一 2(D/C) 曲线 是 一 抛物 线 。 情形 
2 是 方 程 是 关于 ) 的 一 次 方程 ， 因 此 表示 一 对 平行 线 ， 如 果 一 
i 因此 表示 一 对 重合 直线 。 
m0， 情 形 1， 召 天 0。 有 曲线 是 抛物 线 。 情形 2: 如 =0。 曲 线 

足 二 mu 对 莉 合 直线 。 

A=0 形 1: DD 和 瑟 不 全 是 0。 曲线 是 一 条 直线 。 人 情形 2: 
D= 了 了 定 为 0。 . 
注意 : : 的 情形 可 以 看 成 是 平行 于 轴 的 平面 与 如 锥 交 线 的 
特殊 情形 ， 顶点 在 无 穷 远 处 , 因此 这 个 圆锥 实际 上 就 是 一 个 贺 


柱 了 。 


【 例 4】 布 方程 3c? 一 30z 十 8y 十 65=0 由, 系数 值 是 4=3 直 0, C= 
0, D+0; 因此 曲线 是 抛物 线 。 为 了 求 得 顶点 、 焦 点 和 参数 , 我 们 用 3 去 
除 上 述 方程 , 并 进行 配方 。 从 方程 只 一 10z 十 325= 一 (8/3)y 一 65/3+75/3 
或 者 (z 一 5)2= 一 (8/3)(y 一 5/4), 我 们 可 以 看 到 抛物 线 的 四 口 是 向 下 的 ， 
顶点 是 在 了 (5，5/4), 而 参数 是 ?一 4 3。 

【 例 2】 方程 25z?-+49y%2 十 150z 一 196y 一 804 一 0, 因为 4 二 25 站 0， 
0 二 和 9 和 0, 和 >0, 故 它 表示 了 一 杭 国 ， 其 主轴 平行 于 z 轴 。 通 过 两 次 配 
方 , 此 方程 能 写成 中 心 型 ，(%+3)”/49+(y 一 2)”/25=1。 炳 圆 中 心 在 
C0( 一 3, 2), 长 半 轴 4=7, 短 半 轴 b=5。 l 

【 例 3] 方程 dz? 一 25 十 256z 十 300y 一 22 人 一 0， 我 们 立刻 可 以 看 
出 它 表示 一 条 双 巾 线 。 从 原 方程 得 到 64(z? 十 4) 一 25(y? 一 12y) 一 2244， 
两 次 进行 配方 ， 有 64(z? 十 4z 十 和 一 25(%2 一 12y 士 36) =2244 十 256 一 900 
或 了 4(z 十 2)? 一 25(y 一 6)?=1600。 因 此 中 心 方程 是 (s+2)”/25 一 (y 一 
6)2/64 一 了 长 轴 是 平行 于 > 轴 的 ,中心 在 C( 一 2，6), 半 轴 是 5 和 8。 

【 例 和 ”对 圆 稚 曲 线 9x2? 一 49: 一 0 40#0 但 六 =0, 因为 40<0, 因 
此 圆锥 曲线 是 一 对 相交 直线 。 事 实 上 ，9o 一 4 一 (35 一 20)037 十 320) 一 
0。 每 一 个 因 式 给 出 一 条 直线 , 直线 的 方程 是 y= 《3/2)z 和 y= 一 (3/2)% 
这 两 条 直线 相交 于 原点 。 


一 一 一 一 人 


